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Beiträge zur abzählenden Geometrie. 


Von 


H. Scuhugerrt in Hildesheim. 


Der Verfasser veröffentlicht unter diesem Titel drei Abhandlungen, 
von denen die erste hier vorliegt, die zweite und dritte nächstens 
folgen werden. © 


Allgemeine Einleitung. 


Als Chasles die unter dem Namen „Charakteristikentheorie “ *) 
bekannte Abzählungsmethode schuf (Comptes rendus, Februar 1864), 
waren es besonders drei Momente, welche inm die Bestimmung seiner 
überraschenden Anzahlen ermöglichten. Kurz ausgesprochen, sind diese 
drei Momente folgende: 

1) Entdeckung des Correspondeneprincips , 

2) Entdeckung des Satzes au + ßv, 

3) Möglichkeit der Zurückführung gewisser Kegelschnitt- Anzahlen 
auf bekannte Anzahlen der beiden Kegelschnilt- Ausartungen. 

Diesen drei Momenten entsprechend, lassen sich in den Unter- 
suchungen, welche sich direct oder indirect an die Schöpfung Chasles 
anschliessen, drei Hauptrichtungen unterscheiden, deren Verlauf hier 
kurz angedeutet werden soll. 

Die erste Untersuchungsrichtung nimmt ihren Anfang in dem der 
Algebra entlehnten, von Chasles zunächst nur für die drei einstufigen 
Grundgebilde ausgesprochenen Correspondenzprincip. Chasles selbst 


*) Einen genaueren Literaturnachweis der in die Charakteristikentheorie ge- 
hörigen Abhandlungen giebt Cayley in seiner Abhandlung „On the curves which 
satisfy given conditions‘ (Philos. trans. London 1868, vol. 158), Painvin im Bull. 
des sciences math., tome 3, p. 155, und Lindemann in seinen „Vorlesungen von 
Clebsch“, 1. Theil, p. 391. Dem letztgenannten Werke hat der Verfasser meh- 
rere der folgenden Citate entlehnt. 
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beutet dieses ursprüngliche Princip für die Ableitung von tausenden 
von Anzahlen und Formeln aus (namentlich in den C. R. des Jahres 
1871), benutzt jedoch auch stellenweise den auf Curven vom Geschlechte 
Null ausgedehnten Correspondenzsatz (zuerst in den C. R. Bd. 62, p. 
584, März 1866). Indessen erfährt das Princip zwei wichtige Er- 
weiterungen. Die erste rührt von Cayley und Brill her, und setzt 
an die Stelle des einstufigen Grundgebildes ein einstufiges allgemeines 
System von Punkten, Ebenen oder Strahlen, die zweite rührt von 
Salmon und Zeuthen her, und setzt an die Stelle des einstufigen 
Grundgebildes ein vielstufiges Grundgebilde. Die Literatur und die Ge- 
schichte der Cayley-Brill’schen Erweiterung findet man in Clebsch- 
Lindemann*) p. 441. Diese Erweiterung ist bis jetzt für den Fall 
erledigt, dass der Träger der Correspondenz eine Plaucurve von be- 
kanntem Geschlechte ist, und dass die beweglichen Punktsysteme der 
Correspondenz durch feste Punkte zu einem vollständigen Schnittpunkt- 
system ergänzt werden. Von den Fällen der Salmon-Zeuthen’schen 
Erweiterung hat Salmon nur 1 Fall unvollständig egedigt, Zeuthen 
mehrere Fälle theils vollständig, theils unvollständig erledigt. (Salmon, 
Geom. of 3 dim. sec. ed. 1865, p. 511 oder Fiedler’s Bearbeitung 
dieses Werks, II. Th., Il. Aufl. p. 556), (Zeuthen, Comptes rendus, 
Juni 1874.) Der Verfasser betrachtet in dem dritten Abschnitt seiner 
hier vorliegenden ersten Abhandlung die Salmon-Zeuthen’sche Er- 
weiterung von einem neuen Gesichtspunkte aus, und erledigt die aus 
ihr bervorgehenden Probleme durch Ableitung vieler neuer Formeln 
vollständig. Eine dritte Erweiterung des Correspondenzprincips ergiebt 
sich dadurch, dass man statt der durch die Correspondenz verbundenen 
Punkte, Ebenen oder Strahlen andere höhere Gebilde, z. B. Kegel- 
schnitte, und als Träger der Correspondenz ein- oder mehrstufige von 
solchen Gebilden erzeugte Systeme setzt. Diese Erweiterung ist bis 
jetzt höchstens in sehr speciellen Fällen gelegentlich behandelt (vergl. 
$ 26. und $ 30. am Schluss). 

Die zweite der drei anfangs erwähnten Untersuchungsrichtungen 
nimmt ihren Anfang in dem von Chasles durch Induction gefundenen 
Satze au + Bv. Chasles vermuthet, dass die Anzahl der Plancurven 
eines ebenen Systems erster Stufe, welche eine Bedingung Z befriedigen, 
immer in der Form «u + ßv ausgedrückt werden kann, wo u angiebt, 
wieviel Plancurven des Systems durch einen gegebenen Punkt gehen, 
v angiebt, wieviel eine gegebene Gerade berühren, «œ und ß aber Zahlen 
sind, die nur von der Natur der hinzugetretenen Bedingung Z abhängen. 


*) So bezeichnen wir der Kürze wegen den ersten Theil des ersten Bandes 
des verdienstvollen Werkes von Lindemann „Vorlesungen über Geometrie von 
Alfred Clebsch“, 
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Chasles betrachtet daher u und v als Charakteristiken des Systems. 
Der Satz wird für den Fall, dass die Bedingung Z die Berührung einer 
beliebigen festen Curve verlangt, von Zeuthen als richtig erkannt ' 
(Math. Annalen Bd. III, p. 153). Zwei andere Beweise finden sich in 
Clebsch-Lindemann (p. 424) und bei Brill in den Math. Annalen 
Bd. VIII, p. 534, wo auch die entsprecheuden Sätze für Flächen und 
Raumcurven abgeleitet sind (vergl. auch hier $ 28.). Dass derselbe 
aber allgemein gelte, wird durch die Zeuthen’schen Untersuchungen 
über die einstufigen Systeme von höheren Plancurven sehr fraglich. 
Da erkennt Clebsch (Math. Annalen Bd. VI, p. 1) den algebraischen. 
Kern des Satzes, und zeigt damit, dass derselbe wohl für Kegelschnitte, 
aber wahrscheinlich nicht für höhere Plancurven gelte (vergl. Linde- 
mann-Clebsch p. 424). Zugleich giebt auch Halphen in dem Heft I 
des Bulletin de la Soc. math. de France einen Beweis des Chasles’- 
- schen, Satzes für Kegelschnitte in fester Ebene, seines Analogons für 
Kegelschnitte im Raume und seines Analogons für quadratische Flächen, 
und liefert die Ausdehnung des Satzes von einfachen Bedingungen bei 
eiustufigen Systemen zu n-fachen Bedingungen bei n-stufigen Systemen. 
Endlich giebt Lindemann in Clebsch-Lindemann p. 398 bis 406 
eine selbstständige Herleitung des Chasles’schen Satzes und seiner Aus- 
dehnungen auf ınehrfache Bedingungen bei Kegelschnitten in fester Ebene. 
Für andere Gebilde, als für den Kegelschuitt, die quadratische Fläche, den 
Punkt, die Ebene und den Strahl sind eigentliche Charakteristiken bisher 
noch nicht aufgefunden worden. Für die eben erwähnten Gebilde ist das 
Problem der Charakteristiken gleichbedeutend mit dem Problem der 
Productensätze ($ 26. der hier folgenden ersten Abhandlung des Ver- 
fassers). Die Productensätze sind für den Punkt und die Ebene aus 
der Algebra längst bekannt, für den Strahl erst 1872 (C. R. Bd. 74, 
p. 41) von Halphen allgemein bewiesen. Endlich erkennt der Ver- 
fasser in § 26.*) die sämmtlichen Productensätse für die drei Haupt- 
elemente als specielle Fälle gewisser Correspondenzsätze zwischen diesen 
Hauptelementen. | 

Die dritte der anfangs erwähnten drei Untersuchungsrichtungen 
nimmt ihren Anfang in Chasles’ Ableitung der Elementarzahlen 
(der Begriff der Elementarzahlen wird in $ 6. definirt) der Kegelschnitte 
aus bekaunten Anzahlen der beiden Kegelschnitt- Ausartungen. Chasles 
selbst fügt bald ohne Beweis die Elementarzahlen des Kegelschnitts in 
beweglicher Ebene (C. R. 1867) und die der quadratischen Fläche hinzu, 
welche von Zeuthen (Nouv. Ann. (2), VII, p. 385) und dem Ver- 
fasser Borch. J. Bd. 71, p. 366 bewiesen werden. Dem Fortschritt zu 


+) Ein Citat, welches nur eine Paragraphennummer enthält, bezieht sich 
immer auf die hier folgende Abhandlung. 
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den Elementarzahlen höherer ebener Curven treten nun die auf denselben 
beffndlichen singulären Punkte und Strahlen hindernd entgegen. Diese 
Schranken durchbrechen Maillard und Zeuthen, Maillard in seiner 
Doctor-Dissertation „Recherche des caractéristiques des systèmes élémen- 
taires de courbes planes du troisième ordre“ (thèse publiée en décembre 
1871), Zeuthen in seinen drei Noten „Determinations des caracté- 
ristiques des systèmes élémentaires de cubiques“ (Comtes rendus, Bd. 74, 
p. 521—524, 604—607, 726—730). Zeuthen giebt dann in seiner 
umfassenden Abhandlung ,, Almindelige Egenskaber ved Systemer af 
plane Kurver“ (Kjöbenhavn. Vidensk. Selsk. (5) IV, p. 287—393, dazu 
gehörig ein französisches Resume) die numerische Bestimmung der 
Elementarzahlen auch aller Plancurven vierter Ordnung, zeigt die Wege, 
wie man zu den Elementarzahlen der Plancurven noch höherer Ord- 
nung gelangen kann, und legt den Charakter vieler Ausartungen klar 
(Clebsch-Lindemann, p. 407 bis 419). 


Ein anderer Fortschritt in dieser dritten Untersuchungsrichtung 
knüpft sich an die von der kgl. Dänischen Akademie der Wissenschaften 
für das Jahr 1873 durch Zeuthen gestellte Preisfrage, und ist in den 
nachfolgenden drei Abhandlungen des Verfassers und deren Vorläufern 
enthalten. Die Zeuthen’sche Preisfrage lautet in deutscher Ueber- 
tragung: 

„Ausdehnung der Charakteristikentheorie auf die Systeme desjenigen 
geometrischen Gcbildes, welches aus den Punkten und den Osculationsebenen 
einer cubischen Raumcurve besteht, und Bestimmung der Charakteristiken 
der als elementar zu betrachtenden Systeme.“ 

Zunächst bestimmt Sturm einige Anzahlen der cubischen Raum- 
curve (Borch. J. Bd. 79 und Bd. 80), nachdem schon Cre mona (Borch. 
J. Bd. 60) die Construction der cubischen Raumeurve aus gegebenen 
Bestimmungsstücken in einzelnen Fällen gezeigt hatte. Sturm’s auf 
directer Abzählung beruhende Methode zur Gewinnung von Anzahlen 
benutzt jedoch die von Chasles und Zeuthen ausgebildete Abzählungs- 
theorie nicht, und verschafft ihm daher nur einen verhältnissmässig 
kleinen Theil der Elementarzahlen des aus den Punkten, Tangenten 
und Schmiegungsebenen einer cubischen Raumcurve bestehenden Ge- 
bildes, welches wir kurz ,cubische Raumcurve“ nennen wollen. 

Der Verfasser strebt im Anfang des Jahres 1874 nach der Beant- 
wortung der Preisfrage in möglichster Allgemeinheit und geht von dem 
damaligen Standpunkte der Abzählungsmethodik aus. Dabei erkennt 
er, dass zur Erreichung dieses Zieles zunächst namentlich folgende 
Vorarbeiten zu erledigen sind: 

1) Ausbildung einer für die Abzählungsfragen zweckmässigen ein- 
heitlichen Terminologie und Symbolik, 


s 


æ 
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2) Ausdehnung der Anzahl- Bestimmungen von Plancurven in 
fester Ebene resp. Kegel mit festem Scheitel auf Plancurven 
mit beweglicher Ebene resp. Keyel mit beweglichem Scheitel, 

3) Mit- Berücksichtigung der Bedingungen, welche sich aus den 
auf die Singularitäten der cubischen Plancurven nullten Ge- 
schlechtes bezüglichen Bedingungen zusammensetzen, und welche 
in den Arbeiten von Maillard und Zeuthen (siehe die 
obigen Citate) noch nicht berücksichtigt waren. 

Nach Bewältigung dieser Vorarbeiten, deren Resultate zum Theil 
in einer vorläufigen Note „die Charakteristiken der ebenen Curven 
dritter Ordnung im Raume“ (Gött. Nachr. Mai 1874) publicirt sind, 
gelingt es dem Verfasser bald, von den 5374 Elementarzahlen der cubi- 
schen Raumeurve 5335 sachlich zu bestimmen. Seine Preisschrift wird am 
29, Januar 1875 gekrönt, und der von Zeuthen verfasste Bericht über 
dieselbe wird in den Oversigt over det Kongelige Danske Videnskabernes 
Selskabs Forhandlinger (1875 Heft 1.) veröffentlicht. Der Verfasser 
vervollständigt dann die Resultate seiner Preisschrift im Laufe des 
Jahres 1875, indem er namentlich noch genauer, studirt: 

1) die allgemeinen Formeln, welche für Abzählungen überhaupt 
wichtig sind, also auch die in der Salmon-Zeuthen’schen 
Erweiterung (siehe oben) liegenden Correspondenzformeln, 

* 2) die Plancurve dritter Ordnung mit Spitze hinsichtlich aller Be- 
dingungen, welche sich aus den Bedingungen zusammen- 
setzen, die sich auf ihre Spitze, ihre Wendetangente, ihre 
Rückkehrtangente, ihren Wendepunkt, ihren Verbindungs- 
strabl von Spitze und Wendepunkt, ihren Schnittpunkt von 
Wendetangente und ltiüickkehrtangente beziehen, und dadurch 
auch hinsichtlich ihrer 13 Ausartungen. 

Die wichtigsten Resultate der letztgenannten Untersuchung sind 
schon in einer vorläufigen Note „Die dreizehn Ausartungen und die 
Fundamentalzahlen der ebenen Curven dritter Ordnung mit Spitze“ 
(Gött. Nachr. Mai 1875) behandelt. 

Durch die eben angegebenen und einige audere Ergänzungen sind 
schliesslich aus der Preisschrift die drei Abhandlungen hervorgegangen, 
welche unter dem obigen Titel „Beiträge zur abzählenden Geometrie“ 
zusammengefasst sind. Die erste, hier vorliegende, Abhandlung ist 
betitelt: 

„Allgemeingültige Formeln und Vorstellungen der abzählenden Geo- 
metrie.“ 

Die zweite Abhandlung wird ungefähr folgenden Titel führen : 

„Die fundamentalen Anzahlen und Ausartungen der cubischen Plan- 
curven nullten Geschlechtes.“ 
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Die dritte Abhandlung soll heissen: 


„Die 11 Ausartungen und die Elementarzahlen der cubischen Raum- 
curve“. 


Als Vorläufer der zweiten Abhandlung kann die Note in den Gött. 
Nachr. Mai 1875, als Vorläufer der dritten Abhandlung Zeuthen’s 
Bericht über meine Preisschrift in den Oversigt v. Kopenh. 1875, Heft 1, 
betrachtet werden. Die systematische Form meiner Darstellung macht 
vielleicht die Lectiire der anfänglichen Partieen mühsam. Für die ge- 
habte Mühe werden jedoch die folgenden Partieen entschädigen. 


Allgemeingültige Formeln und Vorstellungen der abzählenden 
Geometrie. 


(Erste Abhandlung der „Beiträge zur abzählenden Geometrie‘“.) 


(Vergleiche die allgemeine Einleitung.) 


Der erste Abschnitt dieser Abhandlung bespricht zunächst den Zu- 
sammenhang der 4 wichtigsten Objecte der abzählenden Geometrie. Diese 
sind die Gebilde mit ihren Constantenzahlen, die von ihnen erfüllten Be- 
dingungen mit ihren Dimensionen, die durch die Bedingungen definirten 
Systeme mit ihren Stufen, und endlich die Anzahlen, welche den Be 
dingungen hinsichtlich eines Systems dadurch zugehören, dass sie zählen, 
wie oft ein Gebilde des Systems eine vorgeschriebene Bedingung er- 
füllt. Der Zusammenhang, welcher so zwischen einer Bedingung und 
der ihr zugehörigen Anzahl hinsichtlich eines Systems besteht, fülırt 
auf die Bedingungssymbolik und das Rechnen mit den Bedingungs- 
symbolen ($ 2. und $ 3.), wobei der Begriff eines Moduls einer 
Bedingung und einer Charakteristikengruppe eines Gebildes eingeführt 
wird. Bei dem Uebergang auf die specielleren, „Oerter“ genannten 
Systeme von Hauptelementen, d. h. von Punkten, Ebenen oder Strahlen, 
(z. B. Flächen, Torsen, Complexe) wird aus der Definition der 14 
Grundgebilde (§ 4.) die Definition der 14 Grundbedingungen für die drei 
Hauptelemente, und aus dieser die Definition der 38 Grundbedingungen 
nullter und höherer Dimension für die 14 Arten von Oertern abgeleitet. 
(& 5.) Die den nullfachen Bedingungen der Oerter angehörigen An- 
zahlen sind deren Gradszahlen (Ordnung, Classe, Rang). Die Gebilde 
werden endlich als die Träger der durch sie bestimmten Oerter (Plücker- 
sche Oerter) aufgefasst und eine einem Gebilde zugehörige Grundbe- 
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dingung wird als eine Bedingung definirt, welche für einen der dem 
Gebilde unhaftenden Oerter Grundbedingung ist ($ 6.). 

Der zweite Abschnitt entwickelt die allgemeinen Beziehungen 
zwischen den Grundbedingungen, ohne die Ausartungsanzahlen einzu- 
führen, und ohne ein anderes Princip, als das der speciellen Lage ($ 7.) 
zu benutzen. Die einfachsten dieser Beziehungen sind diejenigen, welche 
zwischen den Grundbedingungen eines einzigen Hauptelementes bestehen 
($ 8.). Dann folgen in $ 9. die Beziehungen, welche zwischen den 
Grundbedingungen zweier in einander liegender Hauptelemente bestehen, 
und in § 10. die Beziehungen, welche zwischen den Grundbedingungen 
eines Hauptelementes und denen eines in demselben liegenden Ortes 
bestehen. Die entwickelten allgemeinen Schemata und Formeln werden 
in § 11., $ 12. und $ 13. für die Ableitung speciellerer Formeln be- 
nutzt, welche grösstentheils in der zweiten Abhandlung unmittelbare 
Anwendung finden werden, z. B. für die drei Wendetangenten der 
cubischen Plancurve mit Doppelpunkt. 


Der dritte Abschnitt behandelt die durch zwei Hauptelemente er- 
zeugten, „Paare“ genannten Gebilde ($ 14.), und leitet durch nur je 
einmalige Anwendung des gewöhnlichen Correspondenzprincips und 
Benutzung der allgemeinen Schemata des $ 9. von § 16. bis $ 23. viele 
Formeln zwischen den Grundbedingungen jedes der 6 Paare und denen 
seiner Coincidenz ab. Damit werden zugleich auch alle aus der Salmon- 
Zeuthen’schen Erweiterung (vergl. oben) des Correspondenzprincips 
hervorgehenden Fragen vollständig beantwortet. Es liegt in dem Cha- 
rakter dieser Erweiterung, dass dieselbe die Bestimmung der Multipliei- 
täten den einzelnen Fällen der Anwendungen überlässt. In den 88 24. 
bis 30. werden die entwickelten Formeln für die Ableitung theils bekannter 
theils bisher unbekannter Abzählungsresultate angewendet, unter denen 
vielleicht interessiren werden: 

1) die fundamentalen Anzahlen der linearen Congruenz ($ 24.); 

2) die Bestätigung der von Sturm bei der Behandlung des Problems 
der räumlichen Projectivität gefundenen Anzahlen (8 25.); 

3) die Lösung aller Zahlen - Probleme, welche sich auf die Tangenten 
beziehen, die eine allgemeine Fläche an einer oder mehreren 
Stellen zwei- oder mehrpunktig berühren*) ($ 27.); 

4) die Lösung des Zahlen- Problems der Berührung zweier einstufiger 
von Plancurven, Flächen oder Raumcurven erzeugter Systeme 


($ 28.); 


*) Die Lösung dieser Probleme vermittelst dés gewöhnlichen Correspondenz- 
princips wird der Verfasser auch durch die Göttinger Nachr. (Februar 1876) ver- 
öffentlichen. 
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5) die Ablesung der Productensätze aus gewissen Correspondenz- 
formeln, und damit auch ein einfacher Beweis der von Halphen 
bestimmten Zahl der gemeinsamen Strahlen zweier Strahlen- 
örter zweiter Stufe ($ 26.). 


I. Abschnitt. 
Terminologie und Symbolik. 


& 1. 
Systeme und Bedingungen. 


Ist ein algebraisches Gebilde derartig definirt, dass der gewöhn- 
liche Raum co° Individuen besitzt, welche diese Detinition erfüllen, 
d. h. dass seine algebraische Darstellung von c wesentlichen Constan- 
ten abhängen würde, so heisst ce die Constantenzahl des so definirten 
Gebildes. 

Beispiele von Constantenzahlen. 

Die Constautenzahl 

1) des Gebildes, welches aus einem Strahle, einem auf ihm lie- 


à genden Punkte und einer durch ihn gehenden Ebene besteht, 
ist gleich +1 +1; 
2) des räumlichen n-Ecks ist gleich 3n, des — in beweglicher 


Ebene liegenden — ebenen n-Ecks ist gleich 2n + 3; 
3) der Plancurve n° Ordnung mit à Doppelpunkten und x Spitzen 
ist gleich 
Jun +3) — à — 2x +3. 

In die Definition eines Gebildes nehmen wir immer alle möglichen 
invarianten Festsetzungen auf, welche die freie Lage im Raume nicht 
beschränken können, z. B. bei einer Plancurve alle Plücker’schen 
Zahlen. Diejenigen Festsetzungen jedoch, welche über die räumliche 
Lage eines definirten Gebildes etwas aussagen, bezeichnen wir als ihm 
auferlegte Bedingungen, z. B. bei einer Plancurve, dass ihre Ebene 
Schmiegungsebene einer gegebenen Raumeurve sein soll, oder dass zwei 
ihrer Doppelpuukte eine gegebene Strecke harmonisch theilen sollen. 

Eine Bedingung ist zusammengesetzt, wenn sie nichts anderes aus- 
sagt, als dass mehrere von einander unabhängige Bedingungen zugleich 
erfüllt werden sollen, sie ist einzeln, wenn sie sich nicht so in andere 
zerlegen lässt. Die Gesammtheit mehrerer untrennbarer Bedingungen 
bildet also eine Einzelbedingung. 

Ist eine einem Gebilde mit der Constantenzahl c auferlegte einzelne 
oder zusammengesetzte Bediugung so beschaffen, dass sie von oo 
(00° = endliche Zahl) Individuen erfüllt werden kann, d. h. dass sie 
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b von einander unabhängige Bedingungsgleichungen unter den ce Con- 
stanten verursachen würde, so bezeichnen wir: 
1) diese Bedingung als b-fach oder von der b'e” Dimension, 
2) die durch sie definirte Gesammtheit von 00°? Elementen als 
ein System (c— bY” Stufe. 

Ist also die Stufe eines Systems, dessen Element die Constanten- 
zahl c hat, gleich a, die Dimension der das System definirenden Be- 
dingung gleich b, so ist immer, unsern Definitionen gemüss, 

a +b =c, 
wo a und b Null oder ganze positive Zahlen sein dürfen. 

Diese Definitionen geben einer fundamentalen Wahrheit der Algebra 
folgende Form: 

Die Dimension einer zusammengesetzten Bedingung ist gleich der 
Summe der Dimensionen der einzelnen Bedingungen, aus denen sie sich 
zusammensetzt. 

Daraus folgt: 

Alle Gebilde eines Systems a” Stufe, welche cine neu hinzutretende 
b-fache Bedingung erfüllen, bilden ein System (a—b)'” Stufe. 

Für a = b ergiebt sich der Zusatz: 

Es giebt eine, nicht nothwendig von Null verschiedene „endliche An- 
zahl“ von Gebilden, welche, einem Systeme a" Stufe angehörig, eine 
hinzutretende a-fache Bedingung erfüllen. 

Wir entlehnen der Algebra die Bemerkung: . 

Diese Anzahl bleibt, wenn sie nicht unendlich gross wird, immer die- 
selbe, gleichviel welche räumliche oder gegenseitige Lage die diese a-fache 
Bedingung verursachenden Gebilde einnehmen mögen. 

Das aus dieser Bemerkung folgende Princip bezeichneu wir als 
das Princip der gleichgültigen oder der speeiellen Lage, oder als das 
Princip von der Erhaltung der Anzahl unter Hinweis auf $ 7. 

Die so hinsichtlich eines Systems a!“ Stufe den a-fachen Be- 
dingungen zugehörigen endlichen Zahlen charakterisiren das System für 
die Fragen der abzählenden Geometrie ebenso gut, wie die dem Sy- 
steme selbst innewolinenden Eigenschaften, z. B. seine Singularitäten. 
(Charakteristikentheorie im eigentlichen Sinne des Wortes.) 


& 2. 
Die Bedingungssymbolik. 


Die obigen Bemerkungen legen eine für die Untersuchungen des 
Verfassers äusserst wichtige symbolische Kurzschrift nahe, welche auf 
folgenden Festsetzungen beruht: 

1) Hinsichtlich eines definirten Gebildes erhält jede definirte Be- 
dingung ein Symbol; das Symbol einer einzelnen Bedingung ist 
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ein einziger Buchstabe; das Symbol einer zusammengesetzten ist 
das Product der Symbole, welche den zusammensetzenden De- 
dingungen zukommen; diese heissen demgemäss auch Factoren 
der zusammengesetzten Bedingung. 
2) Für das symbolische Product von n identischen Bedingungen wird 
; ihre ne Potenz gesetzt. 
3) Das Symbol einer a-fachen Bedingung bedeutet nicht bloss: 
a) diese Bedingung selbst, 
sondern auch hinsichtlich eines jedesmal aus dem Zusammen- 
hang ersichtlichen Systems at Stufe, 
b) die endliche Anzahl der diesem System angehörigen und 
zugleich die a-fache Bedingung erfüllenden Gebilde. 

Diese Zweideutigkeit der Bedingungssymbole, welche zu Missver- 
stäudnissen keinen Anlass geben wird, rechtfertigt eine kurze Aus- 
drucksweise, bei welcher immer die Bedingung selbst anstatt der An- 
zahl der Individuen gesetzt wird, welche sie und zugleich die das Sy- 
stem definirende Bedingung erfüllen. 

„Ganze lineare Function a-facher einzelner oder zusammengesetzter 
Bedingungen“ ist also ein kurzer Ausdruck für die Zahlenfunction, 
welche entsteht, wenn man für jede a-fache Bedingung die ihr rück- 
sichtlich des gemeinten Systems a!‘ Stufe zugehörige Anzahl einsetzt. 

Andere als ganze lineare Functionen von a-fachen Bedingungs- 
symbolen können in unserm Bedingungscalcül nicht auftreten. Die- 
Gleichsetzung von zwei solchen Functionen ergiebt eine Formel af” 
Dimension. Jedes Glied einer solchen Formel ist im Allgemeinen ein 
Product von Bedingungen mit der Dimensionssumme «a, und dieses be- 
deutet, den obigen Definitionen gemäss, nicht etwa ein numerisches 
Product von Anzahlen, sondern die Anzahl, welche der aus den Fac- 
toren dieses Productes zusammengesetzten a-fachen Bedingung ange- 
hört. Eine ganze lineare Function von a-fachen Bedingungen betrach- 
ten wir zugleich auch als ganze und im Allgemeinen nicht mehr lineare 
Function jedes in den a-fachen Bedingungen enthaltenen symbolischen 
Factors. 

Modul einer Bedingung in einem Systeme heisse jede Function, 
welche sie nur vou andern Bedingungen — nicht aber auch von An- 
zahlen sogenannter ausgearteter Gebilde — abhängig darstellt. Be- 
dingungen, durch welche allein jede Bedingung beliebiger Dimension 
in jedem von einem Gebilde erzeugten Systeme dargestellt werden 
kann, bilden eine Gruppe von eigentlichen Charakteristiken dieses Ge- 
bildes. 

An diese durch unsere Terminologie erleichterte Definition der 
Charakteristiken eines Gebildes schliessen wir die Bemerkung, dass das 
Problem der Aufsuchung von Charakteristikengruppen und die Fragen 
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nach der Minimalzahl der eine solche Gruppe bildeuden Bedingungen 
nur für folgende Gebilde als erledigt zu betrachten ist: 

1) Punkt, 

2) Ebene, 

3) Strahl, i 

4) Kegelschnitt, 

5) quadratische Fläche. 

Die Bemerkung, dass der Punkt und die Ebene je eine Charak- 
teristik, der Strahl Gruppen von je zwei Charakteristiken besitzt, ist 
in ihrer Form vielleicht neu, in ihrem Inhalt jedoch bekannt ($ 30. 
im III. Abschnitt). 

Dass .sowohl der Kegelschnitt wie die quadratische Fläche drei 
einfache Bedingungen besitzt, durch deren Producte allein jede andere 
Bedingung ausgedrückt werden kann, ist von Chasles vermuthet und 
von Clebsch (Math. Annalen Bd. VI, p. 1) und Halphen bewiesen; 
von letzterem in einer Abhandlung (Bull. de la Soc. math. Bd. I, Heft 5), 
welche den Verfasser zu einer consequenten Durchführung seiner Be- 
dingungssymbolik san (vergl. auch Clebsch -Lindemann, 
p. 398 bis 406). 


83. 
Das symbolische Rechnen. 


Aus unserer Bedingungssymbolik fliessen folgende Regeln für das 
Rechnen mit den Symbolen. 

I. Wenn Formeln zwischen Bedingungssymbolen für ein gewisses 
System zugleich gelten, so ist für dieses System auch jede Formel 
gültig, deren rechte resp. linke Seite sich aus den rechten resp. linken 
Seiten jener Formeln durch dieselbe yanze lineare Function ergiebt. 

II. Wenn eine Formel at Dimension für ein gewisses System 
a“ Stufe X, gilt, welches die p-fache Bedingung Z, enthält, so gilt 
die Formel (a++ p)" Dimension, welche aus der ursprünglichen dadurch 
entsteht, dass jedem ihrer a-fachen Symbole Z, als symbolischer Factor 
zugesetzt wird, für ie CH System (a + p)" Stufe Xapp, welches durch 
dieselben Factoren, wie %,, doch mit Weglassung von Zp, definirt 
wird. Ist ferner Ya- Z, eins der so entstandenen symbolischen Pro- 
ducte und gilt ein geringer Modul von Z, für ein System p!° Stufe, 
das die a-fache Bedingung Ya mitenthält, so darf nun auch wieder 
statt Y,-Z, der durch symbolische Multiplication dieses gewissen Mo- 
duls mit Y, entstehende Modul eingesetzt werden, .wenn er dadurch für 
dasselbe System Gültigkeit erlangt, das eben mit Zapp bezeichnet ist. 

Hierin ist enthalten die Regel: 

III. Der Modul des Productes zweier Bedingungen mit der Di- 
mensionssumme « ist gleich der aus dem Producte ihrer Moduln durch 
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Ausführung der angezeigten Multiplication entstehenden ganzen Function 
a-facher Bedingungen. Der so entstehende Modul ist allgemeingültig, 
d. h. gilt für jedes System a! Stufe, sobald die ursprünglichen Mo- 
duln allgemein galten. Wenn aber der Modul nur der einen Bedingung 
Z allgemein gilt, so erhält man ein System, für das der resultirende 
Modul gilt, nur aus denjenigen unter den den Modul der andern Be- 
dingung Y beherrschenden Systemen, welche Z mitenthalten, und zwar 
dadurch, dass man Z aus der ein solches System definirenden zusam- 
mengesetzten Bedingung fortlässt und die übrigbleibende Bedingung 
als definirende des gesuchten Systems nimmt. 

Die durch IT. und III. gestattete Veränderung einer Formel oder 
eines Moduls heisse „symbolische Multiplication“, abgekürzt „sbl. Mult.“ 
(Gött. Nachr. Mai 1874, p. 276, und Mai 1875, p. 368). Die symbo- 
lische Multiplication ist also ein ganz selbstverständliches Verfahren, 
das äusserlich in einem Ucberschreiben einer Bedingung aus einem 
Systeme in eine Formel bestelt. 

Zur Klarlegung mögen folgende 5 Beispiele dienen: 

1) Bezeichnen für eine Plancurve: 

a die Ordnungszahl, 
P die Bedingung, durch einen Punkt zu gehen, 
v die Bedingung, einen Strahl zu schneiden, 
u” die Bedingung, die Ebene durch n beliebige Punkte zu 
schicken, 
so hat P den allgemeingültigen Modul: 


P =yuv—a. p ($ 10.) 
Durch sbl. Mult. dieses Moduls mit sich selbst folgt also der allgemein- 
gültige Modul: 


[4 


Pr= wpe — 2a-urv, 
da u! gleich Null zu setzen ist, weil durch vier beliebige Punkte keine 
Ebene gelegt werden kann. 
2) Bezeichnen für eine Plancurve dritter Ordnung mit Spitze P, u, v 
dieselben Bedingungen wie in 1), und ausserdem: 
o die Bedingung, eine Ebene zu berühren, 
c die Bedingung, die Spitze auf einer Ebene zu besitzen, 
so hat P den allgemeingültigen Modul: 
P = uv — 3u? (Beispiel 1)) 
und für jedes System zweiter Stufe, dessen definirende Bedingung keine 
andern Factoren als P, u, v, ọ und die Bedingung F, eine Fläche zu 


` 


berühren, besitzt, gilt für c folgender Modul: 

ce=4v—4o— 2u (vgl. Zeuthen, C. R. Bd. 74, p. 521). 
Durch sbl. Mult. dieser beiden Moduln ergiebt sich nach Regel III. 
ein Modul für die zusammengesetzte Bedingung Pe, nämlich: 
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Pe = (uv—3u?) (dv—4e—2u) 
= guv —huvo— bp vt uot 6u", 
welcher nun für diejenigen Systeme gilt, welche aus den Systemen, 
für die der Modul von € galt, dadurch hervorgehen, dass man P aus 
den definirenden Bedingungen fortlässt, d. h. wieder für jedes System 
dritter Stufe, dessen definirende Bedingung keine andern Factoren als 
P, u, v, o, F enthält. 


3) Bezeichnen für eine Baumcurre mit der Constantenzahl c: 
v die Bedingung, einen Strahl zu schneiden, 


ọ die Bedingung, eine Ebene zu berühren, 

Za die Bedingung, eine Fläche Fẹ von der Ordnung na und 

dem Range ra zu berühren, 
so hat bekanntlich Brill, Math. Annalen Bd. VIII, p. 534) Z den 
allgemeingültigen Modul: 
Zur v tm E 

Daraus folgt, dass die Anzahl der Raumcurven, welche c Flächen 
F, Fa, +- Fe mit den Ordnungszahlen n,, %3, +- ne und den Rang- 
zahlen r,, r,, * ++». berühren, sich aus dem Producte: 


Meer, ve a 6 r Em) 
ergiebt, wenn man die Klammern löst und für die e-fachen Bedingungen 
ve, lp, vir?g?, ... g° die zugehörigen als berechnet vorausgesetz- 
ten Anzahlen einsetzt. Diese Zahlen haben,z. B. für die cubische 
Raumcurve, deren Constantenzahl 12 ist, folgende vom Verfasser in 
seiner Preisschrift abgeleitete Werthe: 


V1? 80160 | 20! == 375296 | vie! = 261320 

v'! ọ = 134400 | v7 ọ = 415360 | 59° = 188256 

v9? — 209760 | v5p" = 401920 | vo!’ = 128160 

v” 0? 297280 | vg” — 343360 | v'ọ'! = 85440 

0" == 56960. 
4) Bezeichnen für eine cubische Plancurve mit Doppelpunkt 
u, v dieselben Bedingungen wie in 1), 
f die Bedingung, eine der drei Wendetangenten einen Strahl 
schneiden zu lassen, 
f. die Bedingung, eine solche in einer Ebene zu besitzen, 


m. a. W., eine Ebene zu osculiren, 
so hat f7 den algemeingültigen Modul (§ 11.): 


f? = O uf? + BR + IWF 2). 
Da nun z. B. in dem System siebenter Stufe, welches durch die Be- 
dingung vt definirt wird, nach des Verfassers Tabellen 
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ufe = 486; Me; eh; wfe = 2N 
ist, so ergiebt sich: . 
„Die Zahl der cubischen Plancurven mit Doppelpunkt, welche 4 


geyebene Strahlen schneiden und durch T gegebene Strahlen ihre Wende- 
tangenten schicken, beträgt: 328860.“ 


5) Bezeichnen für eine lineare Congruene, d. h. eine solche, welche 
sowohl in jedem Strahlenbündel, wie in jedem Strahlenfelde (Ebene) 
nur 1 Strahl besitzt: | 

B die Bedingung, einen Strahl zu enthalten, 
B die Bedingung, einen Strahl eines gegebenen Strahlbüschels 
zu enthalten, 
g die Bedingung, die eine der beiden Leitaxen durch einen 
Strahl zu schicken, 
h die entsprechende Bedjngung für die andere Leitaxe, 
so ist immer: 
B = Bg — 9, 
B= B’ g — 2B + 9°. 


Da nun in dem Systeme vierter Stufe, welches durch die Bedingun 
y gung 
B?gh definirt wird, nach § 24.: 


Bg = 14, Bg=4, 
gt natürlich gleich Null ist, so ergiebt sich für die lineare Congruenz: 
B: Begh = 14 — 2.4 + 0 = 6. 


also 


Die Moduln, welche in der vorliegenden Abhandlung auftreten, 
sind alle allgemsinpillig; N 
Unter den Moduln sind durch die Leichtigkeit ihrer Herstellung 
diejenigen ausgezeichnet, welche durch Spaltung von Bedingungen ent- 
stehen. Wird nämlich eine einem Gebilde auferlegte Bedingung Z 
sowohl (und zwar a-mal) dadurch erfüllt, dass es die Bedingung Za be- 
friedigt, wie auch (etwa b-mal) dadurch, dass es die Bedingung z, 
befriedigt etc., so ist die Bedingung Z in die Bedingung Za, Zb, Ze, ++ 
gespalten, und es ergiebt sich dann für Z der en ei Modul: 
Z = a a tbey p eeg t. 
Beispiele von Spaltungen: 
1) Bedeuten für ein Dreieck mit den Seiten «a, ß, y 
f die Bedingung, dass eine beliebige Seite N einen 
Strahl schneide, 
a, b, c die Bedingungen, dass bezüglich die Seiten «, ß, y 
einen Strahl schneiden, 
so spaltet sich f in a, b und c, so dass immer 
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[=matb+e 
gesetzt werden kann. Daher z. B. 
f = (a+b. 
Daraus ergiebt sich, da a”, b", e” Null ist, sobald » grösser als vier ist: 
f7 = 35 (atb pate pba +b! cta ctb’) 
+ 105 (atbtc+atbe+btatc+btac+cta?b+ctab?) 
+ 140 (@Bc+ ac b4 bca) 
+ 210 (a? + ba? c? + ead) 
= 3521304 1052621 L 70231 EL 105222, 
wo 24,» die Bedingung bezeichnet, dass von den drei Seiten des 
Dreiecks eine beliebige u gegebene Strahlen, eine zweite v gegebene 
Strahlen, und die dritte w gegebene Strahlen schneidet. 
‚ 2) Bezeichnen für eine Raumcurve 
v und ọ wieder die Bedingungen, einen Strahl zu schneiden 
resp. eine Ebene zu berühren, 
f die Bedingung, eine solche Fläche n'e Orduung und r'e Ranges 
zu berühren, deren Punkte die n-fach zu rechnenden 
Punkte einer Ebene und deren Tangenten die r-fach zu 
rechnenden Strahlen sind, welche eine in dieser Ebene 
liegende Axe schneiden, 
so wird f n-mal durch jede Raumcurve erfüllt, welche die Ebene der 
Fläche berührt, und auch r-mal durch jede Raumcurve, welche die 
Axe der Fläche schneidet. Daher ergiebt sich: 


fanr. y reg 
(specieller Fall der Brill’schen Formel in Beispiel 3) oben). 


S 4. 
Die Grundgebilde. 


Jede Definition eines Gebildes fasst dasselbe im Allgemeinen auf als 
eine in gewisser Weise verkettete Gruppe von Systemen anderer Gebilde, 
welche wieder als aus Systemen noch anderer Gebilde bestehend gedacht 
werden, und so fort; und zwar wird dieser Process der Zerlegung, nach 
der modernen Anschauungsweise der projectivischen Geometrie, immer 
derartig angestellt, dass nıan schliesslich auf drei Gebilde stösst, welche 
als nicht weiter zerlegbar betrachtet werden und dadurch völlig gleichen 
Anspruch auf Ursprünglichkeit erhalten. Desshalb hat die abzählende 
Geometrie diese drei Hauptelemente des Raums, Punkt, Ebene und Strahl, 
und die von ihnen erzeugten Systeme, welche Oerter heissen sollen, 
vor allen übrigen Gebilden zu behandeln. . Dazu zwingt auch der Uni- 
stand, dass diejenigen einem Gebilde auferlegten Bedingungen, welche 
nichts weiter enthalten als eine Bedingung für einen der dem Gebilde 


® 
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angehörigen Oerter, unter allen dem Gebilde auferlegbaren Bedingungen 
eine fundamentale Rolle spielen. 
Da die Constantenzahl des Punktes und der Ebene gleich drei, 
die des Strahls aber gleich vier ist, so giebt es: 
1) À editor nullter bis dritte Stufe, 
2) Ebenenörter nullter. bis dritter Stufe, 
3) Strahlenörter nullter bis vierter Stufe. 


Die Oerter werden durch die endliche Anzahl ihrer gemeinsamen 
Elemente mit gewissen ausgezeichneten Oertern, den sogenannten 
Grundgebilden, genau in derselben Weise charakterisirt, wie nach 
Chasles, Cremona, Clebsch und Halphen die Systeme von Ke- 
gelschnitten durch die Zahl ihrer gemeinsamen Elemente mit gewissen 
ausgezeichneten Kegelschnittsystemen, welche von Chasles den Namen 
„elementare“ erhalten haben. Demgemäss könnten die Grundgebilde 
auch „elementare Oerter“ genannt werden. Der Mangel einer für un- 
sere Zwecke brauchbaren Terminologie der 4 + 4 + 6 Grundgebilde 
und der von ihnen verursachten Bedingungen zwingt uns, die von uns 
gewählten Namen für dieselben hier tabellarisch folgen zu lassen, und 
zwar geordnet nach den Stufen und nach den Hauptelementen. 


Gruudgebilde 
| des Punktes | der Ebene | des Strahls | 
O'er Stufe: | Punkt Ebene | Strahl | 
1'er Stufe: | Punktaxe Ebenenaxe | Strahlbüschel | 
2te Stufe: | Punktfeld Ebenenbündel | ie | 
i | [Strahlenbündel J | 
Ser Stufe: | Punktraum | Ébenenraum' Strahlenaxe 
g'er Stufe: | | . Strahlenraum. 


Die Grundgebilde nullter Stufe sind die Hauptelemente selbst; 
jedes Grundgebilde von hôherer als der nullten Stufe giebt im ersten 
Theile seines Namens sein Element, im zweiten Theile seinen Träger 
an, und zwar letzteren mit dem Worte: 

Diündel, wenn der Träger ein Punkt ist, 

Feld, wenn der Trüger eine Ebene ist, 

Axe, wenn der Träger ein Strahl EN, 

ferner mit dem Worte: 

Raum, wenn nichts anderes als der Raum Träger ist, 

Büschel, wenn der Träger aus zwei Hauptelementen, nämlich 
einer Ebene und einem Punkte besteht, von denen das eine . 
Träger des andern ist. Büschel bezeichnet also Bündel und 
Feld zugleich. 

Daher können, wenn keine Unterscheidung nöthig ist, die Grund- 


gebilde auch nur nach ihrem Träger genannt werden, und zwar würden 


unter 
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Bündel 2 Grundgebilde, 
Fed 2 Grundgebilde, 
Axe 3 Grundgebilde, 
Raum 3 Grundgebilde, 


Büschel 1 Grundgebilde, 
Punkt 3 Grundgebilde, 
Ebene 3 Grundgebilde, 
Strahl 4 Grundgebilde 


verstanden werden können, 

Zu bemerken ist noch, dass der Strahl zwei Grundgebilde zweiter ` 
Stufe besitzt, sonst aber jedes Hauptelement in jeder Stufe immer nur 
ein Grundgebille besitzt. 


85. 
Die Grundbedingungen. 


Jedem der 4 + 4 + 6 Grundgebilde gehört eine Grundbedingung 
oder fundamentale Bedingung zu, nämlich diejenige, welche aussagt, 
dass ein Punkt oder eine Ebene oder ein Strahl dem Grundgebilde als 
Element angehören soll. Für die Namen der so entstehenden Grund- 
bedingungen setzen wir fest, dass dieselben in ihrem ersten Theile den 
Namen des Trägers des zugehörigen Grundgebildes angeben sollen. 
Erfüllt eins der x* Elemente eines Ortes a"! Stufe eine Grundhedingung, 
so schreiben wir dieselbe dem Orte selbst zu. Für die Dimensionen der 
den Oertern zugeschriebenen Grundbedingungen ergiebt sich aus den 
Sätzen des $ 2. Folgendes: 

1) Die Dimension d einer einen Orte nullter Stufe auferlegten 

Grundbedingung ist 
| d=ce—b, 
wenn b die Stufe des zugehörigen Grundgebildes und e die 
Constantenzahl des Elementes ist, welches Ort und Grundge- 
bilde erzeugt; 
ferner: 

2) Eine Grundbedingung ist für einen Ort a! Stufe (d—a)-fach, 
wenn sie für einen Ort nullter Stufe d-fach ist; 

also: 

3) Verursacht ein Grundgebilde bte Stufe einem Orte a'" Stufe, 
dessen Element die Constantenzahl c hat, eine d-fache Be- 
dingung, so muss sein: 

a+b+d=e. 

Was eben für Oerter, d. h. für Systeme von Hauptelementen, ge- 
sagt ist, lässt sich vafäflich auf EN | von Gebilden beliebiger De- 
finition übertragen. 

Ist in 3) a + b gleich oder grösser als c, so hat nach § 2. der 
Ort und das Grundgebilde ein System (a-+b— cc)!" Stufe von Haupt- 
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elementen gemein. Wenn also ein Ort und ein Grundgebilde einen 
Ort ete Stufe gemein haben, so wäre die Dimension d der zugehörigen 
Grundbedingung für diesen Ort als negativ, nämlich als gleich —e zu 
bezeichnen. Ist im speciellen Falle a + b = c, so ist die Grundbe- 
dingung nullfach, und der Ort hat mit dem Gruudgebilde einen Ort 
nullter Stufe, d. h. eine von der Lage des Grundgebildes unabhängige 
(Princip der gleichgültigen Lage § 1.), endliche Anzahl von Haupt- 
` elementen gemein. Diese einen Ort charakterisirende Anzahl heisst 
sein Grad. Der Grad eines Orts a! Stufe, dessen Element die Con- 
stantenzahl c hat, giebt also an, wieviel Elemente der Ort mit jedem 
von demselben Element erzeugten Grundgebilde (c— a)!" Stufe gemein 
hat. Aus der letzten Bemerkung des $ 4. folgt: 

Jeder Ort jeder Stufe hat nur eine einzige Gradzahl, ausgenommen 
der Strahlenort zweiter Stufe (die Congruenz), welche zwei Gradzahlen 
hat, von denen die eine, der Bündelgrad, angiebt, wieriel Elemente der 
Ort mit jedem Strahlenbündel gemein hat, und die andere, der Feldyrad, 
angiebt, wieviel Elemente er mit jedem Strahlenfelde gemein hat. 

Die folgende Tabelle enthält die Namen und Symbole der 14 
Grundbedingungen. Der Index ¿ des jeder Grundbedingung vorge- 
setzten Symbols giebt an, dass ihre Dimension für einen Ort a‘ Stufe 
i—a ist. Die nachgesetzten 24 Symbole sind die in den folgenden 
Untersuchungen für die Grundbedingungen erster und höherer Dimen- 
sion vorzugsweise gebrauchten, und zwar bezeichnet immer das n" 
nachgesetzte Symbol die einem Orte (n — 1)!" Stufe zugeschriebene 
Grundbedingung. 

A. Für Punktörter: 
Po Raumbed. 
p, Feldbed. c, 
p, Axenbed. c,, v, 
2, Punktbed. C, P, T. 


B. Für Ebenenörter: 
e Raumbed. 
e, Bündelbed. u, 
e, Axenbed. up, v, 
e, Ebenenbed. M, P’, T. 


C. Für Strahlenörter. 
Sọ Raumbed. 
S, Axenbed. g, 
K Feldbed. ga, 4 
Sr Bündelbed. gp, ¢ J’ 
ss Büschelbed. g,, t, ß, 
Sp Strahlbed. G, T, B, 5. 


- 
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Bezeichnen wir im Folgenden ein Hauptelement mit einem Buch- 
staben, so soll damit zugleich ausgesprochen sein, dass die diesem 
Hauptelement zukommende einfache Grundbedingung mit demselben 
Buchstaben, und die Grundbedingungen höherer Dimensionen mit den- 
jenigen Symbolen bezeichnet werden sollen, welche aus diesem Buch- 
staben ebenso hervorgehen, wie die in obiger Tabelle nachgesetzten 
ersten Symbole aus c, u und g hervorgehen. Z. B. die Büschelbe- 
dingung des Strahls À heisst A,, die Strahlbedingung H. 


g6. 
Die Gebilde als Träger von Oertern. 


Ein geometrisches Gebilde repräsentirt im Allgemeinen eine Ge- 
sammtheit mehrerer in gewisser Weise verketteter Punktörter, Ebenen- 
örter, Strahlenörter verschiedener Stufen, von denen einige das ganze 
Gebilde zu erzeugen im Stande sind. In jedem einzelnen Falle folgt 
aus der genauen Definition eines Gebildes die Definition jedes dieser 
Oerter und die Art und Weise ihrer Verkettung. Gewisse dieser Oerter 
bezeichnen wir als die Plücker’schen Oerter des Gebildes und über- 
lassen es jeder einzelnen Definition eines Gebildes, festzustellen, welche 
der ihm anhaftenden Oerter als seine Plücker’schen betrachtet wer- 
den sollen. Den Namen „Plücker'sche“ haben wir desshalb gewählt, 
weil die Gradzahlen vieler dieser Oerter durch Relationen verbunden 
sind, welche für eine Plancurve von Plücker zuerst abgeleitet sind. 
Wir bemerken ausdrücklich, dass die Definition der Plücker’schen 
Oerter eines Gebildes zunächst nur mehr oder weniger conventionell 
ist. Diese Definition geben wir hier für die von uns vorzugsweise be- 
handelten Gebilde. 


1) Eine Plancurve habe folgende Plücker’sche Oerter: 

a) den Ebenenort nullter Stufe ersten Grades ihrer Ebene, 

b) den Punktort erster Stufe ihrer Punkte, 

c) den Strahlenort erster Stufe ihrer Tangenten, 

d) die Punktörter nullter Stufe, gebildet von ihren Doppelpunkten, 
Spitzen, Doppeltangentenberührungspunkten, Wendepunkten und 
den etwaigen analogen Punkten höherer Singularität, wie mehr- 
fachen Punkten, Undulationspunkten, etc. 

e) die Strahlenörter nulle Stufe der a annaa je zweier 
solcher Punkte, 

f) und g) die den unter d) und e) genannten Oertern in der Ebene 
dualistisch entsprechenden Oerter. 

2) Die cubische Raumeurve habe folgende Plücker’sche Oerter: 

a) den Punktort erster Stufe ihrer Punkte, - 

b) den Strahlenort erster Stufe ihrer Tangenten, 
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c) den Ebenenort erster Stufe ihrer Schmiegungsebenen, 

d) den Srahlenort zweiter Stufe, gebildet von den Zweipunktaxen, 

e) den Strahlenort zweiter Stufe, gebildet von den Zweiebenenaxen. 

3) Das Punktepaar, d. h. das aus zwei Punkten bestehende Ge- 
bilde habe zu Plücker’schen Oertern: 

a) den Puuktort nullter Stufe zweiten Grades, gebildet von diesen 
beiden Punkten, 

b) den Strahlenort nullter Stufe ersten Grades, gebildet von dem 
Verbindungsstrahle der Punkte. 

4) Das Strahlenpaar oder, was dasselbe ist, die lineare Congruenz 
habe zu Plücker’schen Oertern: 

a) den durch die beiden Strahlen erzeugten Strahlenort nullter Stufe 
zweiten Grades, 

b) den Strahlenort zweiter Stufe mit dem Bündelgrad 1 und dem 
Feldgrad 1, gebildet von allen Strahlen, die die beiden Strahlen 
schneiden. 

Die in 1) gegebene Festsetzung ergiebt nach dem Princip der 
Dualität eine Festsetzung für einen Kegel, ebenso die in 3) gegebene 
eine Festsetzung für das Ebenenpaar. 

Wir folgen einem Sprachgebrauche, welcher sich in den bisherigen 
Arbeiten über Charakteristikentheorie herausgebildet hat, wenn wir für 
eine Plancurve die Oerter, welche bei 1) unter a), b), c) genannt sind, 
und für eine allgemeine Raumcurve den Ort ihrer Punkte, den Ort 
ihrer Tangenten und den Ort ihrer Schmiegungsebenen elementare 
Oerter nennen im Gegensatz zu den übrigen, den singulären Oertern. 
Wir fügen jedoch ausdrücklich hinzu, dass der Begriff der elementaren 
Oerter jetzt nur als conventioneller gelten kann, nachdem nachgewiesen 
ist, dass Chasles irrte, als er, verführt durch seine Resultate bei 
Kegelschnitten, vermuthete, bei jeder Plancurve seien die ihren elemen- 
taren Oertern zugeschriebenen Grundbedingungen allein schon im Stande, 
alle übrigen der Plancurve auferlegten Bedingungen auszudrücken. 

Für ein Gebilde heisse jede Bedingung fundamental resp. elementar 
resp. singulär, deren symbolische Factoren sämmtlich nichts anderes, als 
Grundbedingungen für Plücker’sche Oerter resp. elementare Oerter 
resp. singuläre Oerter aussprechen, und jedes System und jede Anzahl 
heisse fundamental resp. elementar, wenn dies die das System oder die 
Anzahl definirende Bedingung ist. 

Mit Hilfe dieser Definitionen kann der Verfasser jetzt die wichtig- 
sten numerischen Resultate der zweiten und dritten Abhandlung seiner 
„Beiträge zur abzühlenden Geometrie“ kurz so aussprechen: 

1) Bestimmung aller fundamentalen Anzahlen der cubischen mit 
Spitze behafteten Plancurve, 


Beitrüge zur abzühlenden Geometrie. 21 


2) Bestimmung aller derjenigen fundamentalen Anzahlen der cubi- 
schen mit Doppelpunkt behafteten Plancurve, welche als sym- 
bolische Factoren keine andern Bedingungen enthalten, als 
elementare und solche singuläre, die von dem Ort nullter Stufe 
dritten Grades der Wendetangenten herrühren , 

3) Bestimmung der elementaren Anzahlen der cubischen Raumcurve. 

Die gegenwärtige Abhandlung enthält von diesen Resultaten noch 
nichts. 

Die Ausdrücke Ordnung, Classe, Rang, bei deren bisherigem Ge- 
brauch der Verfasser weder Uebereinstimmung noch ein greifbares 
Princip zu entdecken vermocht hat, könnten durch die Angabe der 
Gradzahlen gewisser Plücker’scher Oerter immer vermieden werden. 
Indem wir sie dennoch der Kürze wegen in unsere Terminologie auf- 
nehmen, schlagen wir zugleich für ihren Gebrauch folgende Ueberein- 
kunft vor: 

Ordnung eines Gebildes sei immer die Gradzahl des resp. eines 
bestimmten ihm angehörigen elementaren Punktorts von höherer 
als der nullten Stufe, 

Classe die Gradzahl eines ebensolchen Ebenenorts, 

Rang die Gradzahl eines ebensolchen Strahlenorts. 

Bei dem Gebilde, welches durch einen allgemeinen Strahlenort 
zweiter Stufe vollständig erzeugt werden kann (Congruenz), und welches 
diesen Strahlenort als elementaren enthält, würde man Bündelrang und 
Feldrang unterscheiden müssen. 

Nach dieser Uebereinkunft und den früheren Definitionen elemen- 
tarer Oerter ist genau bestimmt, was bei den Plancurven Ordnung 
und Rang, bei den Kegeln Classe und Raug, bei den Raumcurven 
Ordnung, Classe und Rang bedeutet; ebenso auch, was bei den Flächen 
Ordnung, Classe und Rang bedeutet, wenn wir noch festsetzen, dass 
für eine Fläche nur drei Oerter, nämlich der Ort zweiter Stufe ihrer 
Punkte, der Ort zweiter Stufe ihrer Tangentialebenen, und der Ort 
dritter Stufe ihrer Tangenten als elementar gelten sollen. 

Bei Gebilden anderer Definition würde erst die vorläufig willkür- 
liche Festsetzung, welche der anhaftenden Oerter Plücker’sche resp. 
elementare heissen sollen, darüber entscheiden können, welche Ort- Grad- 
zahlen Ordnung, Classe und Rang, und auch, welche Bedingungen, 
Systeme und Anzahlen fundamental resp. elementar heissen müssten. 

Die elementare Bedingung, welche eine Plancurve, ein Kegel, eine 
Raumeurve, eine Fläche dadurch erfüllt, dass ein elementarer Punktort, 
Ebenenort oder Strahlenort a‘ Stufe des Gebildes die Grundbedingung 
Z befriedigt, erhält im Folgenden meist dasselbe Symbol, welches oben 
in der Tabelle der Grundbedingungen bei Z für einen Punktort, Ebenen- 
ört oder Strahlenort at" Stufe angegeben ist. 
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Für das Erfüllen einiger der fundamentalen Bedingungen durch 
gewisse Gebilde haben sich besondere Ausdrücke eingebürgert. Nament- 
lich sind folgende Ausdrücke üblich, die wir neben unsrer rationellen 
Terminologie gebrauchen wollen, wo keine Verwechselung möglich ist: 

1) „eine Gerade schneiden“ bei Baum- und Plancurven für „v er- 
füllen“, 

2) „durch einen Pons gehen“ bei Raum- und Plancurven für 
„P erfüllen“, bei Flächen für „M erfüllen“, 

3) „eine Ebene berühren“ bei Raum- und Plancurven für „o er- 

füllen“, bei Flächen für „M erfüllen“, 

4) „eine Gerade berühren“ bei Raum- und Plancurven für „T er- 

füllen“, bei Flächen für „S erfüllen“, 

5) „eine Ebene osculiren“ bei Raumcurven für „P’ erfüllen“. 


Beispielsweise zählen wir hier die in der zweiten Abhandlung ein- 
gehend behandelten sämmtlichen fundamentalen Einzelbedingungen der 
Plancurve C}? und der cubischen Raumcurve C, auf: 


1) die C*, deren Spitze c, deren Rückkehrtangente q, deren 
Wendetangente w, deren Wendepunkt v, deren Schnittpunkt 
von Wendetangente und Rückkehrtangente y, deren Ver- 
bindungsstrahl von Wendepunkt und Spitze x heisst, hat 
folgende fundamentale Einzelbedingungen: 

u, Us M; v, P; 0,0,, T; 
C, &, C; 9, Les Apr I Q; 

w A, oo V 0 
Ys Y F; E, Re, Zu 2 Le © 

2) Eine cubische Raumcurve hat folgende fundamentale Einzel- 

bedingungen: 
ma 9,8, eG 4407; 
5, Bb; PD; 
wo ß und B auf den Ort der Zweipunktaxen, ß’ und I” auf den Ort 
der Zweiebenenaxen zu beziehen sind. 


Die in diesen $ niedergelegte Auffassung eines Gebildes als eines 
Trägers der ihm anhaftenden Oerter, wonach also z. B. bei einer Raum- 
curve weder der Ort der Punkte, noch der Ort der Tangenten, noch 
der Ort der Schmiegungsebenen ursprünglicher als die andern Oerter 
oder vor ihnen bevorzugt erscheinen soll, ist einerseits eine Consequenz 
der modernen geometrischen Betrachtungsweise, in welcher Punkt, 
Ebene und Strahl als völlig gleichwerthige Hauptelemente des Raume 
auftreten (Voss, Math. Ann. Bd. VIII, p. 54), andererseits aber auch 
von Verfasser als die Quelle der handlichsten Terminologie für das 
von ihm betretene Gebiet der Geometrie erkannt. 
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Der nächste Abschnitt beschäftigt sich daher nur mit Punkt, 
Ebene, Strahl und den von ihnen erzeugten Systemen und Grundbe- 
dingungen, um allgemeine Relationen zwischen den letzteren zu ent- 
wickeln, welche im Folgenden eine fundamentale Rolle spielen werden. 


Il. Abschnitt. 


Allgemeine Formeln zwischen den Grund- 
bedingungen. 


57T 
Das Princip der speciellen Lage. 


Die algebraische Quelle der allgemeinen Formeln, welche in diesem 
Abschnitt entwickelt werden, ist einzig und .allein das schon früher 
($ 1.) erwähnte Princip der gleichgiiltigen oder der speciellen Lage, 
welches auch das Princip von der Erhaltung der Anzahl genanut 
werden könnte. Dasselbe kann für die Zwecke der Anzahlen bestimmen- 
den Geometrie etwa so gefasst werden: 

„Die räumliche Lage der Gebilde, welche gewisse einem Gebilde A 
auferlegte Bedingungen verursachen, ist für die Anzahl der Gebilde A, 
welche diese Bedingungen erfüllen, gleichgültig, sobald diese Anzahl iber- 
haupt endlich bleibt.“ f 

Anwendung fand dieses Princip bisher namentlich bei der Be- 
stimmung von Gradzahlen, indem für die Abzählung der Hauptelemente, 
welche ein Ort des vorliegenden Gebildes mit einem Grundgebilde ge- 
meinsam hat, der Träger des letztern so gewählt wurde, dass er eine 
durch die Definition des Gebildes bevorzugte, und desshalb das Abzählen 
erleichternde Lage einnahın. Viele dieser Abzählungsarten lassen sich 
. nun ganz allgemeinen Formeln unterordnen, die hier entwickelt werden 
sollen. 

Den oben «allgemein ausgesprochenen Principe ertheilen wir folgende 
besondere Form, welche die Art und Weise seiner Benutzung für die 
Gewinnung von Formeln zwischen Bedingungssymbolen verrathen, und 
den Namen „Princip der speciellen Lage“, abgekürzt: „Pr. d. sp. L.“ (Gött. 
Nachr. Mai 1874, p. 274 und Mai 1875, p. 365) rechtfertigen wird: 

„Kann den beiden Gebilden, welche eine aus zwei Factoren X und 
Y zusammengesetzte Bedingung X Y veranlassen, eine derartige specielle 
Lage zu einander ertheilt werden, dass X Y sich in die Bedingungen 
* Zi» Z2; Z3, * spalten muss ($ 3. am Schluss), so ist: 

XY=-2,+2+234+:.:. 

Eine nach dem Pr. d. sp. L. abgeleitete Formel a't Dimension 

hat also links vom Gleichheitszeichen ein Product zweier Symbole mit 
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der Dimensionssumme a, rechts eine Summe a- facher einzelner oder zu- 
sammengesetzter Symbole. 


Beispiel für die Anwendung des Pr. d. sp. L. 

Ertheilt man den beiden Punktaxen, welche die beiden einer C,” 
auferlegten Bedingungen v und » (die Symbole der Grundbedingungen 
der 0,’ sind in $ 6. erklärt) verursachen, die specielle Lage, dass sie 
sich schneiden, und im Strahle g unendlich nahe sind, so kann jetzt, 
bei Voraussetzung eines elementaren Systems, die Bedingung v? nur in 
folgenden Fällen erfüllt werden: 

a) einmal, wenn eine Curve des Systems durch den Schnittpunkt 
der beiden unendlich nahen Strahlen geht, 

b) einmal, wenn eine Curve die Ebene der beiden Strahlen so be- 
rührt, dass der Berührungspunkt in dem Strahle g liegt, 

c) dreimal, wenn eine Curve ihre Spitze im Strahle g besitzt, 

d) sechsmal, wenn eine Curve ihre Ebene durch g schickt. 

Daraus folgt, wenn die in af erfüllte Bedingung P, die in b) er- 
füllte x, die in c) erfüllte e,, die in d) erfüllte u, heisst (v, P, c,,u, 
sind schon in $ 6. aufgeführte Grundbedingungen, x aber ist die 
Bedingung, eine gegebene Ebene so zu berühren, dass der Berührungs- 
punkt auf einem in der Ebene gegebenen Strahle liegt): 

v? = P+ at Be +6, 


cine Formel, welche für alle Elementarsysteme zweiter Stufe gültig ist. 


Die in diesem Abschnitt durch das Pr. d. sp. L. abgeleiteten 
Formeln sind allgemeingültig, erzeugen also nicht bloss durch Addition, 
Subtraction, Multiplication mit Zahlencoefficienten, sondern auch durch 
sbl. Mult. mit Bedingungssymbolen oder deren allgemeingültigen Moduln 
wieder allgemeingültige Formeln. Die in ilınen auftretenden Grundbe- 
dingungen sind nicht bloss den Hauptelementen und ihren Oertern, 
sondern auch jedem Gebilde zuzuschreiben, welches dieselben enthält. 

Zu beachten ist namentlich, dass die hier entwickelten Resultate 
des Bedingungscalcüls kein anderes Princip voraussetzen, als das Pr. 
d. sp. L., namentlich also nicht erfordern: 

1) das sonst für die Gewinnung von Anzahlen so fruchtbare Chasles’- 
sche (orrespondenzprineip in den Grundgebilden erster Stufe, 
welches erst vom III. Abschnitt an Anwendung findet, 

2) die Sätze über die Gradzahlen des Orts der zweien Oertern ge- 
meinsamen Elemente, welche erst im III. Abschnitt $ 26. als 
specielle Fälle allgemeinerer Sätze sich ergeben, 

3) die Beachtung der in den Systemen von höherer als der nullten 
Stufe vorkommenden ausgeartcten Gebilde (courbes singulières), 
welche erst in der zweiten und dritten Abhandlung in den Vorder- 
grund treten werden. 
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Nur wenige Anzahlen werden im Folgenden als Axiome angesehen. 
Es sind dies die Anzahl der einer Punktaxe und einem Punktfelde ge- 
meinsamen Punkte, die Anzahl der zwei Strahlbündeln gemeinsamen 
Strahlen und einige ähnliche Anzahlen. Diese axiomatischen Anzahlen 
sind sämmtlich gleich 1. 


$ 8. 
Relationen zwischen den Einem einzigen Hauptelemente angehörigen 
Grundbedingungen. 


Die Grundbedingungen, welche ein Gebilde dadurch erfüllt, dass 
ein ihm angehöriger Punkt p resp. Ebene e resp. Strahl g sie erfüllt, 
bezeichnen wir, gemäss der Tabelle in $ 5. mit: 


. P, Por P; €, & Ei 9, Jes Ip, Io G. 
Dann ergiebt sich aus der Definition dieser Grundbedingungen, da zwei 
Punktfelder eine Punktaxe gemeinsam haben etc.: 
pp; eT =; CE. 
Durch sbl. Mult. der ersten dieser Gleichungen mit p und Benutzung 
der zweiten kommt: 
p= P; analog: è= E. 
Für den Strahl g erhält man, wenn man den beiden Axen der beiden 


Axenbedingungen g und g die specielle Lage zweier sich schneidender 
Strahlen ertheilt, durch das Pr. d. sp. L.: 


F= Ja + Je. 
Ferner ist, da eine Strahlenaxe mit einem Strahlenbündel einen Strahl- 
büschel gemein hat ete: 


IIp =J; Ie—I5 J= C; Ypge = 0. 
Aus diesen fünf Gleichungen erhält man durch sbl. Mult. und ge- 
eignete Elimination noch folgende andere: 
Dm Jai, QE ee has gs GE Fe ee 
Beispiele. 

1) Bezeichuet für eine Plancurve u, die Axenbedingung ihrer Ebene, 
M die Ebenenbedingung derselben, so darf statt u, immer die 
zweite und statt M die dritte Potenz der Büudelbedingung ihrer 
Ebene gesetzt werden. 

2) Bezeichnen für eine Regelfläche mit einer Doppelaxe 9, 9», Je; 9, G 
die Grundbedingungen ihrer Doppelaxe, so darf: 


Ip +=) 
= Ÿ9", 
G = 49" 


gesetzt werden. 
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Wenn aber die erwähnten 3+3+ 5 Grundbedingungen nicht 
von Einem einzigen Hauptelemente, sondern von einem Orte herrühren, 
welcher mehr als I Hauptelement enthält, so gelten die obigen Be- 
ziehungen nicht mehr (vergl. $ 11.). 


Beispiel hierfür: 
Hat eine Plancurve drei Spitzen c,, c,, cs, und gehören dem von 


ihnen gebildeten Punktorte nullter Stufe dritten Grades die Grundbe- 
dingungen c, c, C zu, so ist 


c? nicht gleich c,, 


sondern es ist, da sich c in c, und c, und c, spaltet, 


(a +e +0) 
= (++) +2 (e263 + eies + cc). 
= f +cl0, 


wo c!:1:0 die Bedingung bedeutet, dass von den drei Spitzen irgend 
zwei auf zwei gegebenen Punktfeldern so liegen, dass jedes Punktfeld 
immer nur ] Spitze enthält. 
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Relationen zwischen den Grundbedingungen zweier Hauptelemente, von 
denen das eine Träger des andern ist. 


Der Punkt kann zum Träger haben: den Punkt, den Strahl als Axe 
und die Ebene als Feld; 

die Ebene: die Ebene, den Strahl als Axe, den Punkt als Bündel; 

der Strahl: den Strahl, die Ebene als Feld, den Punkt als Bündel, 
Punkt und Ebene zugleich im Falle des Strahlbüschels, 
und endlich den Strahl als Axe. 


Schliessen wir daher die drei Fälle aus, wo ein Hauptelement sein 
eigener Träger ist, und wo also die Grundbedingungen des Haupt- 
elementes und des Trägers natürlich identisch sind, so bleiben nur 
folgende vier Fälle übrig, in denen ein Hauptelement Trüger eines 
andern ist: 

I) Punkt und Strahl: der Punkt ist dem Strahle ein Bündel, der 

Strahl dem Punkte eine Axe. 

II) Ebene und Strahl: die Ebene ist dem Strahle ein Feld, der Strahl 
der Ebene eine Axe, 

Il) Punkt und Ebene: der Punkt ist der Ebene ein Bündel, die 
Ebene dem Punkte ein Feld. 

IV) Strahl und Strahl: jeder der beiden Strahlen ist dem andern 
eine Axe. 
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Im ersten Falle erhält man die Formel geringster Dimension, 
welche zwischen den Grundbedingungen des Punktes p und des Strahles g 
besteht, dadurch, dass man dem Strahle der Axenbedingung von g die 
specielle Lage ertheilt, in der Ebene der Feldbedingung von p zu liegen, 
und nun das Pr. d. sp. L. anwendet. Da sich nun die zusammengesetzte 
Bedingung pg spaltet, und zwar in die Bedingung, dass der Strahl in 
dem Felde von p liegt, und in die Bedinguug, dass der Punkt in der 
Axe von g liegt, so erhält man allgemeingültig: 

(D PI = Ps + Ye- 

Dem entspricht dualistisch die Hauptformel des zweiten Falls, wo der 
Strahl wieder g, und die Ebene e heissen soll: 

dI) eg = e + Jp: 

Aus diesen beiden Hauptformelu folgen durch sbl. Mult. mit p, €, 4, 9ps Jes 
durch Benutzung der Formeln des $ 8. und durch geeignete Elimi- 
nationen eine Reihe von Formeln, unter denen wir hervorheben: 


PY= 9 + P, 
eg =9:+ E, 
PI: = P 9p =G + Py, 
CJs = Je =G + Eg, 


oder: 
J= PI» — 1è, 
Js = CJe — ar 
G = p9p — Pg, 
G = Cge — eg. 


Hieraus folgt: 

1) Geht ein Strahl durch einen Punkt, so lässt sich seine Feldbedingung, 
seine Büschelbedingung und seine Strahlbedingung durch seine 
Azenbedingung und die Grundbedingungen jenes Punktes aus- 
drücken. ` 

2) Lieyt cin Punkt in einem Strahle, so lässt sich seine Axenbedingung 
und seine Punktbedingung durch seine Feldbedingung und die 
Grundbedingungen jenes Strahles ausdrücken 

3) und 4) das bezüglich 1) und 2) dualistisch entsprechende Resultat 
für einen in einer Ebene liegenden Strahl resp. für eine durch 
einen Strahl gehende Ebene. 

Die Formeln für den dritten Fall erhalten wir auf rein arithme- 
tischem Wege dadurch, dass wir die zu I. und II. gehörigen Formeln 
auf ein und denselben Strahl g anwenden, und dessen Grundbedingungen 
eliminiren. Die dadurch entstehenden Relattonen verbinden die Grund- 
bedingungen einer Ebene mit denen eines auf ihr liegenden Punktes, 
weil, wenn ein Strahl zugleich durch einen Punkt geht und in einer 
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Ebene liegt, der Punkt Träger der Ebene oder, was dasselbe ist, die 
Ebene Träger des Punktes sein muss. 
Eliminirt man pgp aus der mit p multiplicirten Gleichung (II) und 
der oben erwähnten: 
PIp =I: + P 
durch Addition, so kommt: 
peg = pe +g + P 
und, dualistisch entsprechend: 
peg = ep + 9: + E. 
Durch Elimination der auf g bezüglichen Grundbedingungen aus diesen 
beiden Formeln ergiebt sich die gesuchte Formel: 


(U1) Pe, + P= ep, + E*), 
oder: 

p—pe+pe——=0. 
Aus dieser Hauptformel ergeben sich durch sbl. Mult. mit p oder e die 
Formeln höherer Dimension: 

pe — p'e + pes =0 
und 

pe — pe = 0, 

von denen die letzere sich auch unmittelbar durch die geometrische 
Anschauung ergiebt. 

Die Formel niedrigster Dimension, welche zwischen den 6 + 6 
Grundbedingungen zweier sich schneidender Strahlen g und h besteht, 
kann man wieder durch blosse Rechnung erhalten, wenn man aus den 
Formeln, welche nach Fall (1) erstens zwischen g und dem Schnitt- 
punkt p und zweitens zwischen A und p bestehen, die auf p bezüglichen 
Grundbedingungen eliminirt. 

Multiplieirt man nämlich von den aus I. resultirenden 6 Formeln: 


G= p'9p — A 

pp — D 

weg —#, 

h=ph — 3}, 

ħ, = php — p’, 

H = p?n,— p?h 

die erste mit 1, die zweite mit — h, die dritte mit hp, die vierte mit gp, 


die fünfte mit — g, die sechste mit 1, und addirt die erhaltenen 
6 Gleichungen vierter Dimension, so erhält man die gesuchte Formel: 


(IV) G — għ $ Jehp + Iphe — għ, + H = 0. 


*) Beispiele zu dieser und mehreren anderen Formeln folgen am Schlusse von 
8 9. und $ 10. 


e 
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Dafür kann man auch schreiben, da nach $ 8. 


PUR? = (ge+ Jp) (Re+ hp) 


g — gh + PR — gh 4 h = (ge— 9p) (he— hp). 
Durch sbl. Mult. mit den Potenzen von g oder h erhält man hieraus: 
gth — pk + pk — gh = 0, 
gm — gph + h = 0, 
gh — gh = 0. 


ist, 


Ferner folgt aus (IV) durch sbl. Mult. mit den Grundbedingungen 
von g oder h: 


Gh — g: (hp + he) + (gp + 9e) h — g H = 0, 
G hp — għ, + 4H = 0, 

Ghe — jh, + 9H = 0, 

Gh, — g,H = 0. 


Die letzte Formel folgt auch daraus, dass ein Paar sich schneiden- 
der Strahlen eindeutig bestimmt ist, gleichviel ob der erste Strahl und 
ein Strahlbüschel für den zweiten, oder ob der zweite Strahl und ein 
Strahlbüschel für, den ersten gegeben ist. Aus den Formeln (II) 
und (IV) ist Folgendes ersichtlich: 


Wenn ein Punkt einem Felde oder eine Ebene einem Dündel, oder 
ein Strahl einer Axe angehört, so lässt sich die dem Punkte resp. der 
Ebene resp. dem Strahle auferlegte Grundbedingung höchster Dimension 
durch die übrigen Grundbedingungen und die Grundbedingungen des 
Trägers ausdrücken. 


Als Beispiele zu den 4 mit römischen Nummern bezeichneten Haupt- 
formeln wählen wir einige der Beziehungen, welche zwischen den in 
$ 6. mit ihren Symbolen aufgezählten Grundbedingungen der Plancurve 
dritter Ordnung dritten Ranges bestehen: 


zu (Í): = el — qe, 
‘= Cp — ts; 
zu (H): p= ug —u?, 
= UGe i, 
- Q = pqg ug; 
zu (1): = u? —w’ce t p’, 


u = p’? — pc; 


zu (IV): W = 0,9 — W,Qp — wple + wq — Q. 
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Zahlenbeispiel zu (III): 


In dem Systeme dritter Stufe, welches durch die siebenfache Be- 
dinguug wo® definirt wird, ist nach den vom Verfasser berechneten 
Tabellen: 

ue = 528; po= 304; u 12; 
daher nach (HT): 


deal: 


© = 528 — 364 + 12 = 176, 
©4009" = 176. 


Dieses Zahlenresultat würde in die gewöhnliche Terminologie auf 
4 verschiedene Arten übersetzt werden können, nämlich: 

1) „Es giebt 176 Curven C,3, welche - - - .* 

2) „Die Spitzen der Curven C,’, welche - --, füllen den Raum 
176mal aus.“ 

3) „Die von den Wendetangenten aller C,?, welche - :, gebildete 
Regelfläche ist vom 1761 Grade.“ 

4) „Die Tangenten aller C,?, welche --., bilden eine Congruenz, 
deren Classe (Feldrang) 176 ist.“ 


8 10. 


Relationen zwischen den Grundbedingungen eines Hauptelementes und 
den Grundbedingungen eines in demselben liegenden Ortes. 


Die Formeln des $ 9. lassen sich auf die Fälle übertragen, wo ein 
Hauptelement nicht bloss ein anderes Hauptelement, sondern die sämmt- 
lichen Elemente eines Ortes trägt. Wir sagen in diesem Falle, dass 
der Ort selbst in dem Träger liege. Im Allgemeinen kann jeder Ort 
als Träger von Oertern gleicher oder niedriger Stufe auftreten, z. B. 
ein Punktort zweiter Stufe zweiten Grades ist Träger von œc? Punkt- 
örtern erster Stufe zweiten Grades. Doch kann jeder beliebige Ort 
at Grades nur dann einen audern Ort b'e" Grades zum Träger haben, 
wenn a eine gewisse Grösse nicht überschreitet. Z. B. ein Punktort 
nullter resp. erster Stufe besitzt nur dann immer ein Punktfeld als 
Träger, wenn sein Grad nicht grösser als drei resp. zwei ist. Der Raum 
ist natürlich als Träger aller Oerter zu betrachten. 

Indem wir im Folgenden nur die Hauptelemente als Träger dienen 
lassen, erhalten wir zugleich alle zu berücksichtigenden Fälle, welche 
die Grundgebilde Träger sein lassen. Deun von den 14 Grundgebilden 
haben nur folgende nicht ein Hauptelement als Träger: die drei mit 
Raum bezeichneten, und der Strahlbüschel. Die ersteren brauchen nicht 
berücksichtigt zu werden, weil sie keinen Grundbedingungen unter- 
worfen werden können; und der Strahlbüschel kann auch übergangen 
werden, weil für einen in ihm liegenden Ort die Formeln, welche sich 
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auf die Lage des Ortes in dem Felde des Büschels, und die, welche sich 
auf seine Lage in dem Bündel des Büschels beziehen, zugleich gelten 
müssen. Endlich können auch alle Fälle übergangen werden, welche 
einen Ort a!“ Grades in einem Grundgebilde liegen lassen, das dieselbe 
Stufe hat, wie er. Denn dann ist natürlich jede dem Orte, d. h. hier 
einem a-fachen Grundgebilde, auferlegte Grundbedingung gleich dem 
a-fachen der gleichnamigen dem Trüger zugeschriebenen Grundbe- 
dingung. Daher treten für uns die Grundgebilde nullter Stufe über- 
haupt nicht als Träger auf. Also haben wir bei der Aufstellung der 
Formeln zwischen den Grundbedingungen eines Gruudgebildes und den 
Grundbedingungen eines in demselben liegenden Ortes nur folgende 
13 Fälle zu berücksichtigen: 


A) Der Punkt als Träger eines: 
1) Strahlenorts nullter Stufe I., 
2) Strahlenorts erster Stufe 1., 
3) Ebenenorts nullter Stufe III., 
4) Ebenenorts erster Stufe II. 

B) Die Ebene als Träger eines: 
5) Strahlenorts nullter Stufe TI., 
6) Strahlenorts erster Stufe II., 
T) Punktorts nullter Stufe IH., 
8) Punktorts erster Stufe Ill. 

C) Der Strahl als Träger eines: 
9) Punktorts nullter Stufe L, 
10) Ebenenorts nullter Stufe Il., 
11) Stralilenorts nullter Stufe IV., 
12) Strahlenorts erster Stufe IV., 
13) Strahlenorts zweiter Stufe IV. 

Jede einem Falle nachgesetzte römische Nummer deutet an, dass 
ihm der in $ 9. mit derselben Nummer bezeichnete Fall als specieller 
Fall untergeordnet ist. Für Oerter nullter Stufe at Grades kann die 
Uebertragung der Formeln des § 9. in folgender Weise bewerkstelligt 
werden. Jede dem Orte auferlegte Grundbedingung Z verlangt nichts 
weiter, als dass eins seiner Elemente die gleichnamige Grundbedingung 
erfüllt. Daher ist durch Spaltung 

Z = g, +9, He +.) 
wo die Z,, 23, + Za die Bedingungen bedeuten, welche dem Orte da- 
durch erwachsen, dass sein erstes, zweites, + - +, a'* Element die mit 
Z gleichnamige Grundbedingung erfüllt. Jedes dieser Elemente liegt 
aber in dem Hauptelemente, welches den Ort tragen soll; für jedes gilt 
also auch die nämliche Formel des $ 9. Addirt man daher die a Glei- 
chungen, welche sich ergeben, wenn man jene Formel auf jedes der 
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a Elemente des Ortes anwendet, so erhält man zwischen den Grund- 
bedingungen des Ortes und seines Trägers eine Beziehung, welche mit 
jener Formel genau übereinstimmt bis auf das gar keine Grundbedin- 
gung des Ortes enthaltende Glied, das jetzt mit a multiplieirt erscheint 
(vergl. die folgenden Formel- Tabellen). 

Wollte man nun dieses Verfahren auch zur Ableitung der auf 
Oerter von höherer als der nullten Stufe bezüglichen Formeln anwenden, 
so würde man oo? Gleichungen zu addiren haben, wenn b die Stufe 
des Ortes ist. Dabei würde nach einer Bemerkung in § 5. die Dimen- 
sion der Formel um erniedrigt werden, also würden auch alle Glieder 
verschwinden müssen, welche in der ursprünglichen Formel auf den 
. Ort bezügliche Factoren von niederer als der b“" Dimension enthielten. 
Wir bemerken, dass diese Schlussweise auf dieselben Formeln, welche 
wir später streny beweisen wollen, führen würde, können sie jedoch 
ohne Weiteres nicht als richtig anerkennen, weil sie die Addition von 
unendlich vielen Gleichungen voraussetzt. 

Zunächst benutzen wir die Conformität der den obigen 13 Fällen 
zugehörigen Formeln mit den Formeln des $ 9. zu der folgenden um- 
fassenden, übersichtlichen Darstellung aller dieser Formeln. 

„Man bezeichue die 14 Grundbedingungen mit den ihnen in $ 5. 
gegebenen Symbolen: 

Pos Pis Par Ps5 Cos Crs Cas C33 Ior Yis Jar Im Ir Inn 


füge zu den folgenden 4 Hauptformeln: 


(D) 292 — Pi 9i + Pen = 0; 
(I) Coÿn— egi + eg = 0, 
(II) Pols — Pil F Pre — PaCo = 0, 
(IV) Johs — Iıha + Geht gnh) — 95h + 9h = 0 
noch alle diejenigen hinzu, welche sich aus jeder dieser Formeln durch 
sbl. Mult. mit jedem Symbole ergeben, dessen Buchstabe schon in der 
Formel enthalten ist, und berücksichtige bei dieser sbl. Mult. folgende 
aus § 8. sich ergebende Regeln: 
nn91° = 92 + In; J:n = 0, 
sonst aber immer 
Oz ° Oy = Or+y) 
wenn 6 eins der Symbole p, e, g bedeutet, und endlich: 
p.=0 und e, =0, wenn z> 3 ist, g,—0, wenn z > 4 ist“ “. 
Dann erhält man alle auf die oben aufgezählten 13 Fälle bezüg- 
lichen Formeln, wenn man erstens von den beiden in jeder Formel vor- 
kommenden Buchstaben sowohl den ersten auf das Hauptelement und 
den zweiten auf den in ihm liegenden Ort, wie auch umgekehrt be- 
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zieht, wenn man zweitens jedes Glied gleich Null setzt, dessen dem 
Ort b'er Stufe angehöriger Factor einen Index hat, der kleiner ist als 
b, wenn man drittens jedes dem Orte angehôrige mit dem Index b be- 
haftete, also für ihn nullfache Symbol gleich der Gradzahl des Ortes 
setzt, wenn man viertens jedes dem Träger angehörige, mit dem Index 
Null behaftete, Symbol gleich dessen Gradzahl, d. h. gleich 1 setzt, und 
wenn man endlich bei dem Strahlenort zweiter Stufe gą; gleich dem 
Bündelgrad, g, gleich dem Feldgrad setzt.“ 

Hieraus ergeben sich, bei Benutzung der in der Tabelle des $ 5. 
den Grundbedingungen nachgesetzten, nach der Stufenzahl der Oerter 
unterschiedenen Symbole, eine Reihe von Formeln, denen wir hier die 
für die Anwendungen brauchbarste Gestalt geben. Jede Formel erhält 
diejenige arabische Nummer, welche der von ihr behandelte Fall in der 
Tabelle der 13 Fälle erhalten hat. «a bezeichnet immer den Grad des 
Ortes, beim Strahlenort bezeichnet b den Feldgrad, V den Bündelgrad. 

Aus (I) folyt: 
aa" 1): a) g=cy —a:.c, 

b) Jı = Cp —a.©, 

c) G=cgp— y; 
zu 2): a) =t, 

b) = c, 

€) Tæp —a-.0; 
zu 9): a) C = cJ — a: Je, 

b) C=cp — 4 ` f. 

Aus (II) folgt: 
zu 5): à) pasig — ip, 

b) Jı = uge —a:u, 
c) G = W Je — ug; 


zu 6): a) gg =a- u, 

b) t =uo, 

c) T == pọ — a- p’; 
20010): ° a) W=UJ —G:Gp, 


b) M=ug —a:9. 
Aus (111) folgt: 


zu 3): M = cu, — cu + «°c; 
zu 4): P'=cv — a:.c; 
Zus T): C œuc,—uc+a:u; 
zu 8): P — gr — mM. 


Mathematische Annalen. X 3 


34 H, Scausear. 


Aus (IV) folyt (die Axe heisse y, der in ihr liegende Strahlenort 
nullter Stufe habe zu Grundbedingungen: h, hp, he, ha, H): 


zu 11): H = għ, — ÿphe— gehp + 9h —a G, 
zu 12): T =yt — 99e — IE HA- 
zu 13): B = gB by — VJe. 


Die geometrischen Beweise dieser Formeln beruhen sümmtlich nur 
auf Anwendungen des Pr. d. sp. Lage, und sind so beschaffen, dass 
aus dem Beweise einer Formel für einen in einem Trüger liegenden 
Ort nullter Stufe der Beweis der entsprechenden Formel für einen in 
demselben Träger liegenden Ort höherer Stufe unmittelbar abgelesen 
werden kann. 


I. Beweis der aus (I) folgenden Formeln. 

Man lege die Axe der Grundbedingung g in das Feld. der Grund- 
bedingung c. Dann wird die zusammengesetzte Bedingung cy erstens 
für einen in dem Bündel p liegenden Strahlenort nullter Stufe at" Grades 
sowohl dadurch erfüllt, dass dieser die Feldbedingung erfüllt, als auch 
a mal dadurch, dass der Träger p die Axenbedingung erfüllt, und zweitens 
für einen in dem Strahle g liegenden Punktort nullter Stufe at Grades 
sowohl dadurch, dass dieser die Axenbedingung erfüllt, wie auch amal 
dadurch, dass der Träger g die Feldbedingung erfüllt. Daraus ergiebt 
sich nach dem Gesetz der Spaltung Formel la) und 9a). Formel 1b) 
und Yb) ergiebt sich in ähnlicher Weise, wenn man den Punkt der 
Bündelbedingung gp in die Ebene der Feldbedingung c legt. Legt 
man endlich den Scheitel des Büschels von g, in die Ebene von c, so 
ergiebt sich: 

eg =G + eg; 
und aus dieser Formel und der mit c symbolisch multiplicirten Formel 1 b) 
folgt durch Elimination von cg, die Formel 1c). Hat man in dem 
Bündel p statt des Strahlenorts nullter Stufe einen Strahlenort erster 
Stufe aten Grades, so ergeben die ebenso specialisirten Lagen die 
Formeln 2a), 2b) und 2c). Für 2c) ergiebt sich zunächst wieder: 


ct=T+a:c, 
und daraus erst durch Benutzung der mit c symbolisch . multiplicirten 
Formel 2b) die gesuchte Formel: 
c'e =T+a:ct. 
II. Beweis der aus (II) folgenden Formeln: 
durch dualistische Uebertragung der Betrachtungen von I. 


III. Beweis der aus (III) folgenden Formeln. 
Für die Ableitung von 7) lege man erstens die Axe von c, durch 
den Bündel von u, zweitens die Axe von u? in das Feld von c. Da- 
durch ergeben sich nach dem Pr. d. sp. L. und durch Spaltung, wenn 
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man unter x die Bedingung versteht, dass die Ebene des Punktorts 
at Grades durch eine Axe geht, welche zugleich einen seiner Punkte 
enthält, zwei Formeln, nämlich 


ue =xr4+ C 


uc=xz+a.u, 
also durch Elimination von x die gesuchte Formel 7). Die Ableitung 
von 8) für einen Punktort erster Stufe ist genaü dieselbe, wenn man 
statt c v setzt, und statt des Feldes von c eine beliebige Ebene nimmt. 
Die den obigen beiden Formeln entsprechenden Formeln sind dann: 


uv=xc+ P 


und 


und 
acw =t, 
woraus durch Elimination von x Formel 8) folgt. Formel 3) resp. 4) 
folgen durch dualistische Uebertragung aus Formel 7) resp. 8). 
IV. Beweis der aus IV folgenden Formeln. 

Man verstehe unter x die Bedingung, dass der in der Axe g liegende 
Strahlenort einen seiner Strahlen einem Strahlbüschel zuschickt, während 
die Axe in der Ebene dieses Strahlbüschels liegt, unter y die Bedin- 
gung, dass die Axe einem Strahlbüschel angehört, während der Ort 
einen seiner Strahlen durch den Scheitel dieses Strahlbüschels schickt, 
und unter z und y die durch dualistische Uebertragung aus x resp. y 
resultirenden Bedingungen. Legt man dann erstens die Are der 
Axenbedingung 4 in den Strahlbüschel von h,, so ergiebt sich durch 


das Pr. d. sp. L. 
hg= H+zt+z; 
legt man zweitens. den Bündel von hp in das Feld von g., so folgt: 
hpge =£ + y; 
legt man drittens das Feld von he durch den Bündel von yp, so folgt: 
- hp =r +y; 
legt man endlich viertens die Are der Axenbediugung h in den Strahl- 
büschel von g,, so kommt: 


hg=y+4+y+a.G 
Die Elimination von x, x, y, y aus diesen 4 Gleichungen ergiebt die 
Formel 11). 
Für die Formel 12), d. h. einen Strahlenort erster Stufe ergiebt 
das analoge Verfahren folgende Gleichungen: 


y=T+ır+rr, 
e.=r+Y, 
OU =i +, 
a: ļ9 =y +. 
ge 
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Für die letzte Formel sei} noch bemerkt, dass y = «a - g, und 
y = «+ Ja, wenn man unter « die Zahl derjenigen Strahlen des Strahlen- 
orts erster Stufe versteht, welche durch einen auf der Axe gelegenen 
Punkt gehen, und unter «’ die Zahl derjenigen Strahlen versteht, welche 
in einer durch die Axe gehenden Ebene liegen, so dass, da a die Zahl 
der die Axe und noch einen zweiten Strahl schneidenden Strahlen ist, 
nach dem Pr. d. sp. L. « + «' = a ist. Für die Formel 13), d. h. 
einen Strahlenort zweiter Stufe fällt die letzte jener 4 Gleichungen ganz 
fort, da jetzt die Axe eine dreifache Grundbedingung nicht mehr erfüllen 


kann. Also: 

Bg = J} + % + ©, 

bg =z, 

by =t, 
wo, wie schon erwähnt, b den Feldgrad, V’ den Bündelgrad des Strahlen- 
orts bezeichnet. 


Unter den vielen Anwendungen, welche die eben bewiesenen 13 
Relationen zwischen den Grundbedingungen eines Hauptelementes und 
eines von demselben getrageneu Ortes gestatten, heben wir hier nur 
die für Plancurven wichtigste hervor. 

Bezeichnen für eine beliebige Plancurve: 
u, u?, u? die Grundbedingungen ihrer Ebene, 


® 


v, P die Grundbedingungen ihres elementaren Punktorts, a dessen 
Grad, d. h. ihre Ordnung, 

0, 0’, t, T die Grundbedingungen ihres elementaren Strahlenorts, b dessen 
Grad, d. h. ihren Rang, 

C, C, C die Grundbedingungen eines beliebigen ihrer Plücker’schen 
Punktörter nullter Stufe, x dessen Grad, d. h. die Anzahl ge- 
wisser singulärer Punkte, z. B. der dreifachen Punkte, 

y Je, Ip» Hs, G die Grundbedingungen eines beliebigen ihrer Plücker’- 
schen Strahlenörter nullter Stufe, y dessen Grad, d. h. die An- 
zahl gewisser singulärer Strahlen, z. B. der Verbindungsstrahlen 
je zweier Spitzen, so ist: 


nach 8): P=puv—a-u; 

nach 6a): e=b-u, 

nach 6b): t = uo, 

nach 6c): T = u?’ọ — b - u’; 

nach 7): C = ue — u?c 4 n. u’; 

nach 5a): Ip= ug —7': e’, 

nach 5b): Haug — Y p7, , 


nach 5e): G = puy, ug. 
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Diese 8 Resultate lassen sich zu folgendem Satze vereinigen: 

„Bei einer Plancurve können immer alle diejenigen auf einen ihrer 
Pliücker’schen Oerter bezüglichen Grundbedingungen, welche bei fester 
Ebene der Plancurve nicht befriedigt werden können, d. h., welche mit 
u symbolisch multiplicirt, ihrer Natur nach, jedem Systeme die Anzahl 
Null verschaffen, durch die übrigen auf denselben Plücker'schen Ort 
bezüglichen Grundbedingungen und durch die Grundbedingungen der 
Ebene ausgedrückt werden.“ 

Analoge Sätze gelten für alle Gebilde, welche in Trägern liegende 
Oerter besitzen. 

Jede in einer der obigen Formeln links vom Gleichheitszeichen 
stehende Grundbedingung bezeichnen wir daher als unwesentliche, jede 
rechts stehende als wesentliche, wenn der zugehörige Ort die specielle 
Lage hat, bei der diese Formel gilt. 


De 


Beziehungen zwischen den zusammengesetzten Grundbedingungen eines 
in einem Träger liegenden Ortes nullter Stufe a" Grades und 
den Grundbedingungen seines Trägers. 


Wir haben eben in $ 10. gesehen, dass bei einem von einem 
Hauptelemente getragenen Orte nullter Stufe die unwesentlichen Grund- 
bedingungen sich durch die wesentlichen und die Grundbedingungen des 
Trägers ausdrücken lassen. Aber auch diese wesentlichen Grundbedin- 
gungen sind bei Zulassung zusammengesetzter Grundbedingungen nicht 
von einander unabhängig. Es lassen sich nämlich bei einem Orte nullter 
Stufe at” Grades diejenigen zusammengesetzten Grundbedingungen, wel- 
che mehr als a symbelische Einzel- Factoren enthalten, durch diejenigen, 
welche a oder weniger als a Einzel-Factoren enthalten, und durch die 
Grundbedingungen des Trägers ausdrücken. Dies soll an einem Beispiele 
erläutert werden, welches so gewählt ist, dass die dabei entwickelten Resul- 
tate später, nämlich für die drei Wendetangenten der Plancurve dritter 
Ordnung vierten Ranges, unmittelbare Anwendung finden können. Dieses 
Beispiel ist der Strahlenort nullter Stufe dritten Grades, welcher eine 
Ebene mit den Grundbedingungen u, u?, u? zum Träger hat, d. h. also 
ein ebenes Dreiseit. Die Grundbedingungen des Ortes seien f, fr, fes fs, E. 

Dann ist nach den Formeln des $ 10.: 

WE l IF fi=ut—-du; Ferf— uf; 
Unsere Aufgabe besteht nun darin, Formeln zu entwickeln, welche 
die Symbole f” fr, wo m + n > 3 ist, durch die Symbole /" fr, wo 
m+n< 3 ist, und durch die Potenzen von u ausdrücken. Zunächst 
führen wir Symbole f#.?:cein. Jedes fete bedeute die Bedingung, 
dass ein beliebiges der drei Elemente des Ortes die Axenbedingung 
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amal, ein zweites dieselbe bmal, das dritte dieselbe cmal erfülle. Dann 
ist natürlich jedes f“.° gleich Null zu setzen, in welchem eine der 
Zahlen a, b, c grösser als 4 ist, oder in welchem die Summe zweier 
grösser als 7 ist, oder in welchem die Summe aller drei grösser als 9 ist. 
Es giebt demnach für unsern Ort 28 Bedingungen von der Form 
fac, Aus dieser Bezeichnungsweise fliessen folgende Regeln für die 
sbl. Mult. zweier Symbole f«»e; 
1) Wenn sowohl a > O ist, als auch d > O ist, so ist: 
fee T0 = fs+4,0,0 + BER, 

2) Wenn mehr als eine. der Zahlen a, b, c grösser als Null ist, 

und zugleich d > O ist, so ist: 
fate fore = feta de + fattade + fae cte, 

3) Wenn sowohl mehr als eine der Zahlen a, b, c grösser als 
Null ist, wie auch mehr als eine der Zahlen d, e, f grösser als Null 
ist, so ist: 

fe b,c ft f == feth b+e,c+f + fer! b-+fS,c-+e 
+ fete b+d, c+/ + fete b+f,c+d 
+ fett b+d, c+e + fett bte, ctd, 


Z. B 
1) fr fho — fer fre, 
2) It E h a frvi, 
3) far 1,1,0 == 4f321LDf222, 


Berücksichtigt man nun noch, dass nach dem Früheren 
[>e fe + fo mft ef 86, 
ul = 2 ufe — Gp, 
fr 2 F= D uf 2 uf 
ist, so ergeben die eben aufgestellten Itegeln für die 28 von Null ver- 
schiedenen Bedingungen f®?:° folgende Moduln, welche nur von den 
Potenzen von u und denjenigen f” f”, wo m + n < 3 ist, abhängen: 
Erster Dimension: 
1) roef. 
Zweiter Dimension: 
2) TE ee e — IR, 
3) fE 1,0 — freo rm u 2% 
ur a En. ee € 
Dritter Dimension: 
4) [>h 2ufe — 6p’, 
5) fore = faofa 950 se f #90 


= ffe+uff — 2uf,— 3wWf + Gu*, 


Beiträge zur abzählenden Geometrie. 39 


6) Er ak frao pr Ber 2f210 
= (ff 3 ff — Bull + af. + Ouf — 120. 
Vierter Dimension : 
T) [+90 = Qu?f, — 2 uf, 
8)" f10 = ft 60 f3,0,0 — fs,0,0 
= 2 uffe — 2er. — Auf, 
Q) S220 = [200 f200 — foo 
— ff uffe + wtf — Sul. — Aw, 
10): fa = [160810 _ [310 _ f?,2,0 
= f290 f110 — 2 f3,1,0 
= fffe— fefe + Bft — Guff. = 4wff+ 10w? f. + 14u?f. 
Fünfter Dimension: 
11) fer = f#0,0 froo 
= 2e ff eff, 
12) f920 = f% 0 f2,0,0 
= 2 uffe +2 W ffe— 12 wfe, 
13) Tu = f%10f100 — [+10 me f?%° 
= [>60 fro _ 2f410 
= 2ufffe — Zufle— Guffe — 2uff + 12ufe, 
14) fer! = f»20 [1,00 _ 2/3820 
= fh LO froo — fho _ f8,2,0 | 
= ffefe + 2ufffe— Aufl + WT — 12w ffe 
—4u’ff + 24uff.. 
Sechster Dimension: 
15) fr? = ff» fè 0,0 
= 2 w fefe, 
16) feria fero froo — fs20 
= f4% ofhi 
= pfff —2Wfch 2, 
17) [#50 ff 90 fp 90 
= 4 w fefe, 
18) [#21 =/f20f100 = fs10f100 — [340 
= fh Lo f300 _ fa,2,0 
= 2uffefe + 2urfffe — 6 w fefe — 12 wf, 
19) fa = f> fo 2ra: 
= f»% fr %° Er 2 [+20 
= ff + Salle + Fh — BERRA BIT SET, 
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Siebenter Dimension: 
20) ft fho (500 
= 4u’fefe, 
21) fb1 = fhr0fn00 — 430 
= To pre Pr f+%° = fero fero 
= 2 w ffel — 4w fefe, 
22) fer = a PP, 0, re PA 
= f> L0 f3 00 — fas,0 
= 4uffefe— Bu’fefe, 
23) fr = fh [80,0 _ f4,3,0 = f3,0,0 fa, 3,0 
= 2uffle + wfft + 2ufffe — 22 w hef, 
Achter Dimension: 
24) fat f0 FIL (50 fA, 
= f430 f1,0,0 
= 4 uffele ’ 
25) fun? fu00fa20 = f42,0 f2,0.0 
=2wWffft 2 wffefe, 
26) f3 S2 = 330 f2 00 == f3 20 f3,0,0 
= 4 W fefele + Au‘ffefe. 
Neunter Dimension: 
27) fit fht FLO FARO F0, 0 ms 8 050 FA, 0 
— 4 Wfefefe ’ 
28) fr? == f50,0 730,0 fa, 0,0 1.3.0 m 
= Bu’fefee. 
Stellt man nun durch Spaltung die Potenzen von f als Summen 
von Summandeı her, welche die Form f*&* haben, und setzt für diese 


die eben berechneten Moduln ein, so erhält man die Putenzen von f 
als Functionen von 


u, w, u° 
und 
f, fe, 
If, Îles ffer 
ER (IT, flhs Talis felde- 


fi=35f+»0 42 105 fr 4 70/3514 105 fa22, 
Dies giebt nach Substitution der Moduln: 

f? = 210 uf? + 910 uff? + 210 Wf fe — 3150 uf. 
Dieser Modul für f” ist schon in $ 4. als Beispiel erwähnt. 
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In analoger Weise könnte man nun auch Moduln für die Symbole 
entwickeln, welche nicht f allein, sondern f und f, als Einzelfactoren 
enthalten und so zu Moduln für diejenigen 20 Bedingungen f"f." ge- 
langen, in welchen m + n > 3 ist. 

Wir wollen jedoch dieses Verfahren durch ein bequemeres ersetzen. 
Multiplicirt man nämlich jene 28 Symbole f®® auf alle mögliche Weise 
mit einander, so erhält man theils freilich Identitäten, theils aber auch 
Gleichungen, welche nur ein einziges Symbol ff", wo m+n grösser 
als 3 ist, enthalten, und welche also zur Ableitung der gesuchten Mo- 
duln und zur Erlangung von Bestätigungen geeignet sind. Am schnell- 
sten gelangt man zu den 20 gesuchten Formeln, wenn man nach dem 
eben angegebenen Verfahren nur die Moduln der 5 Symbole ft, f?fe, 
f fe, ff, fè berechnet und hieraus die Moduln der 15 übrigen Sym- 
bole dadurch ableitet, dass man fortwährend mit f und f. sbl. multi- 
plicirt und unmittelbar darauf für rechts etwa auftretende Symbole 
ff, wo m+n>3 ist, die nun schon berechneten Moduln einsetzt. 
Die meisten dieser 15 Moduln erhält man dann auf zweierlei Weise, 
nämlich durch sbl. Mult. mit f sowohl wie mit f.. 


+ 1) f' wird abgeleitet entweder aus: 


fuuopLiiegfart, 
fuLofLLOR OFREO0 L'afart, 


Man erhält übereinstimmend nach Substitution der oben berech- 
neten Moduln: 


f= 6P fe — 3f — uffe + Gu H 3Outfe— 21urf? + Stuf. 
2) f?f. ergiebt sich entweder aus: 
fuuofrriepsripopet 
foo frii m gps, 


nachdem für das dabei auftretende f * der eben berechnete Modul ein- 
gesetzt ist. 


oder aus: 


oder aus: 


3) f ft ergiebt sich entweder aus: 

0 RE 1 = fr 23 -}- a !, 

f 99 pr" an f* 1,1 +- 2f2%t, 
nachdem für f* und ff. die Moduln eingesetzt sind. 

®4) ff? ergiebt sich entweder aus: 

fro fae =< Deu! 

fett — fr L2fası, 
nachdem für ft, f3f., f?fe die Moduln eingesetzt sind. 


oder aus: 


oder aus: 
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5) f erhält man entweder aus: 
front — 3fun:, 
nachdem für ft, Ffa, f?ft, ff die Moduln eingesetzt sind, oder noch 
kürzer direct geometrisch: 


Als Beispiel für die Ableitung der Modulu derjenigen f"f", bei 
denen »+n>4 ist, aus den Moduln derjenigen, bei denen m + n=4 
ist, diene die Ableitung von ftf, (vergl. die unten folgende Tabelle). 


Der mit f sbl. multiplicirte Modul von f?f. ist: 
Fr=3ff® + Gulf — Tuff? — 180’f?fe — 3a’? + 30u°ffe, 


die Substitution der dann als berechnet vorauszusetzenden Moduln für 
f? fe und ff, ergiebt: 
FR 3f? + Buff? + AWP. — Tef — GP — 102p ff.. 
Dieselbe Form d erhält man auch dadurch, dass man den Modul von 


f* mit f. sbl. multiplieirt und für die dadurch rechts auftretenden 
f? f? und ff. wieder die als berechnet vorausgesetzten Moduln einsetzt. 


Wir stellen jetzt die so vom Verfasser auf verschiedenen Wegen 
gewonnenen und verificirten Moduln aller 30 von Null verschiedenen 
Bedingungen f”f." zusammen und nehmen also der Vollständigkeit 
wegen auch die Bedingungen frfa, wo p + q <3 ist, mit in die Ta- 
belle auf. Rechts vom Gleichheitszeichen stehen also nur Bedingungen 
von der Form u"frf?, wo p + q <3 ist, und zwar geordnet nach 
steigenden Potenzen von u. Die Formeln selbst sind wieder nach ihren 
Dimensionen geordnet. 


Nullter Dimension: 
1) fL =l. 

Erster Dimension: 
2) ff =f. 

Zweiter Dimension: 
3) fe = fes 
OR. 

Dritter Dimension: 
5) I Pr =; ff: , 
6) P = f’. 

Vierter Dimension: 
D Ple = fe, 
8) f°f =F fe, 
9) PES = ff f — Duff. Suf? +30 fe— pf HAr. 
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Fünfter Dimension: 
10) ff, 
D) PL = ff + 6uff — Taf? —- 18 urffe — 3urf? +30 uPfe, 
12) fe = 15ff + 50a Pf — 60a fe + 15a? f?— 210 ff -Mu?f? 
| + 360uf,. 
Sechster Dimension: 
13) ff = fè, 
1) ff = fé + oele — Ouf + Wr uf? — 8 u°ffe, 
15) fe = 38 + Guffe + 21 2? — Gf 102 uff., 
16) ff = Bf? + 165 uff? + 195 Wfl. — 545 fe — 15 uf? 
| — My’ffe. 
Siebenter Dimension: 
17) = BEP + Buff — B WPI — 12078, 
18) ff = 8 fè + 21uff — 6 uf fe — 66 at, . 
19) ft = 35 uf? + 130 Wr? + 5w Ph — 425 ud, 
20) fL = 210 pf + 910 pff + 210 ff, — 3150 u’. 
Achter Dimension : 
21) Pfa = CR  Guffe, 
22) P = Ret Bwffe, 
23) fe = Dwf Buff, 
24) ff? = 235 pf? + 345 Bff, 
25) 3/2 = 1540 u°f + 2600 pff. 
Neunter Dimension: 
2) (ae RE, 
27) Prè = 39 uf, 
28) ff == 180 nf, 
29) ff = 1050 w fè, 
30) f9f9 = 1280 us, 

Alle diese Formeln sind durch die wichtige Anwendung, welche 
sie später finden werden, mehrfach auch numerisch verificirt. 

Ueber diese Anwendung sei hier vorläufig Folgendes mitgetheilt. 
Wie schon iu $ 6. erwähnt ist, war eins der äussern Ziele bei des 
Verfassers Untersuchungen die in dem Preisthema der kgl. dänischen 
Akademie verlangte Bestimmung aller elementaren Anzahlen der cubi- 
schen Raumcurve. Diese Auzahlen hängen aber, wie in der dritten 
Abhandlung gezeigt werden wird, namentlich von gewissen bisher 
noch nicht bestimmten Anzahlen gewisser Plancurven und gewisser 
diesen dualistisch entsprechender Kegel ab. Unter den letzteren An- 
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zahlen befinden sich aber auch alle diejenigen auf eine Plaucurve drit- 
ter Ordnung vierten Ranges bezüglichen Anzahlen, welche als symbo- 
lische Einzelfactoren ausser den elementaren Bedingungen der C}! auch 
noch die Grundbedingungen f, fp, fe, fe, F des Orts ihrer 3 Wende- 
tangenten enthalten. Von diesen Anzahlen lässt sich nun vermittelst 
der Formeln des vorigen $ und der eben mitgetheilten Formeln der 
grössere Theil durch den kleineren Theil ausdrücken, so dass eine directe 
Berechnung nur noch weniger Anzahlen übrig lässt, nämlich nur aller 
derjenigen, welche in folgender Form enthalten sind: 


urvo frfa, 
wop+q<3 ist, natürlich m < 3 und 
m+n<+r+p+2q 


gleich der Cunstantenzahl 11 der C}! ist. 


` 8 12. 


Moduln für die Potenzen der Axenbedingung des in einem Strahlbüschel 
liegenden Strahlenorts nullter Stufe dritten Grades. 


Bei dem Fall eines in einem Strahlbüschel liegenden Ortes war in 
$ 10. nur erwähnt, dass dann die Formeln für die Lage des Ortes in 
dem Felde u und die Formeln für seine Lage in dem Bündel c des 
Strahlbüschels gleichzeitig gelten müssen. Wir benutzen diesen Um- 
stand für die Lösung des folgenden Problems: „Herstellung von Mo- 
duln, durch welche alle zusammengesetzten Grundbedingungen des in 
einem Strahlbüschel liegenden Strahlenorts nullter Stufe dritten Grades 
nur von folgenden Bedingungen abhängen: 

1) den Producten der Grundbedingungen u, u?, u? der Ebene des 
Strahlbüschels mit den Grundbedingungen c, c?, c? des Scheitels 
des Strahlbüschels, 

2) der Bedingung v,, welche aussagt, dass keiner der drei Strahlen 
des Orts die Axenbedingung v erfüllt, 

3) der Bedingung v,, welche aussayt, dass einer der drei Strahlen 
v erfüllt, 

4) der Bedingung v,, welche aussagt, dass jeder von zweien der drei 
Strahlen v erfüllt, 

5) der Bedingung v,, welche aussagt, dass jeder der drei Strahlen 
v erfüllt. 

Nach $ 10. ist, wenn a Strahlen g durch einen Punkt c gehen und 

zugleich in einer Ebene g liegen: 


Gig —a.d, 
Jp=uÿ—a-u?, 
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also.durch Addition: 
F =g lu +) — a: (te). 
Daher ist: 
erstens die Bedingung, dass einer der drei Strahlen die Axen- 
bedingung zweimal erfüllen soll, gleich 


vi (u+6) — 3: v (u? + e); 
zweitens die Bedingung, dass einer die Axenbedingung einmal, 
einer der beiden andern dieselbe zweimal erfüllen soll, elek 


v (+e) — 2: n (He); 
drittens die Bedingung, dass jeder von zwei Strahlen die Axen- 
bedigung einmal, der dritte sie aber zweimal erfüllen soll, gleich 


va(u+c) — lan Mite). 
Wir erhalten daher durch sbl. Mult. von »,, vi, v,, v, mit v 
folgende Regeln. Es ist immer: 
nd = Vis 
mer,+l-[nat)—-3n to], 
vv, =n; + 2- [v (ute) —2v(W®+c)], 
ya 3 + [ra (a+e) — 3 v,(u?+c?)]. 
Bei fortwährender sbl. Mult. mit v und gleich darauf folgender 
Benutzung dieser Regeln ergiebt sich nach einander: 
1) van, 
2) v' =v, 
3) v = n, + v (ute) — 3 v (wte), 
4) v? = v, + 3 n, (u+ e) — 6 v, (H e?) + 2 v, (uc) — 3 v (u+ ci) 
— 3 v (uc+uc?), 
5) v! = 6 v, (u 4 e) — 3 r, (u? + e) + 14 v, (uc) — 21 v, (u +0) 
— 19 v, (ute+ pet) + 30 v (u?e?) , 
6) = 15 n (WH e) + 50n (eA — 45 nH) — 15 nlu?) 
— 80 v, (K? c?) + 240 v, (we), 
T) vë = 180 v, (p?c+ p e?) — 500 v, (u?c!) + 560 v, (wc?) , 
8) v’ == 1120 v, (u? c?) — 2520 v, (u? c?) , 
9) v8 = 4200 v, (uc?) . 
Die sehr leichte direct geometrische Herleitung der letzten dieser 
9 Formeln liefert eine Bestätigung, denn 


se-a eeo e EAE- 


wo a, die Zahl bedeutet, welche angiebt, auf wieviel Arten aus a 
Elementen je b zusammengefasst werden können. Alle übrigen zusam- 
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mengesetzten Grundbedingungen des Orts lassen sich durch die ange- 
gebenen ausdrücken, sobald man hinreichend benutzt die schon erwähn- 
ten Formeln aus $ 10.: 


P=ug— 3p, 
„ge =eg — 3 c, 
und die aus ihnen folgenden: 
gı =ucy — 3 (We4 eè) = peg — 3 (ue +u’), 
G = (ue — e)g — 3 pe = (We —w)g — 3 we. 
Auch die in diesem § entwickelten Formelu haben durch ihre 


Anwendungen bei den Ausartungen der cubischen Plancurven viele 
numerische Bestätigungen erfahren. 


§ 13, 

Die Producte aller Potenzen der Axenbedingungen zweier in einem Strahl- 
büschel liegenden Strahlen, ausgedrückt durch die nullten und ersten 
Potenzen ihrer Axenbedingungen und durch die Grundbedingungen 
des Scheitels und der Ebene des Strahlbüschels. 

Die Ebene des Strahlbüschels habe wieder die Grundbedingungen 
u, u?, u3, sein Scheitel c, c?, c*. Die beiden in ihm liegenden Strah- 
len a und b mit den Axenbedingungen a und b seien so beschaffen, dass 
ihre Gesammtheit nicht als ein einziger Strahlenort zweiten Grades aufge- - 
fasst werden darf. Dann ist jedes Symbol a*b™ eine Function von 
a, b, a-b und den Producten der Potenzen von u und c. Aus Formel 
(I) und (IT) in § 9. und der Formel g? = 9, + g. in $ 9. ergiebt sich 
nämlich zunächst: 
1) a? = alu+e) — (RH e), 
2) Lt = blu+c) — (Fe). 
Aus diesen beiden Gleichungen folgen durch sbl. Mult. mit a und b, 
und jedesmalige Ersetzung der dabei rechts erscheinenden Symbole a? 


und b? durch die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen, nach und 
nach die Formeln: 


3) a = 2a(uc) — (W+ e) — (u'c+uct), 
4) ab = ab(uc) — b(u?+c), 
5) a! = — a(u+ct) + a(u'c+ue?) — 2(u?c), 
6) ab = 2ab(uc) — b(t À) — b(uc+u ec), 
7) œb = ab (p+ e) + 2 ab(uc) — (a +b) (ute) 
— (aF b) (cHe) + 2(u°e?), 
8) a'b = — ab(pP t À) + ab(w’c+ue) — 2b), 
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9) a — Yablwct pc?) — 2a(u?e) — 4b(u?c?) + 4(u’e), 
10) a'b? = 2ab(u?c?) — 4b (ue?) , 
11) ab?’ = 4ab(u?c?) — 4 (a+b) (ue), 
12) atb? = 4ab (We), 
und ausserdem die durch Vertauschung von a und b aus diesen her- 
vorgehenden neuen Formeln. 

Wir machen von diesen Formeln sogleich eine Anwendung, welche 
uns später für die Berechnung der Anzahlen gewisser ausgearteter 
cubischer Plancurven (z. B. der in den Gött. Nachr. Mai 1875 mit 6, 
bezeichneten Ausartung der C,*) von Nutzen sein wird. Sind nänlich 
die beiden Strahlen a und b aus einem in dem Büschel (u, c) gelege- 
nen Strahlenorte nullter Stufe dritten Grades dadurch hervorgegangen, 
dass zwei seiner drei Strahlen in den Strahl a, der dritte in den Strahl 
b gefallen ist, so lassen sich jetzt die Potenzen der Axenbedingung v 
dieses Strahlenorts durch die Producte der Potenzen von w und c, 
durch die Axenbedinguug a des Strahls a, durch die Axenbedingung b 
des Strahls b, und durch das Product beider a - b ausdrücken. Denn 
es ist nach dem Gesetze der Spaltung: 

v” = (2a 4 b)". 
Daraus folgt durch Ausführung der angedeuteten Potenzirung und hin- 
reichende Benutzung der eben gefundenen, 12 Formeln: 
1) v' = 2a +b, 
2) v? = dab + 4a(u+e) + bleto — DHe), 
3) v? = 18 ab (u+ c) — 6 a(u?+c?) + 16a (uc) — 12b (u? + e) 
+ 2b(uc) — Iu’+e?) — 9 (uct uce?) 
4) v! = 24a b(w +e) + 128ab(uc) — 48a(u°+ c) — 16a(u?c+uc?) 
— DT bu 0) — 55 b (ute-Hue) + 14 (ue), 
5) vë = — M ab (u? + c) + 330 ab (pe + uc?) — 340 a (u?) 
— 560b (u?) + 480 (u?e?) , | 
6) vê = 1240 ab (u? ct) — 880a (u°c?) — 1600 (we), 
7) v” = 3360 ab (u°c?). 

Die- letzte Formel ist sehr leicht geometrisch zu verificiren, da 
das aus a und b bestehende Strahlenpaar durch 7 Strahlen, die es 
schneiden soll, endlichdeutig bestimmt ist. Werden 4 der 7 gegebenen 
Strahlen zur Bestimmung des Doppelstrahls verwendet, so ergiebt sich: 

Tri -2: 
und werden 4 Strahlen zur Bestimmung des einfachen, also 3 zur Be- 
stimmung des doppelten Strahls verwendet, so ergiebt sich: 
Ten. 
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Die Summe beider Zahlen ist aber 3360, d. i. der Coefficient von 
a b(uc?) in der letzten der 7 Formeln. 

Alle übrigen Producte von Grundbedingungen des behandelten Ge- 
bildes hängen durch die Formeln der früheren $$ nur von den Potenzen 
von v, u, c ab, lassen sich also dann vermittelst der obigen Formeln 
leicht durch: 


a,b, a-b, (u+c), (+e), (ud), (+e), wc+ u) 
ausdrücken. 


Am Schlusse dieses Abschnitts sei noch besonders hervorgehoben, 
dass es in dem fundamentalen Charakter der in ihm entwickelten Re- 
sultate begründet liegt, warum die Ableitung derselben von algebrai- 
‚schen Principien nur das Princip der speciellen Lage vorauszusetzen 
braucht, namentlich also frei bleiben konnte von dem gewöhnlichen 
Correspondenzprincip und den Productensätzen, das ist den Sätzen, 
welche den Grad des Orts der zweien Oertern gemeinsamen Elemente 
als Function der Gradzahlen dieser Oerter angeben. Jedoch wird schon 
der nächste Abschnitt dadurch, dass er nicht bloss Oerter, d. h. Sy- 
steme von Hauptelementen, sondern aus Oertern bestehende Gebilde, 
nämlich das Punktepaar, das Ebenenpaar und das Strahlenpaar, be- 
handelt, das Correspondenzprincip voraussetzen und dabei auch den 
Begriff eines ausgearteten Gebildes einführen müssen. Die Untersuchung 
dieser nächst den Hauptelementen einfachsten Gebilde ergeben dann 
alle möglichen im Sinne von Zeuthen (C. R. Juni 1874) erweiterten 
Correspondenzsätze, bei deren Auffindung auch die Resultate unsres 
8 10. zur Anwendung kommen. In diesen Correspondenzsätzen stecken 
die eben erwähnten Productensätze als einfachste specielle Fälle. 


Ill. Abschnitt. 


Die Paare von Hauptelementen und ihre 
Coincidenzen. 


g 14. 
Definition der Paare und ihrer Coincidenzen. - 


Nachdem wir uns im vorigen Abschnitt nur mit Punkt, Ebene, 
Strahl und den von ihnen erzeugten Systemen beschäftigt haben, gehen 
wir in diesem Abschnitt zu einer Untersuchung der nächst einfachen 
Gebilde über, nämlich zu denjenigen 6 Gebilden, welche von je zwei 
Hanptelementen erzeugt werden, also von 

1) Punkt und Punkt, 
2) Ebene unl Ebene, 
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3) Strahl und Strahl, 
4) Punkt und Ebene, 
5) Punkt und Strahl, 
6) Ebene und Strahl. 

Namentlich werden uus die drei ersten dieser 6 Gebilde beschäftigen, 
das Punktepaar, das Ebenenpaar und das Strahlenpaar. Da das Punkte- 
paar und das Ebenenpaar sich dualistisch entsprechen. so brauchen 
wir von diesen beiden Paaren nur das eine zu berücksichtigen. Wir 
wählen das Punktepaar. Unter den Paaren sind besonders ausgezeichnet 
die Coincidenzen, das sind solche Paare, wo die beiden erzeugenden 
Elemente unendlich nahe sind, und dadurch die Constantenzahl des 
allgemeinen Paares um 1 erniedrigen. Jede Coincidenz heisse e. 

In den folgenden Abhandlungen werden wir immer unter einer 
Ausartung eines Gebildes A ein solches Gebilde verstehen, welches der 
Definition von A vollkommen genügt, aber eine um 1 kleinere Con- 
stantenzahl als A dadurch gewinnt, dass die auf ihm liegenden Plücker'- 
schen Oerter ($ 6.) eine specielle Lage einnehmen. Demgemäss dürfen 
wir die Coincidenzen als ausgeartete Paare ansehen. 

Wir lassen jetzt die Beschreibung der Paare und ihrer Ausartungen 
mit Angabe der Symbole folgen, welche im Folgenden für die Grund- 
bedingungen ihrer Plücker'schen Oerter gebraucht sind. 

1) Das Punktepaar. Seine Constautenzahl ist 6. Seine Plücker'- 
schen Oerter sind nicht bloss seine beiden Punkte ¢ und d, sondern 
auch deren Verbindungsstrahl g. Die beiden Punkte seiner Coincidenz & 
liegen wie zwei consecutive Punkte einer Curve, der Verbindungsstrahl 
wie die zugehörige Tangente. Da eine ce angehörige Grundbedingung 
für & identisch ist mit der gleichnamigen d angehôrigen Grundbedin- 
gung, so soll, damit keiner der Buchstabeu c und d bevorzugt erscheine, 
der Coincidenzpuukt von € b heissen. 

2) Das Ebenenpaar entspricht dem Punktepaar dualistisch. 

3) Das Strahlenpaar. Seine Constantenzahl ıst 8. Seine Plücker'- 
schen Oerter sind nicht bloss seine beiden Strahlen g und Ah, sondern 
auch der Strahlenort zweiter Stufe (Congruenz), welcher von allen, 
g und h zugleich schneidenden Strahlen gebildet wird. Feldgrad und 
Bündelgrad dieses Ortes sind beide gleich 1. Die Büschelbedingung 
heisse ß, die Strahlbedingung B (Bezeichnung von $ 5.). Die beiden 
Strahlen der Coincidenz & liegen wie zwei consecutive Strahlen einer 
Regelfläche. Der Coincidenzstrahl von & heisse k. Das Strahlenpaar 
hat ausser der Uoincidenz noch eine zweite Ausartung, nämlich das 
Schneidepaar o. Bei ihm schneiden sich die Strahlen g und h, ohne 
unendlich nahe zu sein, wodurch die Constantenzahl 3 des nicht -aus- 
gearteten Paares ebenfalls um 1 erniedrigt wird. Bei ø zerfällt der 
Strahlenort zweiter Stufe in dus Strahlenfeld der-den beiden Strahlen 
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g und h gemeinsamen Ebene u, und den Strahlenbündel des ihnen ge- 
meinsamen Punktes c. 

4) Das aus Punkt und Ebene bestehende Paar. Seine Constanten- 
zahl ist 6. . Seine Plücker'schen Oerter sind nur sein Punkt c und 
seine Ebene u. 

5) Das aus Punkt und Strahl bestehende Paar. Seine Constanten- 
zahl ist 7. Seine Plücker’schen Oerter sind nicht bloss sein Punkt c 
und sein Strahl g, sondern auch die beide enthaltende Ebene u. 

6) Das aus Ebene und Strahl bestehende Paar entspricht dem eben 
genannten Paare dualistisch. 

Bei jeder Coincideuz fallen zwar, der Definition gemäss, die beiden 
das Paar erzeugenden Hauptelemente zusamnıen. Trotzdem aber ist der 
etwa ausserdem hinzukommende Plücker’sche Ort vollkommen be- 
stimmt. Da jede Ausartung eines Gebildes eine um 1 kleinere Con- 
stantenzahl hat, als das Gebilde selbst, so enthält ein System a! Stufe 
von Paaren ein System (a— 1)!" Stufe von Ausartungen. In eine für 
ein System a! Stufe aufgestellte Formel zwischen a-fachen Bedingungs- 
symbolen können daher auch (a—1)-fache einer Ausartung angehörige 
Bedingungssymbole eintreten, da ja ein ausgeartetes Gebilde der De- 
finition des Gebildes vollkommen genügt. Wir bezeichnen nun die 
Zahl der Ausartungen t von bekannter Definition, welche die definirende 
Bedingung eines zu Grunde gelegten Systems a'e" Stufe und ausserdem 
eine (a—1)-fache Bedingung erfüllen, wie das Product, dessen einer 
Factor das Symbol dieser (a —1)-fachen Bedingung, und dessen anderer 
Factor das Symbol 7 der Ausartung ist. Die Operation, welche in 
$ 3. unter dem Namen der symbolischen Multiplication erläutert und 
im zweiten Abschnitt vielfach angewendet ist, lässt sich natürlich auch 
auf Formeln anwenden, welche Ausartungssymbole enthalten, d. h. es 
kann auch bei solchen Formeln jede Bedingung dem hinzuzudenkenden 
Systeme genommen und den a-fachen Symbolen resp. den (a — ])-fachen 
Ausartungssymboleu der Formel zugeschrieben werden. Namentlich 
kann also jede allgemeingültige Formel mit jedem allgemeingültigen 
Modul symbolisch multiplicirt werden, obne dass die Allgemeingültigkeit 
der resultirenden Formel beeinträchtigt wird. 


8 15. 
Die Correspondenzprincipien. 


Das von Chasles 1864 aufgestellte Correspondenzprincip (Comptes 
rendus, Februar) hat seitdem nicht bloss viele Anwendungen, sondern 
auch Erweiterungen erfahren, und zwar in zwei Richtungen: 

in der ersten Richtung durch Cayley und Brill (Cayley in den 
C. R. Bd. 62, p. 586 und in den Philos. traus. vol. 158, 1868) 


Beiträge zur abzühlenden Geometrie. dl 


(Brill in den Math. Ann. Bd. VI, p. 33, 1873 und Bd. VII, 
p- 607, 1874), 

in der zweiten Richtung durch Salmon und Zeuthen (Salmon 
in d. Geom. of 3 dim. 1865, p. 511, und in der zweiten Auflage 

der Fiedler'schen Bearbeitung dieses Werkes, 2'e Theil, p. 556) 

(Zeuthen in den Comptes rendus, Juni 1874). 
Ausserdem vergleiche man Lindemann’s Vorlesungen von 
Clebsch, p. 210 und 388. 

Im Folgenden sind nun die sämmtlichen Correspondenzprobleme, 
welche in der von Salmon-Zeuthen eingeschlagenen Richtung der 
Erweiterung des ursprünglichen Correspondenzprineips liegen, durch 
eine Untersuchung der Systeme gelöst, welche von jedem der 6 in $ 14. 
beschriebenen Paare von Hauptelementen erzeugt werden. Dabei wird die 
Richtigkeit des der Algebra zu entlehnenden ursprünglichen Chasles’- 
schen Correspondenzpriucips vorausgesetzt, und vermittelst desselben 
für ein ganz beliebiges System erster Stufe von Paaren eine oder zwei 
Formeln erster Dimension aufgestellt, welche die Grundbedingungen 
des Paares mit der Anzahl der im Systeme vorhandenen Ausartungen 
verbindet. Geeignete symbolische Multiplicationen dieser Formel mit 
Grundbedingungen ergeben dann bei ausreichender Benutzung der 
grundlegenden Formeln des $ 9. die sämmtlichen Correspondenzsätze 
der Salmon-Zeuthen’schen Erweiterung. 

Wenn also zwischen zwei Hauptelementen eine gewisse Correspon- 
denz stattfindet, so heisst dies in unserer Betrachtungsweise nichts 
anderes, als dass durch eine gewisse Bedingung, die Correspondenzbe- 
dingung, ein System a! Stufe definirt wird, dessen Element das von 
diesen beiden Hauptelementen erzeugte Paar ist. Die Correspondenz- 
formeln sind nun Formeln, welche, für ein solches durch eine Corre- 
spondenzbedingung definirt gedachtes System at“ Stufe aufgestellt, 
nichts anderes enthalten, als a-fache dem nicht-ausgearteten Paare 
angehörige Grundbedingungen, und (a —1)-fache den Ausartungen des 
Paares angehörige Grundbedingungen. Kann die einer Formel a' Dimen- 
sion zu Grunde gelegte Correspondenzbedingung in zwei Bedingungen 
zerlegt werden, und zwar in die Bedingung, dass die beiden Haupt- 
elemente auf ein und demselben Grundyebilde liegen sollen, und in eine 
andere Bedingung, die restirende Correspondeuzbedingung, so heisst 
dieses Grundgebilde der Träger des von den beiden Hauptelementen 
gebildeten Paares, und die darauf bezügliche Bedingung die Trägerbe- 
dingung. 

Das Punktepaar kann zum Träger haben: 

1) die Punktaxe, 
2) das Punktfeld, 
3) den Punktraum. 


à* 
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Im ersten Falle ist die Träger- Bedingung gleichbedeutend damit, 
dass der Verbindungsstrahl g ($ 14.) die Strahlenbedingung @ erfüllt, 
also vierfach. 

Im zweiten Falle ist sie gleichbedeutend damit, dass der Ver- 
bindungsstrahl g die Feldbedingung g. erfüllt, also zweifach. 

Im dritten Falle ist sie selbstverständlich, d. h. nullfach. 

Das Strahlenpaar kann zum Träger haben: 

1) den Strahlbüschel, 

2a) das Strahlenfeld, 2b) den Strahlenbündel, 
3) die Strahlenaxe, 

4) den Strahlenraum. 

Im ersten Falle bedeutet die Trägerbedingung, dass das Strahlen- 
paar in ein Schneidepaar ø ansgeartet ist, und dass von diesem der Schnitt- 
punkt c und die Schnittebene u gegeben ist, d. h. dass es die sechs- 
fache Bedingung u?c?o erfüllt. 

Im zweiten Falle bedeutet die Trägerbedingung, dass das Strahlen- 
paar in ein Schneidepaar ausgeartet ist, welches die Bedingung u’ 
resp. © erfüllt, ist also vierfach. : 

Im dritten Falle bedeutet die Trügerbedingung, dass der dem. 
Strahlenpaare angehörige Strahlenort zweiter Stufe einen gegebenen 
Strahl besitzt, d. h. die Bedingung B erfüllt, ist also zweifach. 

Im vierten Falle ist die Trägerbedingung selbstverständlich, d. h. 
nullfach. 

Im Allgemeinen werden wir bei den Formeln dieses Abschnitts 
die Trägerbedingung aus dem Systeme in die Formel überschreiben, 
so dass als definirende Bediuguug des Systems nur eine reine, keine 
Trägerbedingung mehr enthaltende Correspondenzbediugung übrig bleibt. 

Demgemäss ist der Inhalt des Chasles’schen Correspondenzprincips 
(C. R. 1864) für ein auf einer Punktaxe liegendes Punktepaar durch 
folgende Formel dargestellt (vergl. die in $ 14. erklärte Bezeichnung): 

cG + dG = EG. 


Ein in einem Strahlenbüschel liegendes Strahlenpaar ist immer ein 
Schneidepaar 6. Dass dessen Schnittpunkt und Schnittebene festliegt, 
wird durch unser Symbol u°c? ausgedrückt. Daher ist das Chasles’- 
sche Correspoudenzprincip für ein in einem Strahlbüschel liegendes 
Strahlenpaar in folgender Formel euthalten: 

gu'e?o + kudı?o= ceu’ ta. 

Der Fall, dass der Träger des Punktepaares, Ebenenpaares, Strahlen- 
paares ein Grundgebilde von höherer als der ersten Stufe ist, d. h. dass 
die Trägerbedingung von kleinerer als der 4' resp. 6" Dimension 
ist, ergiebt die Salmon-Zeuthen'sche Erweiterung des Correspondenz- 
princips. 
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Herr Salmon hat den Fall, dass der Träger des Punktepaares ein 
Punktfeld ist, unter der Beschränkung, dass die Punkte des Punktepaars 
sich durch vollständige Schnitte bestimmen, zum Theil erledigt (vergl. 
die oben citirten Abh.). Herr Zeuthen hat . 

1) den Fall, dass der Träger des Punktepaars ein Punktfeld ist, und 
damit nach dem im Felde, im Raume und im Bündel gelten- 
den Dualitätsprincip auch die Fälle, dass der Träger des Strahlen- 
paars ein Strahlenfeld ist, dass der Träger des Ebenenpaars ein 
Ebenenbündel ist, und dass der Trüger des Strahlenpaars ein 
Strahlenbündel ist, 

vollständig erledigt, 

2) den Fall, dass das Punktepaar keinen Träger niederer Stufe als 
den Raum hat, und damit nach dem Dualitätsprincip auch den 
Fall, dass das Ebenenpaar nur den Raum zum Träger hat, 

zum Theil erledigt. 

In der folgenden Untersuchung würde also nicht bloss durch die 
Betrachtungsweise, sondern auch durch die Resultate neu sein: 

1) die vollständige Erledigung der eben als zum Theil erledigt ange- 
gebenen Fülle, 

2) die vollständige Erledigung -der Fälle, wo der Träger eine 
Strahlenaxe ist, und wo der Träger der Strahlenraum ist. 

Die Cayley-Brill’sche (vergl. die oben citirten Abh.) Erweiterung 
des Correspondenzprincips nimmt als Trüger des Paares einen Ort, der 
im Allgemeinen kein Grundgebilde ist, und ist bis jetzt für den Fall 
des Punktorts erster Stufe behandelt. Für diese Erweiterung kann 
unsere Untersuchungsweise vor der Hand noch keine Resultate liefern. 

Unter unsern Correspondenztormeln sind für Anwendungen beson- 
ders geeignet diejenigen, welche wir „eigentliche“ nennen wollen. So be- 
zeichnen wir zunächst eine Correspondenzformel, wenn sie nur solche dem 
nicht-ausgearteten Paare angehörige Bedingungssyinbole enthält, deren 
Factoren sich sämmtlich auf die beiden das Paar bildenden Hauptele- 
mente beziehen, von deren Factoren also keiner eine Grundbedingung für 
den etwaigen dritten Plücker’schen Ort ($ 14.) ausspricht, und wenn 
die in der Formel enthaltenen Ausartungssymbole nur Coincidenzsymbole 
sind. „Eigentlich“ nennen wir dann auch solche Correspondenzformeln, 
welche aus einer Correspondenzformel von der eben angegebenen Be- 
schaffenheit durch symbolische Multiplication mit einer auf jenen dritten 
Plücker'schen Ort bezüglichen Grundbedingung hervorgehen (vergl. 
die Formel in § 16. und 13.) Demnach sind die ursprünglichen 
Chasles’schen und die Salmon-Zeuthen’'schen Correspondenzsätze 
als eigentliche zu bezeichnen. 

Bei den Anwendungen des Chasles’schen Cörrespondenzprincips, 
abgekürzt „Corr.-Pr.“, wird es nur nöthig sein anzugeben: 
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1) das Grundgebilde, welches dem Paare als Träger dient; 

2) die dem Punktepaar, Ebenenpaar oder Strahlenpaar auferlegte 
Correspondenzbedingung; 

3) die Correspondenzsumme, das ist, die Summe der beiden von der 
Trägerbedingung freien Symbole, c + d resp. g + h; 

4) die Coincidenzsumme, das ist die Anzahl aller Coincidenzen. 


8 16., 
Formeln für das Punktepaar. 


Der erste Punkt des Paares sollte c, der zweite d, der Verbindungs- 
strahl g heissen. Demnach erhalten wir, nach den allgemeinen Regeln 
($ 5.) für die. Bezeichnung der Grundbedingungen der Hauptelemente, 
als einzelne Grundbedingungen des Paares nur folgende: 


ce. €, €; 
9, Ips Jes I CE F = 9p + "295 g = 2G (8 8); 
& bedeutet nicht bloss das Gcbilde, welches aus zwei im Punkte b unend- 
lich nahen Punkten c und d, und ihrem Verbindungsstrahle g besteht, 
sondern auch die Anzahl solcher Coincidenzen in einem Systeme erster 
Stufe; ez bedeutet, wenn z eine a-fache Bedingung ist, die Anzahl 
der Coincidenzen, welche diese erfüllen, und zugleich einem Systeme 
(a+1)'° Stufe von Punktepaaren angehören. Die € angehôrigen ein- 
zelnen Grundbedingungen sind also: 
eb, eb?, eb’; 
& EJ, Ep Ede, EI EC. 

Wir setzen jetzt ein System erster Stufe voraus, welches durch eine 
ganz beliebige 5fache einzelne oder zusammengesetzte Bedingung defi- 
nirt sei. Dann besteht zwischen den Zahlen c, d, g, € immer eine 
Relation, welche wir durch Auwendung des gewöhnlichen Corr.- Pr. in 
folgender Weise erhalten: 

Träger: Ebenenaxe. 

Correspondenzbedingung: die eine Ebene soll den einen, die 
andere Ebene den andern Punkt eines der oo! Punktepaare 
enthalten. 

Correspondenzsumme: c + d, 

Coincidenzsumme: g + €. 

Daher: 

(1) ctd—gy=e. (I) 
Durch sbl. Mult. mit der Trägerbedingung (§ 15.) G erhalten wir, 
da gG =Q ist, 

(2) j G(c+d)= £G, (D) 


das ist das Chasles’sche Princip für Punkte. 
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Da die Formel (1) allgemeingültig ist, so liefert die symbolische 
Multiplication ($ 3., $ 14.) derselben mit jeder Bedingung wieder eine 
allgemeingültige Formel. Um daher alle möglichen nur Grundbedin- 
gungen enthaltenden Formeln zweiter Dimension zu erhalten, müssen 
wir Formel (1) mit c, d, g multipliciren; um die 7 Formeln dritter 
Dimension zwischen Grundbedingungen zu erhalten, müssen wir mit 
c?, cd, d?, Ye, Gp, ey, dg sbl. multipliciren etc. Die Formeln gleicher 
Dimension dürfen dann noch mit Coefficienten multiplicirt und zu ein- 
ander addırt werden ($ 3.). Von den so entstehenden Formeln heben 
wir nur diejenigen hervor, welche zur Ablesung von brauchbaren Corre- 
spondenzprincipien besonders geeignet sind. Wir benutzen bei ihrer 
Ableitung die in § 9. entwickelten Formeln, welche zwischen den 
Grundbedingungen eines Punktes c oder d und eines durch ılın gehen- 
den Strahles g bestehen, also: 


gute; dg=g+d; 
I = Jo Gi LP = cega eg — Ei; 

II = 9p9p = fi == HEN gp — = gp — I. 
Durch sbl. Mult. von Formel (1) und Benutzung der eben erwähnten 
Formel: cg = ge + € = g? — gp + c? erhält man: 
(3) +cd+d— ,=E(g+b). (D) 
Diese Formel, mit der Trägerbedingung ge (8 15.) sbl. multiplicirt, er- 
giebt, da gg, = ist, 
(4) ghe +Hed +T) = Egg +b), (D) 
das heisst, den Inhalt des Correspondenzprineips im Punktfelde (Zeu- 


then, C. R. Juni 1874). 
Formel (1) ergiebt ferner durch sbl. Mult. mit c und Benutzung 
von cg = ge + e: 
(5) cd — Je = Ed, 
eine Formel, welche auch durch das Pr. d. sp. Lage ($ 7.) zu erhalten 
ist, wenn man die Ebene von c mit der von d zusammenfallen lässt. 
Von den Formeln dritter Dimension heben wir hier drei hervor. 
Formel (3) giebt, mit c sbl. multiplicirt, und Benutzung von 
Ip =f + À: 
(6) ed + eë — g, = Eb(g+b), 
Formel (1) giebt, mit gp sbl. multiplicirt, bei Benutzung von cgp =g, 4+6? 
und dgp = J, + d: 


(7) c? er a? +. = Ep. 
Die Addition vou Formel (6) und (7) giebt: . 


(8) o 4 èd + cë + Re +bg+lN). (1) 
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Diese Formel stellt den Inhalt des Correspondenzprincips im Punkt- 
raume dar. 


Für ein System erster und zweiter Stufe kann es keine Formel 
geben, welche von Grundbedingungen, die sich auf den Verbindungs- 
strahl des nicht-ausgearteten Punktepaares beziehen, ganz frei wäre. 
Für ein System dritter Stufe giebt es eine solche Formel, nämlich 
Formel (8): Für Systeme höherer Stufe erhalten wir solche Formeln 
durch sbl. Mult. von Formel (8) mit e oder d, mit c?, cd oder d?, und 
endlich mit c?, c?d, cd? oder d?. Der Versuch, derartige Formeln 
durch ein zweites Verfahren abzuleiten, nämlich durch aufeinander- 
folgende Multiplicationen der linken Seite mit c -+ d— € und der 
rechten Seite mit dem nach Formel (1) dm c + d — e gleichen g, 
ergiebt links die nämlichen Resultate, als wenn wir bloss mit c, d ete. 
multiplieirten. Die rechten, die Ausartungssymbole enthaltenden Seiten 
der Formel werden bei dem zweiten Verfahren zwar anders, ergeben 
jedoch bei Ersetzung von g? durch gp + Je, von ge durch bg — b?, 
von g, durch bg, — b?, von G durch b?g, — b°g dasselbe, wie bei An- 
wendung des ersten Verfahreus. Wir schreiben daher die Symbole der 
Coineidenz immer nur so, dass in ihnen von Grundbedingungen des 
Verbindungsstrahls nur die wesentlichen ($ 10. am Schluss) g und g, 
vorkommen. Wir erhalten so nach einander: 


(9) Sa + CE + cd = eb (9, L'hg LV): (dv) 
(10) CE + eC = El (9, +bg); (V) 
(11) CE = ED, . (VI) 


Die eben angegebenen Formeln, oder auch schon die Formel (1) allein 
ergeben leicht die simmwtlichen Fundamentalzahlen (§ 6.) des Gebildes, 
welches wir Punktepaar genannt haben, wenn wir die Fundamental- 
zahlen der Coincidenz als bekaunt voraussetzen. Letztere sind alle 
Null, mit Ausnahme von ed’, = 1; eb?g, = 1; ebG =1. Nun 
können aber auch die Fundamentalzahlen des nicht ausgearteten Punkte- 
paars als bekannt angesehen werden, nämlich: 


Pl; Cyg = 1; Cg = 1; cg = 1; cdG = 1 etc. 
Daher können die obigen Formeln durch diese Zahlen verificirt wer- 
den, z. B. 

Für das durch g, definirte System ist: 
m0, dal; edel; Pl 0; 
Ep = U; cbg = 1; eb = 1. 
Wir erwähnen dies hier namentlich ‘desshalb, weil bei dem nicht-aus- 


geartetef Strahlenpaare die analogen Formeln die noch nicht bekannten 
Fundamentalzahlen der linearen Congruenz ergeben werden, d. h. des 
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Gebildes, welches durch einen Strahlenort zweiter Stufe mit dem Bündel- 
grad 1 und dem Feldgrad 1 erzeugt wird. 


& 17. 


Die Ablesung der in Worten ausgesprochenen Correspondenzsätze aus 
den eigentlichen Correspondenzformeln. 


Die durch Chasles und Salmon-Zeuthen ausgesprochenen Cor- 
respondenzformeln sind sämmtlich solche, welche wir (§ 15.) eigentliche 
nennen wollten, d. h. ihre Correspondenzsumme enthält nur Grundbe- 
dingungen, welche sich auf die beiden durch die Correspondenz ver- 
bundenen Hauptelemente beziehen, nicht aber solche, welche sich auf 
den dritten Plücker’schen Ort — hier den Verbindungsstrahl der 
beiden Punkte — beziehen. Daher werden wir auch hier von den in 
$ 16. abgeleiteten Correspondenzformeln besonders die eigentlichen, 
dort mit den römischen Nummern I bis VI bezeichneten hervorheben, 
Die Ucbersetzung der auf den linken Seiten unserer Formeln stehenden 
Symbole in Worte ist ohne Weiteres klar, z. B. cd? kann auf dreierlei 
Weise übersetzt werden: 


1) cd ist die Anzahl der Paare sich entsprechender Punkte, von 
denen der erste in einer beliebigen Ebene, der zweite in einer 
beliebigen Geraden liegt; ; 

2) cd? ist die Ordnung der Fläche aller derjenigen Punkte der 
zweiten Sorte, welche den sämmtlichen, als Punkte der ersten 
Sorte aufgefassten Punkten einer beliebigen Ebene entsprechen ; 

3) cd? ist die Ordnung der Curve aller derjenigen Punkte der ersten 
Sorte, welche den sämmtlichen, als Punkte der zweiten Sorte 
aufgefassten Punkten einer beliebigen Geraden entsprechen. 

Wir gehen nun zur Ucbersetzung der Coincidenzsymbole über. Diese 
waren, da von den Grundbedingungen des Strahls g alle übrigen durch 
g und g, ersetzt werden konnten: 


2,0 F0, Wat... 2085 
eg, ebg, £b?g, ebp; 
EJp, EDIp, Eb’ Ip, Eb’Ip. 


Jedes dieser Symbole stellt natürlich eine nicht nothwendig von Null 
verschiedene endliche Anzahl dar, und zwar die Anzahl derjenigen 
Coincidenzgebilde, welche die beigesetzte a-fache Bedingung und die 
hinzuzudenkende (5 —a)fache Correspondenzbedingung erfüllen. Ist 
nun eine Coincidenz iin Punkte b so beschaffen, dass ð nicht noth- 
wendig von einander verschiedene durch b gelegte Strahlen als Ver- 
bindungsstrahlen der beiden in b vereinigt gedachten Punkte aufgefasst 
werden müssen, so ist eine solche Coincidenz d-fach, und für die Be- 
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stimmung von € auch Ö-fach zu zählen. Die Bestimmung dieser Viel- 
fachheit einer Coineidenzstelle bleibt in jedem einzelnen Falle der An- 
wendungen einer besonders anzustellenden Untersuchung überlassen, deren 
Charakter dem Charakter der gegenwärtigen Untersuchung fremd ist. 

Das Symbol eg würde erfüllt werden können: 

erstens von allen denjenigen unter oo! Coincidenzstellen, welche 
ihren Verbindungsstrahl durch die Axe der Axenbedingung 
g schicken, d. h. eg ist der Grad der Regelfläche, welche von 
den sämmtlichen oo! den ao! Coincidenzstellen angehörigen 
Verbindungsstrahlen erzeugt wird, 

zweitens aber auch von jeder einzelnen Coincidenzstelle, bei welcher 
nicht endlich viele, sondern oo! Strahlen als Verbindungsstrahlen 
aufgefasst werden müssen, und zwar von jeder solchen Coinci- 
denzstelle ömal, wenn von deren oo! Verbindungsstrahlen 
ô eine beliebige Axe schneiden können, d. h. wenn die Ver- 
bindungsstrahlen einen Kegel 0" Nanges bilden, der die Co- 
incidenzstelle zum Scheitel hat. 

Analog kann das Symbol eg, von drei Arten von Coincidenzen er- 
füllt werden. 

Dies führt zu einer Eintheilung der Coincidenzen in Gattungen, 
gemäss der folgenden Definition: 

„Fallen die beiden Punkte c und d eines Punktepaares mit dem 
Verbindungsstrahle g derartig in einen Punkt b, dass als Verbindungs- 
strahl der beiden in b fallenden Punkte c und d jeder Strahl eines im 
Bündel b liegenden Strahlenortes (a— 1)!” Stufe und ð” Grades auf- 
gefasst werden kann, so soll die in b befindliche Coincidenz -fach und 
a'r Gattung oder (a — 1)-stufig heissen.“ 

Mit andern Worten und speciell: 

1) Eine d-fache Coincidenz erster Gattung besitzt à Verbindungs- 
strahlen, welche übrigens auch zusammenfallen können; 

2) eine Ô-fache Coincidenz zweiter Gattung ist im Stande, die 
Axenbedingung g des Verbindungsstrahls ömal von selbst zu 
erfüllen; 

3) eine d-fache Coincidenz dritter Gattung ist im Stande, die 
Bedingung gp mal von selbst zu erfüllen. 

Daraus folgt, dass die Constantenzahl einer Coincidenz 

erster Gattung gleich 5 ist, 
zweiter Gattung gleich 4 ist, 
dritter Gattung gleich 3 ist. 

Eine Coincidenz von höherer als der dritten Gattung ist desshalb 
nicht möglich, weil der Punkt schon die Constantenzahl 3 hat. 

Ueberhaupt ist, wenn wir diese Begriffe auf Paare beliebiger Ge- 
bilde von gleicher Definition übertragen, die Coincidenz eines Paares 
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höchstens sovielter Gattung, als die Constantenzahl jedes der beiden 
das Paar constituirenden Gebilde angiebt. 

Da die Coustantenzahl einer Coincidenz a" Gattung um « kleiner 
ist, als die des nicht-ausgearteten Paares, so bilden die Coincidenzen, 
welche in einem Systeme p'“ Stufe von Paaren enthalten sind, d. h. 
hier, welche einer (6—p)-fachen Correspondenzbedingung genügen, 
ein System (p— a)! Stufe. 

Z. B. das durch eine Correspondenzbedingung dritter Stufe im 
Punktraume definirte System dritter Stufe von Punktepaaren enthält: 

1) eine endliche Anzahl von Coincidenzen dritter Gattung (points 
isoles bei Zeuthen, C. R. Juni 1874), 

2) oo! Coincidenzen zweiter Gattung, deren Punkte also eine Curve 
bilden, und deren Verbindungsstrahlen eine Congruenz, oder 
genauer, die oo! - oc! Erzeugenden eines Systems von Kegeln 
bilden, 

3) oo? Coincidenzen erster Gattung, deren Punkte also eine Fläche 
und deren Verbindungsstrahlen eine Congruenz bilden. 

Im speciellen Falle kann der Strahlenkegel ð” Grades einer Co- 
incidenz zweiter Gattung ein d-facher Strahlbüschel sein. 

Nach diesen Bemerkungen ist die Zerlegung der obigen 12 Co- 
incidenzsymbole in Summanden, deren jeder sich auf eine Coincidenz 
erster, zweiter oder dritter Gattuug bezieht, leicht zu bewerkstelligen. 

Nämlich: 

(1) bre = bre, 
wo das Symbol b" £ angiebt, wieviel Coincidenzen erster Gattung ihren 
Coincidenzpunkt zugleich auf n gegebenen Ebenen haben, jede Co- 
incidenz so oft gerechnet, als ihre Vielfachheit anzeigt. 
(2) gbre=b"e, + brus, 
wo erstens das Symbol b"s, angiebt, wieviel Coincidenzen zweiter 
Gattung ihren Coincidenzpunkt zugleich auf n gegebenen Ebenen 
haben, jede so oft gerechnet, als ihre Vielfachheit anzeigt, d. h. 
hier, als der Grad ihres Verbindungsstrahlen- Kegels anzeigt, 
und wo zweitens das Symbol b” u£, angiebt, von wieviel Coincidenzen 
erster Gattung jede ihren Coineidenzpunkt zugleich auf n ge- 
gebenen Ebenen besitzt, während einer ihrer Verbindungsstrahlen 
einen gegebenen Strahl schneidet. 


(3) gore Ve, + b" we, + Die, 
wo erstens das Symbol b"c, die Zahl der Coincidenzen dritter Gattung 
ist, welche ihren Coineidenzpunkt auf n gegebenen Ebenen haben, 
jede so oft gerechnet, als ihre Vielfachheit anzeigt, d. h. hier, 
so oft als jeder beliebige Strahl durch den Coincidenzpunkt als 
Verbindungsstrahl aufgefasst werden muss, 
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wo zweitens das Symbol b"we, angiebt, von wieviel Coincidenzen 
zweiter Gattung jede ihren Coincidenzpunkt zugleich auf n ge- 
gebenen Ebenen hat, während einer ihrer Verbindungsstrahlen 
durch einen gegebenen Punkt geht, d. h. hier während die Fläche 
des ihr zugehörigen Verbindungsstrahlen - Kegels durch einen ge- 
gebenen Punkt geht, 
und wo drittens das Symbol b"vs, angiebt, von wieviel Coincidenzen 
erster Gattung jede ihren Coincidenzpunkt auf n gegebenen Ebenen 
hat, während zugleich einer ihrer Verbindungsstrahlen durch 
einen gegebenen Punkt geht. 
Analog ist die Deutung der Symbole g.b"e, g,b"e, Gbe. Dieselben 
können wegen der Formeln, welche g., g., G durch g und gp ausdrücken, 
immer auf die eben eingeführten Symbole zurückgeführt werden. 


2: B. ge = (bu-bN)e + be. 
Wir führen jetzt die neu eingeführten, auf die Coincidenzen ver- 
schiedener Gattungen bezüglichen Symbole: 

de, Die, Diss, 

brue, DWE, 

brvs,, 
in unsere Correspondenzformeln (1) bis (III) ein, 
(1) c+ d— g= &,; 
D e-+ cd + È — gp = & 4 ue + bs; 
(HI) S4 ed 4 eœ + O = e p we, + be, qve + bue, + be. 
Wir fügen diesen Formeln noch diejenige hinzu, welche aus der ele- 
ganten Formel (7) in $ 16. hervorgeht: 

C + P g= etH we Hre. 

Die mit G multiplieirte Formel (1) ist das Chasles’sche Correspondenz- 
princip. Die mit ge multiplicirte Formel (11) ist zuerst mit Vernach- 
lässigung des zweiten und dritten Gliedes der rechten Seite von Salmon, 
dann mit Berücksichtigung dieser Glieder von Zeuthen ausgesprochen. 
Die Formel (I11) ist, jedoch mit Berücksichtigung nur des ersten Gliedes 
der rechten Seite, von Zeuthen ausgesprochen (siehe die Citate in 
$ 15.). Alles übrige, namentlich aber die Art der Entwickelung aller 
Resultate, ist neu. Diese Entwickelung zeigt deutlich, dass, bei Vor- 
aussetzung der fundamentalen Formeln des § 9., und unter Anwendung 
der symbolischen Multiplication, alle in der Richtung der Salmon- 
Zeuthen'’schen Erweiterung liegenden Correspondenzsätze nur Um- 
formungen des ursprünglichen Correspondeneprineips Chasles’ sind; 
was vielleicht auch schon aus der Natur der Beweise Zeuthen’s für 
seine Correspondenzsätze vermuthet werden konnte. 
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Es wäre sehr weitschweifig, wenn man bei dem Ausspruche unserer 
Correspondenzformeln in Worten immer die Eintheilung der Coincidenzen 
in Gattungen mit berücksichtigen wollte. Nach den vorangehenden 
Bemerkungen ist vielmehr hinreichend verdeutlicht, wie die Zahl aller 
Coincidenzen, welche eine Verbindungsgerade durch eine gegebene 
Axe schicken, sich im Allgemeinen aus zwei Summanden zusammen- 
setzt, und wie die Zahl aller Coincidenzen, welche ihre Verbindungs- 
gerade durch einen gegebenen Puukt schicken, sich im Allgemeinen 
aus drei Summanden zusammensetzt. 


Wir können daher wohl das in Formel (lT) des $ 16. oder $ 17. 
steckende Correspondenzprineip im Punktraume kurz in folgender Form 
aussprechen: 

„Wenn vermöge einer dreifachen Correspondenzbedingung 

einem Punkte C resp. D des Raums «© Punkte D resp. d° 
Punkte C entsprechen, 

und den sämmtlichen Punkten C resp. D einer Geraden oo! 
Punkte D resp. C entsprechen, welehe eine Curve von der 
Ordnung c?d resp. cd? bilden, 

wenn ferner die Zahl 

eg, angiebt, wieviel Punkte im Raume liegen, in denen zwei 
Punkte C und D derartig zusammenfallen können, dass ihre 
Verbindungsgerade durch einen gegebenen Punkt geht, 

ebg angiebt, wieviel Punkte in einer Ebene liegen, in denen zwei 
Punkte C und D derartig zusammenfallen können, dass ihre 
Verbindungsgerade rine gegebene Gerade schneidet, 

eb? angiebt, wieviel Punkte in einer Geraden liegen, in denen 
zwei Punkte C und D zusammenfallen, jeder der Coincidenz- 
punkte jedoch so oft gerechnet, als ihm Verbindungsgeraden 
der beiden zusammengefallenen Punkte angehören, 

so besteht zwischen diesen T Zahlen die Relation, dass die Summe 
der vier ersien gleich der Summe der drei letzten ist, also: 

+ ed + eë + = eg, +eEebg+ b?“ 

Wir fügen noch die Uebersetzung der, wenn auch nicht „eigent- 
lichen,“ so doch durch ihre Einfachheit brauchbaren Formel (7) des § 16, 
hinzu: 

„Besteht zwischen den Punkten des Raums eine Correspondenz der- 
artig, dass einem Punkte C c’ Punkte D, und umgekehrt einem Punkte 
D & Punkte C entsprechen, und ist g, der Grad des Complexes (Strahlen- 
orts dritter Stufe) der Verbindungsgeraden entsprechender Punkte, so 
ist die Summe dieser drei Zahlen gleich der Anzahl derjenigen Punkte 
des Raums, in denen zwei Punkte C und D derartig zusammenfallen 
können, dass ihre Verbindungsgerade durch einen gegebenen Punkt geht.“ 


62 H, Scausenr. 


Hinsichtlich der Uebersetzung unserer Formeln in Worte mag nur 
noch Folgendes bemerkt werden. Die Formel (1) in $ 16. bezieht sich 
auf den Fall, wo nicht jeder Punkt des Raums, sondern nur jeder 
Punkt einer Curve von der Ordnung c einen entsprechenden Punkt 
besitzt; die Formel (3) bezieht sich auf den Fall, wo die Punkte, 
welche entsprechende besitzen, eine Fläche von der Ordnung c? bilden. 
Die Formel (III) bezieht sich auf den Fall, wo jedem Punkte des 
Raums eine endliche Anzahl c? von Punkten entspricht. Die Formel 
(IV) erledigt den Fall, wo jedem Punkte oo! Punkte entsprechen, die 
eine Curve von der Ordnung cd bilden. Die Formel (V) erledigt den 
Fall, wo jedem Punkte œo? Punkte entsprechen, die eine Fläche von 
der Orduung c*d? bilden. Die Formel (VI) bezieht sich auf den Fall, 
wo jedem Punkte des Raums feder Punkt des Raums entspricht, also 
auch in jedem eine Cvincidenz stattfindet, giebt also nur Selbstver- 
ständliches. Die mit der Trägerbedingung g. sbl. multiplicirte Formel 
(II) hängt mit der Formel (1V) dadurch zusammen, dass nach Formel 
(5) in $ 16.: - 

ge = cd — eb 

ist. Die Formel, welche entsteht, wenn man diese mit cd = g. + eb 
sbl. multiplieirt und eg. durch edg — £b? ersetzt, d. h. die Formel 

G = cd — elb?g 
vermittelt ebenso den Zusammenhang zwischen der mit G sbl. multi- 
plieirten Formel (1) einerseits und der Formel (V) andererseits. (Man 
vergleiche Nr. 4 von Zeuthen’s Abhandlung in den Comptes rendus, 
Juni 1874.) 

Wir bemerken an dieser Stelle noch einmal, dass die vorliegende 
Untersuchung ihrer Natur nach der von Cayley und Brill (siehe die 
Citate in 8 15.) gegebenen Ausdehnung des Corr.-Pr. auf Plancurven 
fern steht. Zwar können wir unsere Formel (I) auf das System erster 
Stufe der Punktepaare anwenden, welches durch eine auf einer Plan- 
curve n! Ordnung gelegene Correspondenz («, «’) definirt wird. Wir 
haben dann c = n : «a, d=n:a zu setzen. Wir können jedoch da- 
durch nichts anderes erhalten, als das auch unmittelbar ersichtliche 
Resultat, dass die Anzahl £ der Coincidenzen gleich 

ne) — g 
ist, wo g angiebt, wieviel von den oo! Verbindungsgeraden entspre- 
chender Punkte durch einen Punkt der Ebene gehen. 

Beispiele zu unsern Correspondenzformeln folgen erst in § 26., 
§ 27. und § 28., nachdem wir auch die übrigen Paare von Haupt- 
elementen, analog wie das Punktepaar, behandelt haben werden. 

Die dualistische Ucbertragung aller unserer Betrachtungen und Re- 
sullate ergiebt die analoge Behandlung des Ebenenpaars. 
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§ 18. 


di zwischen den Grundbedingungen des Strahlenpaares und denen 
seiner beiden Ausartungen *). 


Das Strahlenpaar und seine beiden Ausartungen, die Coincidenz € 
und das Schneidepaar 6 sind schon in § 15., Nr. 3 definirt. Dort sind 
auch die Symbole für die Grundbedingungen angegeben. Wir erhalten 
demgemäss folgende einzelne Grundbedingungen: 

1) beim allgemeinen Strahlenpaare: 
9, Ips Jes 9, G3 h, hp, he; h, H; B, B; 
2) bei der Coincidenz e: 
k, kp, ke, k, K; B, B 

3) bei dem Schneidepaar 6: 

9, Ips Jer 9s, G; A, hp, ke, ha, H; ÊB, B; u, W, wW; c,c, ci. 

Unter diesen bestehen nach den Grundformeln des § 9. und § 10. 
gewisse Relationen, welche wir hier folgen lassen. 

Nach der allgemeinen Formel (IV) des § 10. lässt sich B, die 
Strahlbedingung des Strahlenorts zweiter Stufe, welcher von allen g 
und À schneidenden Strahlen erzeugt, wird, und welcher, da er den 
Bündelgrad 1 und den Feldgrad 1 hat, „lineare Congruenz“ heissen soll, 
durch ß, die Büschelbedingung dieses Orts und die Grundbedingungen 
einer der beiden erzeugenden Axen. ausdrücken, nämlich: 


(1) B = Bg — 1 - gp — 1 - ge = Bg — g?, (Fall 13 in 8 10.) 
Ebenso: 
(2) Bubh MM. 


Diese Formeln gelten natürlich auch für jede der beiden Aus- 
artungen, da die Definition dieser in der Definition des allgemeinen 
Strahlenpaares mit enthalten ist. Also: 


(3) Be = fke — k'e, 
(4) Bo = go — yo, 
(5) Bo = Bho — k'o 


Da bei dem Schneidepaar g und h Strahlen eines Strahlbüschels 
sind, dessen Ebene u und dessen Scheitel c ist, so lassen sich nach 
Formel (I) und (II) des § 9., bei dem Schneidepaar alle übrigen auf 
g und h bezüglichen Grundbedingungen durch die Axenbedingungen . 
g und h und die Grundbedingungen von c und u ausdrücken. Also: 


rn 


*) Die hier gegebenen Bezeichnungen gelten auch in $ 19., 20., 21. Ebenso 
gehen die Formelnummern in diesen $3 weiter. 
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(6) go = pgo — us, 

(1)  hpo=uho— po, 

(8) go = cgo — do, 

(9) heo = cho — do, 
(10) go=uege — uo — ucet o = ucgo — co — u?co, 
(11) ho = ucho — u’ — ueo = ucho — co — u’ co, 
(12) Go = (wce—u")go — Who = (uc—c)go — wo, 
(13) Ho = (uc—u?)ho — u'eo = (uc — eho — u?do. 
Soll das Schneidepaar die Bedingung ß erfüllen, so kann dies entweder 
dadurch geschehen, dass seine Ebene u durch den Scheitel des Bü- 
schels von ß geht, oder dass sein Punkt c in der Ebene des Büschels 
von ß liegt, da ja die dem Schneidepaar angehörige lineare Congruenz 
von dem Strahlenfelde der Ebene u und von dem Strahlenbündel des 
Punktes ce gebildet wird. Also nach dem Gesetz der Spaltung: 

(14) Bo=uoc-+ceo. 

Daraus folgt mit Benutzung von Formel (4) und (5) die auch direct 
geometrisch leicht abzuleitende Formel: 

(15) Boe=uo+do. 

Die bisher mitgetheilten Formeln waren nur Anwendungen der 
allgemeinen Grundformeln, welche sich auf die Lage der Hauptelemente 
und Oerter in Grundgebilden beziehen. Die eigentliche Untersuchung 
des Strahlenpaars beginnt erst mit der Ableitung von Formeln für ein 
System erster Stufe vermittelst des Corr.-Pr. 

Wir setzen zu diesem Zwecke ein durch eine ganz beliebige Tfache 
Bedingung definirtes System erster Stufe von Strahlenpaaren voraus, 
und wenden nun auf dasselbe das Chasles’sche Corr.-Pr. in folgender 
Weise an: 

Träger: Strahlbüschel, 

Correspondenzbedingung: der eine Strahl soll Axe für den einen, 
der andere Strahl soll Axe für den andern Strahl eines der 
oo! Strahlenpaare sein, 

Correspondenzsumme g+ h, 

Coincidenzsumme: B + €. 

Daher: 

(16) g+h—B—e. ch 

Um auch die Zahl ó mit den einfachen Grundbedingungen g, h, B 
in Beziehung zu setzen, wenden wir am besten die, in $ 17. auch in 
Worten ausgesprochene, Formel (7) des $ 16. auf das System dritter 
Stufe derjenigen Punktepaare an, welche durch jeden Punkt eines 
Strahls g und jeden Punkt des zugehörigen Strahls A gebildet werden. 
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Für dieses ist das c? und das d? des $ 16. gleich Null, das g, gleich ß, 
das £g, gleich £ -+ øo, da durch einen gegebenen Punkt zu jeder Co- 
incidenz ein Strahl möglich ist, der die beiden in ihr zusammenfallen- 
den Strahlen schneidet, und auch zu jedem Schneidepaar ein Strahl 
möglich ist, der zwei zusammenfallende Punkte des Punktepaar-Systems 
enthält, nämlich der Strahl, welcher zu dem Schnittpunkt der beiden 
Strahlen des Schneidepaars geht. Also: 


(17) B=06-+e. 

Aus (16) und (17) folgt durch Elimination von ß resp. £: 
(18) gth=0-+2e, 
(19) ap — the. 


Diese Formeln , welche ganz allgemeingültig sind, werden wir nun, 
ebenso wie die Formeln bei Punktepaaren, mit allen möglichen Grund- 
bedingungen symbolisch multipliciren dürfen, ohne dass dadurch die 
Allgemeingültigkeit der resultirenden Formeln beeinträchtigt würde. 
Ehe wir dies jedoch behufs Auffindung von Formeln höherer Dimen- 
sion thun, leiten wir noch durch das Pr. d. sp. Lage zwei wichtige 
'ormeln zweiter Dimension ab. Lässt man nämlich die Ebene des 
Büschels einer Bedingung ß mit der Ebene des Büschels einer anderen 


Bedingung ß zusammenfallen, so erhält man sehr leicht durch das Pr. 
Esp. I: 


(20) P= Bp get het co, 
und durch das dualistisch entsprechende Verfalren: 
21) B=B+ + +6. 


Durch Elimination von B? aus jeder dieser Formeln und der mit ß 
sbl. multiplicirten Formel (17) erhält man, nachdem man Bo nach 
Formel (14) durch wo + co ersetzt hat, und co resp. uo gehoben hat: 


(22) uo = B 4- ge +h — Be, 
(23) co =B +g + hp — BE. 

Ferner folgt durch sbl. Mult. der Formel (16) mit g oder A, und 
Einführung des Symbols 3 durch Formel (1) oder (2): 
(24) B=gh—ke, 
eine Formel, welche auch durch das Pr. d. sp. Lage sich ergiebt, wenn 
man die Axe der Bedingung g mit der von A zusammenfallen lässt, 


und welche analog der Formel (5) in § 16. ist. Setzt man nun den 
Werth von B aus (24) in (22) und (23) ein, so kommt: 


(25) gi +ygh+h—us—=ketBe, >. Kin 
(26) gp H gh + hp — co =ke -+ Be. (HS 
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Aus diesen beiden Formeln werden sich die Correspondenzprinci- 
pien im Strahlenfelde und im Strahlenbündel ergeben. Um andere 
brauchbare Correspondenzformeln zu erhalten, streben wir nun darnach, 
bei weiteren symbolischen Multiplicationen die dem nicht-ausgearteten 
Paare angehörige Grundbedingung ß immer-aus den Formeln zu ent- 
fernen, und ebenso alle dem Schueidepaar angehörigen Symbole mög- 
lichst fern zu halten, jedenfalls aber von solehen Symbolen nur die- 
jenigen zuzulasseu, welche von der Form 
: u” e"o 
sind. Um diesen Zweck zu erreichen, leiten wir eine allgemeine For- 
mel ab, welche nur die Producte der Potenzen von g und Ah, die Sym- 
bole u”c"o und die Symbole &/*ß® enthält. Man multiplicire die Haupt- 
formel (16) mit dem Resultate der Division von 


(+ hr — Br durch (g +A) — B. 


Dann erhält man: 


(g + h)" = p” =e Fee! + 21 kpr- + Dip +- Pare gl ce) z 
Dann addire man zu dieser Gleichung die mit ß"-? symbolisch multi- 
plieirte Gleichung (17). Dann erhält man: 


(g+ Ah)" $ ß* ag + Be le + E [Br + 2k pr? + Er DIM]. 
Da aber nach Formel (14): 


Bo = (p +)" 10 
ist, so erhält mau durch Einführung von (a + c)""!o statt B"-!0 die 
gesuchte allgemeine Formel: 


(27) (HA — (u + onto E[2Br- +2 Kßr-? + 22R2 Bn-S On fn], 
Gelingt es nun, einige oder alle in dieser Formel enthaltenen Sym- 
bole von der Form u°co noch auf andere Weise durch die Producte 
der Potenzen von g und A und durch die & zugehörigen Symbole aus- 
zudrücken, so würde man durch Einführung der so erhaltenen Aus- 
drücke Correspondenzformeln von der wünschenswerthesten Gestalt er- 
halten. Wir suchen daher jetzt die Symbole u®c? o so wie eben gesagt 
ist, auszudrücken. 
Zunächst ist nach Formel (18), (25), (26): 
=g + h —2s, 
uO = ge H ght he — E(B +k), 
co = gp + gh + hp — e (B +8). 
Multipliciren wir nun die beiden letzten Formeln mit g und subtrahiren 


von deréerhaltenen Gleichung die mit g, resp. ge multiplicirte erste 
Formel für o, so erhalten wir, da nach (6) und (8) 
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UJO — pð = u°6 


und 
CQO — 9,6 = CO 
ist, 
(28) WO = għe + geh — e [ke — kp + BK], 
(29) Co = ghp — gph — e [kp — ke + BK]. 


Eine Formel für uco aber kann auf ähnlichem Wege nicht erhal- 
ten werden, da sich uco nicht durch ugo, cgo, 9,0, 9.0 ausdrücken 
lässt. Daher lässt sich aus der für n — 3 specialisirten Formel (27) 


u?o und c?o durch (28) und (29) entfernen, nicht aber uco. Wir 
erhalten so: 


(+ h? — (gl? + gh) + 2eßk — Quco = e [28° + 4Bk+ 4], 
oder, nach Vereinfachung dieser Gleichung und Division durch 2: 
(30) uco =g + Ph Hg +h, — £ [P + 2%). 


Subtrahirt man von dieser Gleichung die Summe der durch 2 di- 
vidirten Gleichungen (28) und (29), so kommt: 


uco — Wo — 4 eom g + 4h + Agh + h — e [B —pk4 2R), 
oder: s 
(31) g +48 h+ fgh + Hilu e) o = [p — Bk+2k]. (I) 
Diese Formel enthält das Correspondenzprincip in der Strahlenaze. 
Da die Symbole wc, wo a+ b53 ist, sich durch die, wo 
a + b < 3 ist, und durch die Grundbedingungen von g ausdrücken 
lassen, so erhält man jetzt auf leichte Weise Formeln für diese Sym- 
bole, indem man die Formeln (18), (22), (23), (28), (29), (30) mit 
9, Jp, Jes Js, Œ symbolisch multiplicirt und die erhaltenen Gleichungen 
passend verbindet. Z. B. folgt eine Formel für u?o durch Subtraction 
der mit gp multiplicirten Formel (22) von der mit g multiplicirten 
Formel (28), da 
wo = u’go — IpO 
ist. Es ergiebt sich so oder durch Benutzung von 


wo = ug. — 9,0 j 
die folgende Formel für u°o: 
(32) © PO = Jehe — e (Bke —Rk,). 
Ebenso folgt aus c?o =c? g6 —cy.0=c9,0 —9,0 auf zweifache Weise: 
(33) co = Yp p — E (Bkp — hs). 


Ebenso ergiebt u’co = ucyo — c9,0 und uc?6 = ucgo — ug.0: 
3) pco =gh + gh + gh — Iph, — £ [B?k — Bkp + 3h), 
(35) ueo =y, h4 PE F ghi — ge he — e [Bk — BR + 3k,). 


ne 
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Endlich erhält man aus den "Formeln: 
co = u? cgo — 4C9,0 = UC — 0,0, 
wc’ = p gO— ucg.6 = PCYpO— UJO , 
Wes = pco +H uds, 
LICO = KCO = peg — ud = u CY — C9, = ete. 


jede der folgenden 4 Formeln auf mehrfache Weise: 


(36) uies = ghe + geh, — e [B ke -- BK, + K], 
(37) UČO = hp + Iph — EB, — BK + K], 
(38) WECO = 4h + Ph, — e [BKR — BR HR], 
(39) ueo =u? ho = 9h, — e [B k, — BE] ; 


u3c6 ist natürlich gleich Null. 


Substituirt man nun die eben entwickelten Wertlie von ao in 
die aus der Gleichung (27) durch Specialisirung vou n folgenden For- 
meln, so erhält man Identitäten, wenn n = 1 und n = 2 ist. Es 
gelingt also nicht, aus den Correspondenzformeln erster, zweiter und 
dritter Dimension nach Entfernung von ß auch 6 ganz zu’entfernen, 
sondern es bleibt dann mindestens noch ein g angehöriges Symbol stehen. 
Für n = 4 ergiebt sich jedoch aus Formel (27) nach Einsetzung der 
in (32), (33), (34), (35) entwickelten Werthe von u°o, u?co, ues, 
co die folgende wichtige Formel: 


(40) G+gh+ ghet gphp+ ght H= eff 281438], (IV) 
welche das Correspondenzprineip im Strahlenraume darstellt. Man findet 
diese Formel auch auf folgendem Wege. Man multiplicire von der 
aus (30) folgenden Gleichung: 


ueo + elk +2) =g + hH gh + h 
und von der aus (16) folgenden Gleichung: 
Be TA — i 


die linken Seiten und die rechten Seiten mit einander, setze die er- 
haltenen Ausdrücke gleich und substituire wo + co für Bo. Dann 
kommt zunächst: 


(wet ueo + eB Hke) = G + HH gih H 3gh + 2g°h? 

— [2k +24]. 
Setzt man nun für u?co und uc?o die Werthe aus (34) und (35) 
und vereinfacht die erhaltene Formel, so erhält man die Formel (40) 
noch einmal. Dieselbe ist vom Verfasser ursprünglich nicht auf dem 
hier angegebenen Wege der blossen symbolischen Rechnung aus den 
Hauptformeln (16), (17), (20), (21) abgeleitet worden, sondern direct 
geometrisch durch mehrmalige Anwendung des Pr. d. sp. Lage gefunden 
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worden. Die hier gegebene Ableitung sollte beweisen, wie unsere Sym- 
bolik kraft der Grundformeln des $ 9. die oft schwierigen oder wenig- 
stens mühsamen rein geometrischen Herleitungen auf ein Minimum be- 
schränkt. 

Analog, wie wir beim Puuktepaare ($ 16.) die Formeln von höherer 
als der dritten Dimension durch Multiplicationen mit den Grund- 
bedingungen eines der beiden Punkte aus der Formel dritter Dimen- 
sion III ableiten konnten, so finden wir auch beim Strahlenpaare die 
Formeln von höherer als der vierten Dimension durch Multiplication 
mit 9, Jp» Jes Js, @ aus der Formel (IV) vierter Dimension. 


Also: 
(41) Gh+gM+gn+gH—=e(ßk —2BH2 36k), (V) 


(42) Gh, + Yh, + yp H = e (ph, — 28h, + 38K), (VD 
(43) Ghe + ysħhs + Je H = e (B'ke — 268° k, +3ßK), (VT) 
(44) Gh + y, H = e (Bk, — 28K), (VID) 
(45) G H = e (B'K) . (VHD 


Die letzte Formel ist selbstverständlich. 


§ 19. 


Relationen, welche nur Grundbedingungen des Strahlenpaares oder nur 
Grundbedingungen seiner Coincidenz enthalten. 


Beim Punktepaare konnten die linken Seiten der eigentlichen 
Correspondenzformeln von höherer als der dritten Dimension auf mehr- 
fache Weise aus der linken Seite der Formel dritter Dimension erhal- 
ten werden. Hätte man diesen Umstand zur Aufstellung von Relatio- 
nen zwischen den Coincidenzsymbolen benutzt, so wäre man auf keine 
andern Beziehungen geführt, als auf diejenigen, welche schon aus 8 9. 
bekannt sind. Wendet man jedoch beim Strahlenpaare das analoge 
Verfahren au, so kommt man auf Formeln zwischen den Grund- 
bedingungen einer Strahlen-Coincidenz, welche neu und desshalb inter- 
essant sein dürften, weil in den letzten Jahren analoge Formeln zwi- 
schen den Grundbedingungen eines Kegelschnitts aufgefunden sind. 
(Vergl. Lindemann’s Vorl. von Clebsch, p. 406.) 

Die linke Seite der Formel (41) kann aus der Formel (40) nicht 
bloss wie oben durch Multiplication mit y oder A, sondern auch da- 
durch erhalten werden, dass man ihre linke Seite mit der linken Seite, 
ihre rechte mit der rechten Seite der aus (16) folgenden Formel: 

gth—e=ß 
multiplicirt und alle Coincidenzsymbole nach rechts bringt. Dadurch 
erhält man nämlich zunächst: 


70 H Scmcseer. 


2Gh 49KPH hpt grh tah tgh gh 42H 
=: Kp kk pkk, pkk tkk, 4K + 878'—2B°%k+3ß°k?], 
und aus dieser Formel durch Vereinfachung: 
2Gh + 2g, h? + 29h, + 29 H = E [B'— 2 Pk + 30K 46K]. 


Die linke Seite dieser Formel ist nun das Doppelte der linken 
Seite von Formel (41). Muitiplicirt mau also die Formel (41) mit 2 
und vergleicht die rechten Seiten, so erhält man: 

ER —2BPk +H3ER+6K)=Eel2PR — 4ER + 6K), 
oder: 

(46) E(B! — Pk HIER — GB H5IN—= 0, 
oder: 


E(P — BE + KE) (°° — BE + 3) = 0. 


e (Bk — k= B 


ist, so kann die Formel (46) durch Einführung des Symbols B eine 
einfachere Form annehmen, aus welcher nun k ganz verschwunden ist, 
nämlich: : 

(47) E (Bt — 4B B HIBS, 


oder: 


Da 


A= BE —3B)æ0. 


Für eine lineare Congruenz, deren beide erzeugende Axen unend- 
lich nahe sind, gilt also der Satz, dass zwischen der einfachen Grund- 
bedingung ihrer Coincidenz-Axe k und ihrer Büschelbedingung B, oder 
zwischen ihrer Büschelbedingung B und ihrer Strahlbedingung B immer 
ein und dieselbe Relation vierter Dimension besteht, welche durch Formel 
(46) oder (47) dargestellt wird. Aus der Formel (46) kann man dann 
auch verschiedene auf das allyemeine Strahlenpgar, oder, was dasselbe 
ist, auf die allgemeine lineare Congruenz bezügliche Relationen fünfter 
Dimension finden. Dies geschieht dadurch, dass man die Gleichung 


Eee 
derartig mit g und h zugehörigen Symbolen multiplieirt, dass durch 
Addition der so erhaltenen Gleichungen eine Formel entsteht, deren 
rechte Seite nach Formel (46) gleich Null zu setzen ist. Wir erwäh- 
nen von diesen Relationen diejenige, welche zwischen (g 4-h) einerseits 
und ß andererseits besteht. Zu dem Ende multipliciren wir 
yta Sn 
erstens mit ß?, 
zweitens mit — $ß’(y+h), 
drittens mit +4ß?(g + A), 
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viertens mit — $ B (g+ H}, 
fünftens mit + $y (g +h)!, 
und addiren die erhaltenen Gleichungen. Dann kommt bei Benutzung 
von (46): 
(48) 168%—486*(9+h) +608" (g +r) —408(9+h) +1560 +A)' 
IN. 
In diese Gleichung lässt sich leicht ‘die Bedingung v einführen, 
welche aussagt, dass eine der beiden erzeugenden Axen der linearen 
Congruenz einen gegebenen Strahl schneiden sollen. Dieselbe ist näm- 
lich nach dem Gesetz der Spaltung gleich 
REN. 
Ersetzt man demgemäss das Symbol g + h in (48) durch v, so . 
erhält man eine Beziehung fünfter Dimension zwischen der Bedingung, 
dass ein Strahl der linearen Congruenz einem Strahlbüschel angehören 
soll, und der Dedingung, dass eine Axe einen Strahl schneiden soll. 
Es gelingt auch, eine Formel fünfter Dimension aufzufinden, 
welche nur ß und B enthält. Wir multipliciren zu diesem Ende die 


Formel (17) 
B—o+e 


Bi—4#L+3B, 
und benutzen erstens, dass nach Formel (47) 
e (Bf —48?B +32) = 0 
ist, und zweitens, dass auch 
: o (B'— 4B B + 3B) = 0 
ist. Letzteres folgt daraus, dass bei Benutzung von (14) und (15) 
und von 


mit 


ue + uo = uc? (Grundformeln des $ 9.) 
der Ausdruck 
G(B—48B+38B) = 0 [(u+e)!— 4 uter (u?+ ce) + 3 (u’+ eT] 
“verschwindet. Daher wird die mit (ß!—4ß?B+3°?) symbolisch mul- 
tiplicirte Formel (17) zu: 
(49) B? — 4B B 4- 36B? = 0 
oder: 
B (P — B) (?— 3B) =0. 
Dieses Resultat könnte in Worten etwa so ausgesprochen werden: 


„Für jede beliebige einer linearen Congruenz auferlegte dreifache 
Bedingung Z sind die drei Ansahlen, von denen 
die erste angiebt, wieviel lineare Congruenzen die Bedingung Z 
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zu erfüllen, und zugleich 5 gegebenen Strahlbüscheln je einen 
Strahl zuzuschicken vermögen, 
die zweite angiebt, wieviel Z erfüllen, 3 gegebenen Strahlbüscheln je 
einen Strahl zuschicken und 1 gegebenen Strahl enthalten können, 
die dritte angiebt, wieviel Z erfüllen, 1 gegebenen Strahlbüschel einen 
Strahl zuschicken, und 2 gegebene Strahlen enthalten können, 
derartig von einander abhängig, dass die Summe der ersten An- 
zahl und des Dreifachen der dritten Anzahl gleich dem Vierfachen der 


zweiten Anzahl ist.“ è 


Die eben gefundenen Resultate sind, wie schon oben erwähnt ist, 
Analoga von Resultaten, die Herr Halphen (Bull. de la soc. math. 
Bd. 1) (Liudemann’s Vorl. von Clebsch, p. 406, Formel (11)) für 
Kegelschnitte aufgefunden hat. Bezeichnet nämlich v die einfache 
Grundbedinugung des Punktorts, ọ die des Strahlenorts eines in fester 
Ebene befindlichen Kegelschnitts, so besteht, wie die eigentliche Cha- 
rakteristikentheorie ergiebt, zwischen » und ọ immer eine Relation 
dritter Dimension, welche lautet: 


2v3 — 3r? E + 3v0?—20= 0 *). 


Wie nun bei Kegelschnitten der Relationen jeder noch höheren 
Dimension mehrere vorhanden sind, so bestehen auch bei der linearen 
Congruenz zwischen ß und (y 4+ A), und zwischen ß und B mehrere 
Relationen jeder höheren Dimension, die auf demselben Wege gefuuden 
werden können wie die Formeln (46), (47), (48), (49). 


Selbstverständlich besteht für jedes Gebilde mit der Constanten- 
zahl c eine Relation zwischen je zwei c-fachen Bedingungssymbolen. 
Festzustellen wäre jedoch, ob nicht zwischen zwei oder mehr Be- ` 
dingungssymbolen von kleinerer als der c“" Dimension auch Relationen 
bestehen. Beziehen sich die Bedingungssymbole auf verschiedene 
Plücker’sche Oerter, welche in der Lage ganz unabhängig von einan- 
der sind, so können natürlich solche Relationen nicht bestehen. Wohl 
aber sind dieselben möglich, wenn die Oerter eine specielle Lage zu 
einander einnehmen, wie der Ort der Puukte einer Curve, der Ort ihrer 
Tangenten und der Ort ihrer Schmiegungsebenen. Der eben ausge- 
sprochene Gedanke führt zu folgendem möglichst allgemein ausgespro- 
chenen Probleme: 


„Gegeben ist die Definition eines Gebildes und a Bedingungen für 
dasselbe. Gesucht werden allgemeingültige Formeln möglichst niedriger, 
vielleicht p' Dimension, deren p-fache Bedingungssymbole jene a-fachen 
Beding gungen oder einen Theil tonii zu symbolischen Factoren haben.“ 

*) Die analogen Relationen für Flächen zweiter Ordnung sind während des 
Drucks vom Verfasser gefunden. 
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Die einfachsten Fälle dieses Problems haben wir schon durch die 
Formeln des § 8., § 9. und § 10. erledigt. Formel (IH) iu § 9. löst 
z. B. folgendes Problem : 

„(regeben ein Gebilde, welches aus einer Ebene und einen darauf 
liegenden Punkte besteht, und erstens die Bedingung u, dass die Ebene 
durch einen gegebenen Punkt gehen soll, zweitens die Bedingung c, 
dass der Punkt auf einer gegebenen Ebene liegen soll. Gesucht eine 
Forinel möglichst niedriger Dimension zwischen den Producten der 
Potenzen von u undc. Die niedrigste Dimension einer solchen Formel 
ist die dritte. Die Formel selbst lautet: 


p — wpe H ue — © = 0.4 


Zwischen den Grundbedingungen zweier in allgemeiner Lage zu 
einander befindlichen Strahlen kann natürlich keine Relation bestehen. 
Wohl aber besteht eine solche zwischen den Grundbedingungen zweier 
sich schneidender Strahlen. Diese Relation ist durch die Formel (IV) 
des $ 9. ausgesprochen. 

Die obigen auch das Schneidepaar berücksichtigenden Formeln lie- 
fern uns die Mittel, die eben erwähnte Formel noch einmal zu erhalten. 
Multiplicirt man nämlich die Formel (18) symbolisch mit 


G — Yih + gh+gh, —yh+ H, 
so wird die linke Seite der entstehenden Formel identisch Null. Da- 
her kommt: 


0 = o [G — gsh + gphe + gehy — g h, + H) 
+2E [K — k, k LR + kekp— kk, + K]. 
Da nun kk = K, kpke aber gleich Null ist, so verschwindet auch 
das £ angehörige Symbol, so dass wir erhalten: 


o [G — yh + gphe + gl — għ + H) =0; 

das ist der Inhalt der Formel (IV) in § 9. 

Da zwar @ und g, durch g allein, nicht aber jedes der Symbole 
9, und g; durch g allein ausdrückbar ist, so würde diese Formel noch 
keine Lösung des Problems ergeben können, eine Formel möglichst 
niedriger Dimension aufzustellen, welche nur die Potenzen der Axen- 
bedingungen der beiden Strahlen eines Schneidepaars enthielte. Die 
gesuchte Formel entstände aber, wenn man die eben aufgestellte For- 
mel mit g oder » symbolisch multiplieirte, und benutzte, dass 4, = 4 9°, 
G = 4g* ist. Danu kommt nämlich die Formel fünfter Dimension: 


o (goh — pk 4 PR — gh) = 0, 
welche, ebenso wie die Formeln (46) bis (49), ein Analogon zu der 
interessanten Formel dritter Dimension liefert, welche die einfachen 
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Grundbedingungen eines in fester Ebene befindlichen Kegelschnitts 
verbindet. 


§ 20. 


Formeln zwischen den Grundbedingungen der Coincidenz des Schneide- 
paars und denen des Schneidepaars oder des allgemeinen 
Strahlenpaars. 


Das Schneidepaar, welches wir in § 18. nur als Ausartung des 
allgemeinen Strahlenpaars aufgefasst haben, betrachten wir hier um 
seiner selbst willen. Dabei behalten wir noch immer die Bezeichnungen 
des § 18. bei. 

Die Coincidenz des Schneidepaars g, die am passendsten mit eo 
zu bezeichnen ist, entsteht dadurch, dass die Strahlen g und h in den 
Strahl A unendlich nahe rücken, wobei der Schnittpunkt c und die 
Schnittebene u vollkommen bestimmt bleibt. Eine 20 zugesetzte a-fache 
Bedingung bezeichnet die Anzahl derjenigen Coincidenzen zo, welche 
diese a-fache Bedingung erfüllen und einem vorliegenden Systeme 
(a— 1)! Stufe angehören. Alle Formeln zwischen Grundbedingungen 
des Schneidepaars gelten natürlich auch zwischen den gleichnamigen 
Grundbedingungen dieses specielleren Schneidepaars. Z. B. 


(50) Beo = ueo +ceo, 
(51) Beo = wo + eeo, 
(52) kpo = ukes — u°eo, 
(53) ke €060 = chkeo — CEO , 
(54) k, €60 = uceked — u?eo -— uceo, 
(55) y Keo = (we— pikeo — puce. 


Dieselbe Art der Benutzung des Corr.-Pr., welche in § 18. zu der 
Formel (16) führte, führt hier bei dem Schneidepaare zu folgender 
Formel: 

(56) go + ho — Bo = £o. (1) 

Durch sbl. Mult. dieser Gleichung mit u, c und g oder k erhält 
man nach Benutzung von (6) und (8) oder (7) und- (9) und von (50): 


(57) Ipo + hpo + US — uco = peo , 
(58) ge0 + heo + o — uco = cto , 
(59) gho — uo — do = keo. 


Statt (59) kann wegen (51) auch geschrieben werden: 
(60) Bo = għo — keo (vergl. (24)). 
Durch Addition von (59) zu (57) und zu (58) erhält man: 
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(61) Ipo + gho + hpo — uco — co == E0(u+K), (Ir) 
(62) ged + gho + ho — uco — wo: = co (c +k). (I) 
Durch Multiplication der Gleichung (57) mit c oder der ml 
(58) mit u, und durch Benutzung der Relation: 
wo — p?co + uoa — co—=0 
erhält man endlich: 
(63) Do + ho + u°6 + co = eo(uc). 

Diese Formel enthält das beste Correspondenzprincip für zwei sich 
schneidende Strahlen bei dreifacher Correspondenzbedingung. Sie kônnte 
hinsichtlich ihrer Einfachheit der Formel (7) des $ 16. an die Seite 
gestellt werden. 

Führen wir jetzt die dem allgemeinen Strahlenpaare angehörigen 
Symbole dadurch ein, dass wir durch Multiplication von (18) mit g, 
und k,, 9,0 und h,6 ausdrücken, und die erhaltenen Ausdrücke, ebenso 
wie die in (32) und (33) gegebenen Ausdrücke für gw°o und c’o in 
Formel (63) einsetzen, so erhalten wir: 

(6) G+gh+ gehe + 9php + għ 4+ H = co(uc) + s(PR?-+-K?). 

Die linke Seite dieser Formel stimmt mit der linken Seite der 
Formel (40) überein; die rechte Seite aber enthält ausser der Coinci- 
denz des allgemeinen Strahlenpaars auch die Coincidenz des Schneide- 
paars. Wir verändern nun, weil dies für die Ablesung von Corre- 
spondenzsätzen zweckmässig ist, die rechte Seite der Formel (64) so, 
dass alle Symbole, die & angehören und ß enthalten, verschwinden 
und dafür eo angehörige Symbole eintreten. Dies gelingt durch ge- 
wisse Formeln, welche nur & und so enthalten und auf folgendem 
Wege gefunden werden. 

Man addire die mit (y+A) multiplicirte Gleichung (17), die mit 
— ß multiplicirte Gleichung (18) und die Gleichung (56). Dann erhält 
man nach Aufhebung der gleichen Glieder: 


0 = eo + 2ek — 2:ß, 


oder: 
(55) 4 co = £ (B —k). 
Hieraus erhält man durch sbl. Mult. mit $ -+k und mit B’ 8k-4-4?: 
(66) b co (B +k) = e (B?°—k'), 
(67) Heo(B+ BH) = E(B- k). 


Berechnet man aus (65) ß, multiplicirt mit A?, und setzt den 
erhaltenen Ausdruck statt eßk? in (64) ein, so kommt: 


(68) G+gh+ php + ÿehe + gh + H= co (nck) +d4eh,, 
eine Formel, welche in vielen Fällen der Anwendung des Correspondenz- 
princips im Strahlenraume bequemer ist, als Formel (40). . 
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Es liegt nahe, die Formeln (40) und (68) oder (64) dadurch zu 
verificiren, dass man ihre rechten Seiten gleichsetzt. Dies giebt: 


(69) so (ue) = (B° — BE + BEM). 
«Führt man hier statt eß?, eß?’k, Bk? die aus (65), (66) und (67) 
folgenden £g enthaltenden Ausdrücke ein, so kommt: 


sole) = } 0 (B'—Bk+ F°). 
Beachtet man jetzt, dass k? = k, + ke, und benutzt (50), (52) 
und (53), so erhält man die bestätigende Identität: 


(u) = 4 £0 [et — (u+ o)k + (uk — +ch— e). 


8 21. 


Ablesung von Correspondenzsätzen aus den für das Strahlenpaar und 
das Schneidepaar erhaltenen Formeln. 


Nach den in $ 15. gemachten allgemeinen Bemerkungen über die 
Salmon-Zeuthen'sche Erweiterung des Correspondenzprincips und 
nach der in $ 17. besprochenen Uebersetzung der Formeln für Punkte- 
paare in Sätze über Correspondenzen zwischen Punkten ist hier nur 
wenig hinzuzufügen, da die meisten Bemerkungen des § 17. ohne 
Weiteres vom Punktepaar auf das Strahlenpaar übertragen werden 
können. 


Die Eintheilung der Coineidenzen in Gattungen gestaltet sich hier wie 
folgt. Eine Coincidenz im Strahle & ist von der («+ 1)" Gattung oder 
a-stufig, wenn dieselbe die Bedingung f° von, selbst zu erfüllen im 
Stande ist, oder, was dasselbe ist, wenn als verbindende lineare Congruenz 
der beiden in À zusammengefallenen Strahlen jede Congruenz aus einem 
System «a! Stufe solcher Congruenzen angesehen werden kann. Eine 
Coincidenz (« -+ 1) Gattung wird ferner -fach zu nennen sein, wenn 
durch jede Bedingung 8° à solcher verbindenden linearen Congruenzen 
bestimmt sind. Unter 00° einem Strahle % unendlich nahen Strahlen 
giebt es immer oc“ !k schneidende Strahlen. Daher ist bei einer Co- 
incidenz («+ 1) Gattung im Strable k immer ein System («— 1)! 
Stufe von Coincidenz-Schneidepaaren bestimmt, welche k als Coinci- 
denzstrahl besitzen. Nun drücken aber die Formeln (65), (66) und 
(67) des 8 20. die eß, eß?, eß? durch die ek, eh?, eh, 66, E0ß, 
ok, eoß?, eoßk, ok? aus, und die cof, zoß?, eoßk -lassen sich 
wieder durch die du und oc ausdrücken. Daher können bei den 
Correspondenzsätzen die Coincidenzzahlen, je nach Bedarf, entweder 
durch die Producte der Potenzen von ß und k für £, oder durch die 
Producte der Potenzen von u und c für ø und eine einzige Potenz 
von À für & ausgedrückt werden, wie Formel (40) und (68) zeigen. 
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Die Formeln, welche in § 18. und § 20. mit römischen Nummern 
bezeichnet sind, eignen sich namentlich zur Ablesung von Correspon- 
denzprincipien in herkömmlicher Ausdrucksweise. 


Das Chasles’sche Correspondenzprineip im Strahlbüschel erhält 
man dadurch, dass man sich Formel (56) mit w?e? symbolisch multi- 
plicirt denkt. Die schon durch Zeuthen’s Untersuchung bekannten 
Correspondenzprincipien im Strahlenfelde und im Strahlenbündel ent- 
stehen aus (62) und (61) durch sbl. Mult. mit wYresp. c?. Neu ist das 
aus (31) folgende Correspondensprincip in der Strahlenaxe. Man erhält 
dasselbe, wenn man sich diese Formel mit 3. sbl. multiplieirt denkt 
und beachtet, dass 


} B (u— c)? = $ (WH e) (u - co = Le + eu? —2u°c—2uc)o 
identisch verschwindet, da u? o = neo + uco ist. 

Die Formel (31) lautet dann: 
(70) Big 449 h+Igh +h) =e (8? — Bk +212) B 

—=J:0(u+c)B+2ER?B. 

Sie ist so zu einer eigentlichen ($ 15.) Correspondenzformel geworden. 
Die Formeln vierter und höherer Dimension sind von selbst eigent- 
liche. t 

Es wird überflüssig erscheinen, die rechten Seiten dieser Corre- 
spondenzformeln durch Einführung der Coincidenzen verschiedener Gat- 
tungen noch besonders zu erläutern, da ja erstens die Art und Weise 
einer solchen Deutung durch das Beispiel des Punktepaares hinreichend 
gekennzeichnet ist, und zweitens für die Anwendungen die oben ge- 
gebene einfachere Gestalt der Correspondenzformeln viel geeigneter ist. 


Das vollständige Correspondenzprincip in der Strahlenaxe lautet 
also nach Formel (70), da Bgp= Bge, also 4 By’h= Bg,h=Bgeh ist: 

1) „Wenn zwischen tlen oo? Strahlen, welche eine Axe schneiden, 
eine durch eine dreifache Correspondenzbedingung definirte Correspondenz 
derartig besteht, dass einem Strahle X resp. X’ « Strahlen X’ resp. 
« Strahlen X entsprechen, und dass diejenigen Strahlen X’ resp. X, 
welche den sämmtlichen Strahlen X resp. X’ eines in der Axe liegenden 
Strahlbüschels entsprechen, eine Regelfläche vom Grade ß’ resp. B bilden, 
so ist die Summe dieser 4 Zahlen 


DRET +B+E 


u—v-2z, 
wo u die Anzahl derjenigen Strahlen der Axe ist, in welchen zwei 
sich entsprechende Strahlen so zusammenfallen, dass zwei geyebene 
Strahlbüschel je einen Strahl enthalten, der diese beiden zusammen- 
fallenden Strahlen zu schneiden vermag, 


gleich 
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wo v der Grad der von denjenigen Strahlen der Axe erzeugten Regel- 
fläche ist, in welchen zwei sich entsprechende Strahlen so zusammen- 
fallen, dass ein gegebener Strahlbüschel einen Strahl enthält, der 
diese beiden zusammenfallendeñ Strahlen zu schneiden vermag, 

und wo z die Summe von Bündelgrad und Feldgrad des von den- 
jenigen Strahlen der Axe erzeugten Strahlenortes zweiter Stufe ist, 
in welchem zwei sich entsprechende Strahlen zusammenfallen.“ 


Die eben genanftte Zahl « entsprach unserm Bg,, « unserm Bh,, 
ß unserm 4 Bg?h, ß’ unserm ZBgh?, u unserm eBß?, v unserm 
EBBk, # unserm eB k? 

Das Correspondenzprincip im Strahlenraume wollen wir aus der 
Formel (68) ablesen, dabei also die Coincidenz des Schneidepaars be- 
rücksichtigen : 

2) „Wenn zwischen den oo! Strahlen des Raums eine durch eine 
vierfache Correspondenzbedingung definirte Correspondenz derartig besteht, 
dass einem Strahle X resp. X’ a’ Strahlen X’ resp. à Strahlen X ent- 
‚sprechen, dass ferner diejenigen Strahlen X’ resp. X, welche den sämmt- 
lichen Strahlen X resp. X’ eines Strahlbüschels entsprechen, eine Regel- 
fläche vom Grade ß' resp. B bilden, dass ferner diejenigen Strahlen X’ 
resp. X, welche den sämmtlichen Strahlen X resp. X’ eines Strahlen- 
bündels entsprechen, einen Strahlenort zweiter Stufe vom Bündelgrade y 
bilden, und dass endlich alle diejenigen Strahlen X’ resp. X, welche den 
sämmtlichen Strahlen X, resp. X’ eines Strahlenfeldes entsprechen, einen 
Strahlenort zweiter Stufe vom Feldgrade à bilden, dann ist die Summe ° 


dieser 6 Zahlen: : 
| a+ +B+ß+r+90 
u+ v + 4z, 


wo u die Anzahl derjenigen Strahlen ist, in welchen zwei sich ent- 
sprechende Strahlen zusammenfallen und zugleich sich so schneiden, 
dass der Schnittpunkt auf einer gegebenen Ebene liegen kann und 

die Schnittebene durch einen gegebenen Punkt gehen kann, 
wo v die halbe Summe von Bündelgrad und Feldgrad des von den- 
jenigen Strahlen erzeugten Strahlenorts zweiter Stufe ist, in wel- 
chen zwei sich entsprechende Strahlen susammenfallen und zugleich 

sich schneiden, 

und wo z der Grad des von denjenigen Strahlen erzeugten Strahlen- 
orles dritter Stufe (Complexes) ist, in welchen zwei sich entspre- 
chende Strahlen zusammenfallen.“ . 
Wir fügen diesen beiden Correspondenzprincipien noch die Ueber- 
setzung einiger der für das Schneidepaar gefundenen Formeln hinzu: 
Multiplicirt man Formel (57) und (58) mit der Trägerbedingung B, 
so verschwinden die Symbole u?o — uco resp. c?o — pco identisch, 


gleich 
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und wir erhalten so folgende Correspondenzsätze aus diesen beiden 
Formeln: 


3) „Wenn zwischen den œ Strahlen, welche eine Axe schneiden, 
eine Correspondenz derartig besteht, dass je zwei entsprechende Strahlen 
sich schneiden, und dass durch einen nicht auf der Axe liegenden’ 
Punkt « Strahlen X resp. « Strahlen X’ gehen, die entsprechende be- 
sitzen, so ist die Summe dieser beiden Zahlen 


a+ « 
gleich der Anzahl derjenigen Strahlen der Axe, in denen zwei sich ent- 
sprechende so zusammenfallen, dass ihre Schnittebene durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen kann.“ 

4) Der andere Satz entspricht diesem dualistisch. 

Aus der Formel (63) kann man Folgendes ablesen: 

5) „ Wenn zwischen den oo! Strahlen des Raums eine Correspondenz 
(X, X”) besteht, so ist die Anzahl derjenigen Strahlen, in denen zwei sich 
entsprechende so zusammengefallen sind, dass sie sich schneiden, und 
dass ihr Schnittpunkt auf einer gegebenen Ebene liegen, ihre Schnitt- 
ebene durch einen gegebenen Punkt gehen kann, gleich der Summe von 
4 Zahlen, von denen zwei den Grad des Complexes der von entsprechenden 
Strahlen geschnittenen Strahlen X resp. X’ angeben, und von denen die 
beiden andern angeben, wieviel Strahlen mit ihren entsprechenden in ein 
und derselben Ebene liegen resp. durch ein und denselben Punkt gehen 
können.“ 

Es bedarf wohl kaum noch der Erwähnung, dass die Fälle, in denen 
einem Strahle unendlich viele entsprechen, von unsern Formeln (41) 
bis (45) erledigt werden, und dass die Formel (41) mit dem Corre- 
spondenzprincip in der Strahlenaxe, die Formel (42) mit dem in dem 
Strahlenbündel, die Formel (43) mit dem in dem Strahlenfelde, die 
Formel (44) mit dem in dem Strahlenbüschel einen gewissen Zusammen- 
hang hat, dessen Analogon beim Punktepaare in $ 17. besprochen ist. 

Uebrigens erledigen unsere Correspondenzformeln in $ 16. und 
$ 18. auch diejenigen Fälle, wo durch die Correspondenz (X, X) das 
von den Hauptelementen X gebildete System von anderer Stufe ist, 
als das von den Hauptelementen X’ gebildete System, wo also z. B. 
jedem Punkte X eine endliche Anzahl von Punkten X’ entspricht, wo 
aber nun nicht jeder beliebige Punkt ein Punkt X’ sein kann, sondern 
etwa nur jeder Punkt einer gewissen Curve, jedoch so, dass jedem 
Punkte X’ dieser Curve oo? Punkte X entsprechen. Ein Beispiel hierzu 
bietet die Ableitung der Formel (I) in § 22. 

Anwendungen unserer Correspondenzformeln für Strahlen folgen 
erst in $ 24., § 25., § 26., nachdem auch die übrigen Paare von 
Hauptelementen behandelt sind. 


L2 


80 H. Scuunerr. 


8 22. 
Das aus Punkt und Ebene gebildete Paar. 


‚ Nachdem durch die ausführliche Behandlung des Strahlenpaares 
in § 18., 19., 20., 21. der Weg angedeutet ist, wie man weiterzugehen 
hat, um auch andere Paare hinsichtlich der Beziehungen zwischen ihren 
Grundbedingungen und denen ihrer Ausartungen zu behandeln, so 
können wir uns bei den noch nicht behandelten durch zwei verschiedene 
Hauptelemente definirten Paaren mit kurzen Andeutungen begnügen. 

Das aus Punkt und Ebene bestehende Paar hat zu Plücker'schen 
Oertern nur seinen Punkt ¢ und seine Ebene u ($ 14.). Seine Coinci- 
denz & ist ein Gebilde, welches aus einer Ebene und einem darauf 
liegenden Punkte besteht. Da die Constantenzahl dieser Coincidenz 
immer gleich 5, die des allgemeinen Paares aber gleich 6 ist, so kann 
die Coincidenz von keiner höheren Gattung ($ 17.) als der ersten sein. 
Andere Ansartungen als & sind nicht möglich. Die für ein System 
erster Stufe geltende Grundformel zwischen e, u und € ergiebt sich 
am leichtesten, wenn man jeden der oo! Punkte der oe! Paare dieses 
Systems mit jedem Punkte, welcher auf der diesem Punkte zugehörigen 
Ebene liegt, als Punktepaar auffasst, und auf das dadurch bestimmte 
System dritter Stufe von Punktepaaren die Formel (II) aus $ 16. an- 
wendet. Die Symbole c? und c?d aus dieser Formel sind dann gleich 
Null zu setzen. Das cd? von dort ergiebt sich hier gleich c- 1, das 
d? von dort gleich u, das £g, von dort gleich £, die übrigen Coincidenz- 
symbole von dort sind hier gleich Null. Daher kommt: 


(1) CT nt 
Hieraus folgt durch sbl. Mult. mit e — u: 

(Il) °- - p? = e (c— u), 

und durch sbl. Mult. mit €? — cu + u’: 

(111) Hp = e (epep). 
Endlich ergiebt sich durch sbl. Mult. mit © — u + cu? — u? 
O = è (© — p + e? — p’), 


das ist der Inhalt der Formel (HI) aus § 9., welche die Grundbe- 
dingungen einer Ebene mit denen eines darauf liegenden Punktes ver- 
bindet. 

Als Beispiel für die Uebersetzungen dieser Formeln in Worte wählen 
wir die von Formel (TH). 

„Besteht zwischen den Punkten und den Ebenen des Raums eürte 
Correspondenz derartig, dass einem Punkte « Ebenen, und einer Ebene 
a Punkte entsprechen, bilden ferner die Punkte, welche auf entsprechenden 
Ebenen liegen, eine Fläche von der Ordnung n, die Ebenen, welche durch 
entsprechende Punkte gehen, eine Fläche von der Classe m, und giebt 


Beiträge zur abzäblenden (jeometrie. 8 


es endlich in jeder Ebene r Punkte, welche auf entsprechenden Ebenen 
so liegen, dass diese Ebenen durch einen gegebenen Punkt gehen, so ist 


etd=n+m—r. 
Eine Anwendung folgt in $ 29. 
§ 23. 
Das aus Punkt und Strahl gebildete Paar *). 


Dieses Paar hat drei Plücker’sche Oerter, nämlich seinen Punkt e, 
seinen Strahl y und die durch beide gelegte Ebene u. Daher ist nach 
Formel (11) und (III) in $ 9.: 


(1) p= ug — Jp 
(2) W? = uje — Ja, 
(3) Wi — ae He. 


Das Paar hat keine andern Ausartungen als die Coineidenz e. 
€ besteht aus einem Strahle g und einem darauf liegenden Punkte c; 
€ hat also, wenn die Verbindungsebene u zwischen c und g jede von 
den oo! durch g möglichen Ebenen sein kann, die Constantenzahl 5, und 
wenn diese Verbindungsebene u endlichdentig bestimmt ist, die Con- 
stantenzahl 6, d. h. entweder eine um 2 oder eine um 1 kleinere Con- 
stantenzahl, als das allgemeine Paar. Mit andern Worten, die Coincidenz 
von Punkt und Strahl kann erster und zweiter aber nicht höherer 
Gattung sein. Bei einer a-fachen Coincidenz erster Gattung würde 
die Verbindungsebene a-deutig bestimmt sein, bei einer a-fachen Co- 
incidenz zweiter Gattung würde jede durch den Strahl gelegte Ebene 
amal als seine Verbindungsebene mit dem in ihn fallenden Punkte 
gerechnet werden müssen. Wollte man also die beiden Gattungen der 
Coincidenz unterscheiden, so würde man das Symbol 


Eu 
in zwei Summanden zerlegen müssen, von denen der erste angiebt, 
wieviel Coincidenzen erster Gattung ihre resp. eine ihrer Verbindungs- 
ebenen durch einen gegebenen Punkt schicken, und der zweite angiebt, 
wieviel Coineidenzen zweiter Gattung vorhanden sind, jede so oft ge- 
rechnet als ihre Vielfachheit beträgt. 

Um eine allgemeingültige Formel erster Dimension zwischen c, g, u 
und € zu erhalten, fassen wir jeden der oo! Punkte der oo! Paare mit 
jedem Punkte des ihm zugehörigen Strahls als Punktepaar zusammen, 
und wenden auf das dadurch erhaltene System zweiter Stufe von Punkte- 


*) Dreistufige in fester Ebene liegende Systeme solcher Paare betrachtet 
Clebsch in diesen Annalen (Bd. VI, p. 203) von einem anderen Gesichtspunkte 
aus unter dem Namen Connexe, 
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paaren die Formel (II) des $ 16. an. Das c? von dort ist hier Null, 
das cd von dort ist hier gleich c - 1, das d? von dort ist hier gleich g, 
das gp von dort ist hier gleich u, das &g von dort ist hier gleich e, 
das b ist hier gleich Null. Daher kommt: 


(4) c+9-u=:. (1I) 
Durch sbl. Mult. dieser Formel mit c + u und Benutzung von (1) kommt 
die eigentliche Correspondenzformel: 


(5) e + eg + 9p =E (e+e). (II) 
Durch sbl. Mult. von (4) mit ce? — cg + g. erhält man links bei Be- 
nutzung von (1), (2), (3) Null. Daher kommt: 
O—e(—cy+g), 

das ist der Inhalt der Formel (I) aus § 9., welche die Beziehung zwischen 
den Grundbedingungen eines Strahls und denen eines darauf liegenden 
Punktes ausspricht. ° 

Durch sbl. Mult. der Formel (4) mit ge + ug — uc erhält man 
bei Benutzung von (1), (2) und (3) die eigentliche Correspondenzformel: 


(6) Je F Ege — À = € (ge + ug — wc). (HD 
Diese Formel sagt Folgendes aus: 


„Wenn zwischen den 00° Punkten des Raums und den œœ Strahlen 
eines Complexes eine durch eine dreifache Correspondenzbedingung definirte 
Correspondenz derartig besteht, dass jedem Punkte « Strahlen entsprechen, 
dass die oo? Strahlen, welche den sämmtlichen Punkten einer Ebene ent- 
sprechen, einen Strahlenort zweiter Stufe mit dem Feldgrad ß bilden, 
und dass die oo? Strahlen, welche den sämmtlichen Punkten des Raums 
entsprechen, einen Complex vom Grade y bilden, so ist 

y+tß—e=urr—z, 
wo u der Feldgrad des von denjenigen Strahlen gebildeten Strahlen- 
orts zweiter Stufe ist, in welche entsprechende Punkte fallen, 
wo v der Grad der von denjenigen Strahlen gebildeten Regelfläche ist, 
in welche entsprechende Punkte so fallen, dass die durch Punkt 
und Strahl gelegte Ebene durch einen gegebenen Punkt gehen kann, 

und wo z der Grad der von denjenigen Punkten gebildeten Curve ist, 
durch welche entsprechende Strahlen so gehen, dass die Verbindungs- 
ebene zwischen Punkt und Strahl durch einen gegebenen Punkt 
gehen kann. 

Die analogen Betrachtungen und Resultate für das aus Ebene und 
Strahl bestehende Paar entsprechen den eben gegebenen dualistisch. 
Bezeichnet man bei diesem Paare die Ebene mit u, den Strahl mit g, 
den Schnittpunkt mit c, die Coincidenz mit £, so ergiebt sich durch 
dualistische Uebertragung aus Formel (4): 
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(7) u+g—c—e, 
und aus Formel (5): i 
(8) W Hug + gem e (uto). 


Beispiele für die Formel (6) und (8) folgen in § 29. 


g 24. 


Anwendung ‘der auf das Strahlenpaar bezüglichen Formeln für die 
Bestimmung der fundamentalen Anzahlen der linearen 
Congruenz*). 

In $ 6. wurde unter Fundamentalzahl eines Gebildes mit der Con- 
stantenzahl c jede Zahl verstanden, welche angiebt, wieviel solcher Ge- 
bilde einer c-fachen nur aus Grundbedingungen zusammengesetzten Be- 
dingung genügen. Die sämmtlichen Fundamentalzahlen eines Gebildes 
sind also, kurz ausgesprochen, die numerischen Werthe aller möglichen 
c-fachen Grundbedingungen. Die Bestimmung dieser Werthe kann 
durch hinreichend viele Formeln immer zurückgeführt werden auf die 
Bestimmung der numerischen Werthe von Bedingungen, die andern 
einfacheren Gebilden angehören. Die Methode, durch welche diese 
/urückführung geschieht, ist von Chasles durch seine Bestimmung 
von Kegelschnitt- Anzahlen (C. R. 1864, 1867) begründet, und von 
Zeuthen durch seine Abhandlung Almind. Egensk. v. Syst. af pl. 
Kurv. weiter ausgebildet. Den allgemeinen Charakter dieser Methode 
wird der Verfasser in der zweiten Abhandlung erläutern. 

Nach dieser Methode reducirt sich die Bestimmung aller fundamen- 
talen Anzahlen des Strahlenpaares, oder, was dasselbe ist, der durch 
die beiden Strahlen des Paares erzeugten linearen Congruenz auf die 
Bestimmung aller Fundamentalzahlen des Schneidepaars 6 und weniger 
Fundamentalzahlen der Coincidenz £, wie aus dem Folgenden hervor- 
gehen wird. Die Brücke für diese Zurückführung bilden wenige Formeln 
des $ 18,, namentlich die Formeln (17), (18), (19). Die wenigen 
Fundamentalzahlen von &, deren Kenntniss zur Bestimmung der Funda- 
mentalzahlen der linearen Congruenz nöthig ist, enthalten sämmtlich ” 
eine Grundbedingung von höherer, als der vierten Dimension für den 
Coineidenzstrahl £, haben also den Werth 0. Die sämmtlichen Funda- 
mentalzahlen des Schneidepaars aber werden durch die Formeln (6) bis 
(15) in § 18. auf die Zahlen zurückgeführt, deren Symbole ausser u 
und c höchstens die erste Potenz von g und A enthalten. Diese sind 
aber sämmtlich Null, ausser 
s oucgh = cu?gh = 1. 

*) Für diesen § gelten die Bezeichnungen von § 18. 

ç* 
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Durch diese eine als apriorisch anzusehende Anzahl können also 
schliesslich alle Fundamentalzahlen der linearen Congruenz ausgedrückt 
werden. 


Die detaillirte Durchführung der Reduction auf die Zahlen o und 
diejenigen Zahlen €, die gleich Null sind, würde im Vergleich zu der 
Einfachheit des Gegenstandes hier zuviel Raum kosten. Wir können 
uns damit begnügen, auf Folgendes aufmerksam zu machen: 

1) Ist in einem durch eine 7-fache Grundbedinguug Z definirten 
Systeme ø und & bekannt, d. h. weiss man, wieviel Schneidepaare und 
wieviel Coincidenzen Z erfüllen, so bestimmt sich die der 8-fachen 
Bedingung ßZ zugehörige Zahl durch Formel (17) in $ 18., und die 
Summe der beiden den 8-fachen Bedingungen gZ und h Z angehörigen 
Zahlen durch Formel (18) in § 18. 

2) Die Zahl, welche einer achtfachen sowohl ß als g+ h ent- 
haltenden Bedingung angehört, kann immer aus zwei Systemen erster 
Stufe erhalten werden, aus dem einen als ß, aus dem andern als g+h. 

3) Die Zahlen, welche zwei achtfachen Symbolen angehören, die 
durch Vertauschung vou g mit h in einander übergehen, sind gleich. 

4) Die Zahlen, welche zwei achtfachen sich dualistisch entsprechen- 
den Symbolen angehören, sind gleich. 

5) Alle B als Factor enthaltenden Symbole können durch Formel (1) 
oder (2) in $ 18. auf die übrigen Symbole zurückgeführt werden. 


Beispiele: 
1) In dem durch die Bedingung G@Ahß? definirten Systeme erster 
Stufe ist ausser ø auch € bekannt, nämlich 
EGhp? = 0, à 
weil sich für die Bestimmung eines Strahls eine fünffache Bedingung 
ergiebt, und: 
CGR = o (wWeg— ug tH we) h (ute) 
= ogh (2w e + u’ — ue?) 
= 2 . 1 -+ 1 — I == 2, 
wo die Glieder, deren numerischer Werth Null ist, fortgelassen wurden. 
Daher ergiebt sich das ß dieses Systems gleich 2+0=2, das 
g+ h=24+2.0=2. Also 
B (GAB?) = GAB? = 2, 
(g+h) (GAB?) = gGhB? + Gep? =2, 
d. h. da g@hß? Null sein muss, weil dem Strahle g eine fünffache 


Bedingung auferlegt ist: 
GR PB? = 2. 
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2) System: (g+h). 
Bekannt: e(g+h) = 0. 
| o(g+ hy? = 35 og'h?’ + 35 og'hi = 140 Gh, + 1409, H 
= 140 u?c?gh + 140 u? gh = 280; 
Gefunden: (y+h)’ = 280; (g+h) 8 = 280. 
3) System: (g+h)B. 
Bekannt: aus 2) (g+ hy) B=280; e(g+ h) B—=0; o(g +h) B =280. 
Gefunden: (g + h)! B? = 280. . 
4) System: (g+h)°p?. 
Bekannt: aus 3) (g+ h) B?=280; e(g+h)8=0; o(g+h)8?== 280. 
Gefunden: (g+ h) hB? = 280. 
5) System: (g+h)'ß?. 
Bekannt: aus 4) (g+ h)’ p? = 280; o(y+h)'ß? = 216. 
Gefunden: (9+h)'ß! = 248 und &(y-+ hip == 32. 
6) System: (g+h)"B". 
Bekannt: aus 5) (g+ h)'h' = 248; olg +h PB! = 120 
Gefunden: (g+Ah)?P? = 184; eg + Wp = 64. 
7) System: (g+h)? p. 
Bekannt: aus 6) OF = 184; o(g+h) 5 = 
Gefunden: (g+ h)’ p? = 112; e(g+h)?P? = 72. 
8) System: (g+h)f$. 
Bekannt: aus 7) (g4 hY} BS = 112; oly+h)ß = 0. 
Gefunden: (g4 h)! = 56; e(g+h)b! = 56. 
9) System: B. 
Bekannt: aus 8) (g+ h) B? = 56; off =9. 
Gefunden: P = 28; ¿= 28. 

In den folgenden Zahlentabellen sind alle fundamentalen Anzahlen 
der linearen Congruenzen angegeben, und ausserdem auch alle von Null 
verschiedenen Zahlen e. Von zwei Zahlen, welche Bedingungssymbolen 
angehören, die sich dualistisch entsprechen, oder durch Vertauschung 


von y und A in einander übergehen, ist immer nur die eine angegeben, 
weil ja die andere ihr gleich ist. 


| A. Tabelle der Fundamentalzahlen der linearen Congruenzen. 
1) 8° = 28; 

2) P (gth) =56; fig —=28 ; 

3) P(g +r = 112; By = 9; Piyh— 38; 
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4) BUHI = 184; Bg —4 Bah = 14; 

5) B'(g +h)’ = 248; B'G=1; Pit; B'gehe=5; B'Jehp = 6; 
6) B'(g+ h) = 280; FGh=2; Byh=3; 

7) B? (g 4h)! = 280; B?Ghe = 1; Bgl = 2; 

8) A(J+A = 280; pGh= l; 

9) (g+h) = 280; GH =1. 

10) BP = 10; 

11) BB°(g+h) = 20; BB’g = 10; 

12) BB) = 40; Bp'gp=3; BBgh =14; 

13) BB(g+h) = 64; BBy = 1; BFyh—5; 

14) BB(g+h)'= 80; BEG =0; Bfyh=2; BRg,h, = 2; 


BR ypħe = ?; 
15) BB(g+h) = 80; BBGh = 0; BBgihe= 1; 


16) B(g+h = 80; BGhħh =0; Byh =1. 

17) BB! = 4; 

18) B'B°(g+h) =8; Big =4; 

19) RB HI? = 16; BR = 1; B'Bgh = 6; 

20) B'B(g+h} = 24; Bf, = 0; Pißyh = 2; 

21) B(g+h)'=24; PG=0; L'yh=0; B'gehe=1; B'gehp =l. 
22) BP? == 2: 

23) B Blg + h) = 4; B6g= 2; 

24) Bgt) = 8; B’, = 0; Bgh= 4. 

25) B! = 2, 


B. Tabelle der von Null verschiedenen Fundamentalzahlen der linearen 
Congruenz mit unendlich nahe liegenden erzeugenden Axen. 


B—28; PB; Ph); B'kı=4; PKR=I; 
BB = 10; BBk—10; DBk=3; BPk = 1; 

BP = 4; LD'fk= 4; Bf el; 

BB = 2; Bk = 2. 


Viele der Fundamentalzahlen dieser beiden Tabellen A. und B. 
können auch direct geometrisch hergeleitet werden. 


Beispiele: 
1) D’gh=4. Denn die drei Strahlen von B? und die Axe von g 
werden simmtlich durch 2 Strahlen geschnitten, ebenso besitzen die 
drei Strahlen von DB?’ und die Axe von Ah 2 Strahlen, die sie alle 
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schneiden, und jeder der beiden ersten Strahlen bestimmt mit jedem der 
beiden letzten Strahlen eine lineare Congruenz, welche B?gh erfüllt. 

2) eB’ß=2. Denn die drei Strahlen von B’ erzeugen eine Regel- 
schaar von Strahlen, die sie alle drei schneiden, und dem Strahlbüschel 
von ß gehören zwei Strahlen san, von denen jede Tangente dieser Regel- 
schaar ist, und auf derselben zwei unendlich nahe Axen einer linearen 
Congruenz € bestimmt, die B°B erfüllt. 

3) BK = 1. Denn der Strahl von K bestimmt auf jedem der 
drei gegebenen Strahlbüschel einen Strahl, welcher den Strabl von X 
schneidet; durch die so bestimmten drei Strahlen ist eine den Strahl 
von K enthaltende Regelschaar bestimmt; diejenigen beiden Strahlen, 
welche auf dieser Regelschaar in dem Strahle von K unendlich nahe 
liegen, sind erzeugende Axen einer linearen Congruenz &, welche ß?K 
erfüllt. — » 

Durch Einsetzung der oben angegebenen Fundamentalzahlen und 
der zugehörigen Zahlen ø in die sämmtlichen zur Berechnung nicht 
benutzten Formeln der $ 18., 19., 20. erhält man Verificationen ent- 
weder jener Zahlen oder dieser Formeln. 

Z4. B. Für das durch die Bedingung B* definirte System ist nach 
unsern Tabellen: 


G = H = 1; gh=gh=1; gJeħe = Yph, =5; 
Eb? = 28; Ep?k = 28; cpl efke + Eßkp = 9 + 9 = 18. 
Diese Werthe stimmen mit Formel (40) überein, da: 
IE T+ERIEI IS D ML 18: 


Die Formel (49) stimmt ferner für das durch die Bedingung (g+ h)? 
definirte System überein mit den Werthen: 


B(g+h) = 184; PBUH)’ =64; BB(g+h) = 24, 


184 — 4. 64 +3. 24 =0 
ist. - 
Wir haben bisher bei allen auf das Strahlenpaar bezüglichen 
Formeln und Auzahlen die allgemeinere Voraussetzung gemacht, dass die 
beiden Strahlen des Paars zwei Strahlenörter nullter Stufe ersten Grades, 
nicht aber einen einzigen Strahlenort nullter Stufe zweiten Grades dar- 
stellen. Setzen wir nun den specielleren Fall, dass beide Strahlen 
gleichberechtigt sind, und einen einzigen Strahlenort repräsentiren, und 
bezeichnen wir mit f die diesem Orte angehörige Axenbedingung, d. h. 
die Bedingung, welche verlangt, dass irgend eine der beiden Axen der 
linearen Congruenz eiuen gegebenen Strahl schneide, so ist nach dem 
Gesetze der Spaltung: 

f=g+h. 
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Entsprechend ist, wenn fp, fs, F die Bedingungen bedeuten, dass irgend 
eine der beiden erzeugenden Axen durch einen gegebenen Punkt gehe, 
resp. in einem gegebenen Strahlbüschel liege, resp. gegeben sei: 

fp == Ip F hp; 

= g+ h, 

F=G+H. 

Die Zahlen der obigen Tabelle ergeben daher diesen Formeln ge- 
mäss die Fundamentalzahlen einer linearen Congruenz, deren beide Axen 
uur einen einzigen Ort repräsentiren. | 

Z. B. aus B?(g-+h)'= 24 folgt: 

B'f’ = 24, 


d. h. in Worten: 
„Es giebt 24 lineare Congruenzen, welche zwei gegebene Strahlen 
enthalten und ihre beiden Axen 4 gegebene Strahlen so schneiden 
lassen, dass jeder Strahl von nur 1 Axe geschnitten wird.“ 
oder: ` 
„Die oo! Strahlen der oo? lincaren Conyruenzen, welche einen ge- 
gebenen Strahl enthalten, und ihre Axen durch 4 gegebene Strahlen 
schicken, füllen den Strahlenraum 24 mal aus.“ 
oder: . 
„Die oo! Axen der oo! linearen Congruenzen, welche zwei qe- 
gebene Strahlen enthalten, und ihre Axen durch 3 gegebene Strahlen 

- schicken, bilden eine Regelfläche vom 24" Grade,“ 

Uebrigens müssen diejenigen der obigen Fundamentalzahlen, welche 
ein g oder h angehöriges Symbol gar nicht enthalten, durch 2 dividirt 
werden, damit eine Fundamentalzahl für eine lineare Congrugız er- 
scheine, deren erzeugende Axeu nur einen einzigen Strahlenort reprä- 
seutiren. 

Z. B. aus f“ = 28 fogt: 

„Es giebt 14 lineare Congruenzen, welche in 8 gegebenen Strahl- 
büscheln je einen Strahl besitzen können.“ 

oder: 
„Die 0° Strahlen der linearen Congruenzen, welche T gegebenen 
Strahlbüscheln Strahlen zuzuschicken vermögen, bilden einen Com- 
plex 14” Grades.“ 


g 25. 
Abhängigkeit der auf das Sturm’sche Problem der räumlichen Pro- 
jectivität bezüglichen Anzahlen von einander durch die auf das 
Strahlenpaar bezüglichen Formeln. 


Die Abzählungsresultate, welche Herr Sturm in seiner Abhand- 
lung „Das Problem der räumlichen Projectivität“ (Math. Ann. Bd. VI, 
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p- 513—550) findet, sind zum grossen Theil durch die Formeln des 
$ 18. von einander abhängig. Wir constatiren hier die Anwendbar- 
keit unserer Formeln auf das genannte Problem, ohne uns dabei irgend- 
wie dem Charakter dieses Problems nähern zu wollen. Dasselbe lautet 
in einer unserm Zwecke entsprechenden Formveränderung: 

„Gegeben sind im Raume zwei Gruppen von je n Punkten, welche 
einander entsprechend zugeordnet sind; das von einem solchen Strahlen- 
paar erzeugte System (11—n) Stufe zu untersuchen, dessen beide 
Strahlen beziehlich mit den Punkten der einen und der andern Gruppe 
verbunden, projectivische Ebenenwürfe liefern, in denen die nach homo- 
logen Punkten gehenden Ebenen entsprechend sind.“ 


Für ein solches Strahlenpaar giebt es, der Natur des Problems 
gemäss, nur solche Coincidenzen, welche wir früher als von der vierten 
Gattung bezeichneten, d. h. jeder Punkt eines Coincidenzstrahles kann 
als Schnittpunkt der „beiden zusammenfallenden Strahlen, und jede 
Ebene durch den Coincidenzstrahl kann als Schnittebene derselben 
aufgefasst werden, mit andern Worten, die Coincidenz € eines solchen 
Paares erfüllt immer jede Bedingung ß? von selbst (vergl. § 21. und 
$ 17.). Daher sind für die Systeme von Strahlenpaaren, die durch die 
räumliche Projectivität bestimmt werden, alle £, welche die Bedingung 
ß? nicht enthalten, gleich Null. Wir bezeichnen nun im Folgenden 
immer, wie Sturm, die beiden zusammengehörigen Gruppen von je n 
Punkten mit A” B*, ferner geben wir an: erstens die Stufe des dadurch 
bestimmten Systems von Strahlenpaaren (11 —n)'" Stufe, zweitens die 
Nummern der anzuwendenden Formeln aus $ 18., und drittens die von 
Sturm gefundenen oder von uns danach bestimmten numerischen 
Werthe der auf das System bezüglichen Bedingungssymbole in der 
Schreibweise des § 18., indem wir diejenigen Coincidenzsymbole fort- 
lassen, deren Werth Null ist. 


1) Punktgruppen A1B1, System 7 Stufe, Formel (44), 
Gh,= y, H = 2 s Pk = 4. 
2) Punktgruppen 4*B%, System Gt Stufe, Formel (43), 
Għ = g H= 3; gh=5; ef = 1l. 
3) Punktgruppen A’ DB*, System 6'e Stufe, Formel (42), 
G hp = gp H= 1; għ =5; Pk =. 
4) Punktgruppen A'J, System 5'er Stufe, Formel (41), 
Gh = Hg =2; gë =g h = 349; sf = 28. 
5) Punktgruppen A7 5°, System 4' Stufe, Formel (40), 
ü =H =1; għh=ghħ =l; gpħp™=3; Yeh = 19; eß?=38. 
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6) Punktgruppen A’ BP, System 3'° Stufe, Formeln (28), (29), (30). 
Aus Sturm's Resultaten: 


Jg = h= 4; gh=gh=16; gph = ghp = 8 
folgt: 
uo = 32; co 16; uco = 56. 
7) Punktgruppen 4? B°’, System 2'e Stufe, Formeln (25), (26). 
Aus Sturm’s Resultaten: 
Je = h= 10; għ = 16; gp = hp = 6 


folgt: 
uo =36; co 28. 


8) Puuktgruppen A" B'°, System 1'! Stufe, Formel (18). Aus 
Sturm’s Resultaten: 


g =h = 20 
folgt: 
-0 = 4. 


Die von Sturm angegebenen Zahlen reichen übrigens auch aus, 
um für jedes System die numerischen Werthe aller übrigen auf das 
Strahlenpaar und das Schneidepaar bezüglichen Bedingungen zu be- 
rechnen. 

Z. B. Für das durch die Punktgruppen A°.B° bestimmte System 
zweiter Stufe ergiebt sich aus 

B? — (J+A) — e(2k+B) 

B= gp+ge+h, + h+2gh —2ke— Be=6+10 +6 +10 +2-16, 
d. h. es giebt 64 sich entsprechende Strahlen, die so liegen, dass von 
zwei gegebenen Strahlbüscheln jeder einen Strahl enthält, der die 
beiden sich entsprechenden Strahlen schneidet. 

Für das durch die Punktgruppen A® B° bestimmte System 5t* Stufe 
ergiebt sich aus: 

uco = g, he + gehs — (BK, — Bk,+ K) (Formel (36)), 

dass u’co = 9 + 9 = 18 ist, i 
d. h. die Schnittpunkte derjenigen sich entsprechenden Strahlen, 
welche zugleich in einer gegebenen Ebene liegen, bilden auf dieser 
eine Curve 18" Ordnung. 

Für das durch die Punktgruppen 4? 3° bestimmte System 4' Stufe 
ergiebt sich aus: 


pco =g, h 4 PR + gh, — 9php — E(B’ k —Bkp+3k.) (Formel 34), 
dass co = T + (3+19+6+6) +7 — 3 = 45, 
d. h. die Schnittebenen derjenigen sich entsprechenden und zugleich 


sich schneidenden Strahlen, deren Schnittpunkte auf einer ge- 
gebenen Ebene liegen, umhüllen eine Fläche von der 45 Classe. 
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§ 26. 
Die Ablesung von Productensätzen ans den eigentlichen 
Correspondenzformeln. 


Im Allgemeinen wollen wir unter Productensatz jeden Satz ver- 
stehen, welcher eine Fundamentalsahl des Systems derjenigen Elemente, 
die zweien von ein und demselben Elemente erzeugten Systemen gemein- 
sam sind, durch Fundamentalzahlen dieser beiden Systeme ausdrückt. 
Aus den allgemeinen Bemerkungen des $ 1. folgt, dass das System der 
gemeinsamen Elemente die Stufe 


a+p—c 
hat, wenn « und B die Stufen der beiden Systeme sind, und c die 
Constantenzahl des dieselben erzeugenden Gebildes ist. Unter Fun- 
damentalzahl eines Systems nullter Stufe ist natürlich die Anzahl der 
dieses System bildenden Elemente zu verstehen. 

Die Productensütze für Systeme von Punkten und Ebenen sind von 
Alters her durch die Algebra bekannt, welche lehrt, dass das Product 
der Grade zweier Gleichungen den Grad der zugehörigen Eliminations- 
gleichung giebt. 

Die Productensätze für Systeme von Strahlen sind erst in den 
letzten Jahren vor Halphen (C. R. Bd. 68, 1869, p. 141 und C. R. 
Bd. 74, 1872, p. 41) präcis aufgestellt, und von ihm und Zeuthen 
(C. R. Juni 1874) bewiesen worden. 

Die Productensätze für Systeme von Kegelschnitten in fester Ebene 
sind im Anschluss an die berühmte Chasles’sche Vermuthung 
s&u + Bv“ (C. R. 1864 u. folg. Jahre) namentlich studirt worden von: 

Cremona (C. R. Bd. 59, p. 776), 

Clebsch (Math. Ann. Bd. VI, p. 1), 

Halpben (Bull. de la Soc. math., Bd. 1, 1873, p. 130 u. p. 233), 
Lindemann („Vorlesungen von Clebsch,“ p. 400 bis 406). 

Productensätze für Systeme anderer Gebilde, als der eben genaunten 
4 Gebilde, sind bisher noch nicht aufgefunden worden. 

Die Productensätze für Systeme von Punkten, Strahlen und Ebenen 
stecken als sehr specielle Fälle in unsern eigentlichen Correspondenz- 
formeln für das Punktepaar, das Strahlenpaar und das Ebenenpaar. 
Sind nämlich allgemein zwei Systeme a't und f'« Stufe gegeben, welche 
von ein und demselben Element mit der Constantenzahl c erzeugt sind, 
so bestimmt jedes der ©“ Elemente des ersten Systems mit jedem der 
oo? Elemente des zweiten Systems ein Paar. Daher bestimmen die 
beiden Systeme ein System («+ß)!" Stufe von Paaren. Wir wissen 
aber, dass, wie schon oben erwähnt ist, die in diesem System («+ fe" 
Stufe vorhandenen Coincidenzen ein System von der Stufe 


e+ß—c 
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bilden. Mit andern Worten, während das allgemeine Paar die Con- 
stantenzahl 2c hat, hat jede Coincidenz desselben die Constantenzahl c, 
das heisst eine um c kleinere Constantenzahl. Dies giebt bei Aus- 
dehnung des in § 17. gegebenen Begriffs der Gattung einer Coincidenz 
von Punktepaaren auf Paare überhaupt, dass jedes gemeinsame Element 
zweier von ein und demselben Element erzeugten Systeme «'r Stufe 
und f'e! Stufe eine Coincidenz höchster Gattung derjenigen Paare bildet, 
welche von je einem Element des einen und je einem Element des 
andern Systems erzeugt werden. 

Sind also specieller die die Systeme erzeugenden Elemente Punkte, 
Ebenen oder Strahlen, so ist das eben erwähnte gemeinsame Element 
eine Punktcoincidenz oder eine Ebenencoincidenz oder eine Strahlen- 
coincidenz, welche die Bedingung g, resp. die reciproke ($ 17.) resp. 
die Bedingung ß° ($ 21.) von selbst zu erfüllen vermag. Wenn wir 
daher auf ein in der angegebenen Weise aus zwei Oertern a‘ und 
fier Stufe entstandenes System («+ B)!" Stufe von Hauptelementenpaaren 
eine unserer Correspondenzformeln (æ+ 8)" Dimension anwenden, so 
verschwinden in dieser alle ('oincidenzsymbole, ausser denjenigen, welche 
Ep resp. das reciproke zu &y,, resp. ¿B? implicite enthalten. Ist ein 
solches nicht verschwindendes Coincidenzsymbol gleich eg, resp. reciprok 
dazu, resp. gleich eß?, so giebt es die Zahl der deir Oertern «' Stufe 
und ff Stufe gemeinsamen Elemente an. Sind diese Symbole noch 
mit einer auf den Coincidenzpunkt resp. die Coincidenzebene resp. den 
Coincidenzstrahl bezüglichen Grundbedingung multiplicirt, so geben 
sie eine Gradzahl des Orts der gemeinsamen Elemente an, die immer 
aus dieser Grundbedingung leicht ersichtlich ist. Ist ferner ein Glied 
der linken Seite der Correspondenzformel, welche wir auf das System 
(@«+-ß)'" Stufe von Hauptelementenpaaren anwenden wollten, derartig 
aus zwei symbolischen Factoren zusammengesetzt, dass der eine Factor 
von einem dem Orte a‘ Stufe augehörigen Elemente eine «-fache 
Grundbedingung verlangt, der andere Factor von einem dem Orte 
ß'" Stufe angehörigen Elemente eine B-fache Grundbedinguug verlangt, 
so wird dieses Glied von jeden: Paare befriedigt, dessen erstes Haupt- 
element die «-fache Grundbedingung, und dessen zweites Hauptelement 
die B-fache Grundbedingung erfüllt, d. h. der numerische Werth eines 
solchen Gliedes ist gleich dem Product zweier aus diesen Grundbedingungen 
ersichtlichen Grradzahlen der beiden Oerter. Besteht aber ein Glied jener 
Correspondenzformel derartig aus zwei symbolischen Factoren, dass der 
eine Factor von einem dem Orte at Stufe angehörigen Elemente eine 
Grundbedingung verlangt, deren Dimension von « verschieden ist, und 
dass der andere Factor von einem dem Orte ß' Stufe angehörigen Ele- 
mente eine Grundbedingung verlangt, deren Dimension nun also auch von 
ß verschieden sein muss, so kann dieses Glied von keinem Paare erfüllt 
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werden, weil ein Ort von selbst keine Grundbedingung erfüllen kanu, 
deren Dimension grösser ist als seine Stufenzahl. Desshalb verschwindet 
jedes Glied von solcher Beschaffenheit bei der Anwendung einer Corre- 
spondenzformel («+ ß)'" Stufe auf das durch zwei Oerter at und fer 
Stufe bestimmte System (a+ f)" Stufe von Hauptelementenpaaren. 
Wenden wir also eine eigentliche Correspondenzformel auf dieses System 
an, d. h. eine solche Formel, deren Glieder auf der linken Seite, abgesehen 
von einer allen gemeinsamen Trägerbedingung, nur Grundbedingungen 
enthalten, die sich auf die beiden das Paar constituirenden Hauptele- 
mente beziehen, so verschwinden links alle Glieder bis auf das eine resp. die 
beiden Glieder, deren erster Factor eine «-fache, deren zweiter eine 
B-fache Grundbedingung ausspricht. Dies Glied aber, resp. jedes dieser 
beiden Glieder ergiebt das Product zweier Gradzahlen der beiden Oerter. 
Die Fälle, wo die beiden gegebenen Oerter einen gemeinsamen Träger 
besitzen, erledigen sich durch die mit der zugehörigen Trägerbedingung 
symbolisch multiplicirten Correspondenzformeln. 

Wir stellen nun in den folgenden beiden Tabellen die eigentlichen 
Correspondenzformeln für Punktepaare und Strahlenpaare zum Zweck 
der Ablesung der Productensätze für Punktörter und Strahlenörter noch 
einmal zusammen, indem wir die verschwindenden Goincidenzsymbole 
fortlassen. Wir bemerken, dass jedes Glied der linken Seite der mit 
der Nummer n versehenen Correspondenzformel einen Productensatz 
für einen Fall ausspricht, wo die Stufensunme der beiden gegebenen 
Oerter œ + ß gleich n ist, wobei an einigen Stellen zwei durch eine 
Klammer vereinigte als ein einziges Glied gelten. Freilich können die 
meisten dieser Productensätze als selbstverständlich angesehen werden, 
nämlich alle diejenigen, bei denen der eine der beiden gegebenen Oerter 
nullter oder höchst möglicher Stufe ist. Zwei in c und d resp. g und À 
symmetrische Glieder ergeben natürlich ein und denselben Satz. 


Für zwei Punktörter ($ 16.) 


1) Glc+d)=Ge, 

2) gt? +ed+d?) = 99e, 

3) + edp et + d = gE, 

4) CdA EC p el = bye, 

5) CL A ED = bpe, 

6) ed == V'yye. 

Für zwei Strahlenörter (§ 18. und § 20.). 

1) ue 6(g+h) = peoe, 

2) wog. +gh+h.) = ppoe, 


2a) ColyptHgh+ hp) = C'BGE, 


A 
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3) B(g:+9ph tgh +h) = BBE, 
3a) B(g,+gh+gh+h) = Be, 
4) G + yh + (geħe+ 9php) + gh, + H= Be, 
5) Gh + (ghp t ghe) + (Yht gh) + 9H = kpt, 
6) Ghp + 9u + 9p H = kp h’c , 
6a) Ghe + 9h, + g-H = Re, 
1) Gh + gH =ke, 
8) . GH = Ke. 


Beispiele der Ablesung für Punktörter: 


1) Für den Fall, dass zwei in einer Ebene gelegene Punktörter 
erster Stufe gegeben sind, verschwinden auf der linken Seite der 
Formel (2) alle Glieder bis auf das zweite 

geed, 
desshalb ist die Zahl der gemeinsamen Puukte gleich dem Producte 
der Gradzahlen der Oerter. 

2) Für den Fall, dass zwei Punktörter zweiter Stufe gegeben siud, 
verschwinden auf der linken Seite der Formel (4) alle Glieder bis auf 
das zweite 

CRE, 
desshalb ist bg,e, das heisst, die Gradzahl des Orts erster Stufe der 
gemeinsamen Punkte, gleich dem Producte der Gradzahlen der Oerter. 

3) Für den Fall, dass ein Punktort dritter Stufe at Grades, d. h. 
der «-fach zu rechnende Punktraum, und ein Punktort zweiter Stufe 
bien Grades, d. h. eine Fläche bt* Ordnung gegeben ist, verschwinden 
auf der linken Seite der Formel (5) alle Glieder bis auf das erste 

| ce, 
wir erhalten daher das auch selbstverständliche Resultat, dass b?g,e, 
d. h. der Grad des dem Punktort zweiter Stufe und dem Punktort 
dritter Stufe gemeinsamen Punktorts zweiter Stufe, gleich a-b, dem 
Producte der Gradzahlen beider Oerter ist. 


Beispiele der Ablesung für Strahlenörter: 


1) Für den Fall, dass ein in einer Strahlenaxe gelegener Strahlen- 
ort zweiter Stufe und ein in derselben Axe gelegener Strahlenort erster 
Stufe gegeben ist, verschwinden auf der linken Seite jeder der beiden 
Formeln (3) alle Glieder bis auf das zweite. Diese Glieder sind in 
beiden Formeln gleich, da 


Bg, = (Bg — 9°) Ip = BY: — G 


ist, und auch 
Bg. = (B9— 9?)9. = B9, — G 
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ist; die Formeln sagen also beide dasselbe aus. Wir erhalten daher 
in unserm Falle das Resultat, dass die Zahl der gemeinsamen Strahlen 
einer Congruenz und einer Regelfläche, welche beide ihre sämmtlichen 
Strahlen durch dieselbe Axe schicken, gleich dem Producte ihrer Grad- 
zahlen ist, wobei es bei der Congruenz gleichgültig ist, ob man den 
Bündelgrad oder den Feldgrad nimmt, da beide in diesem Falle gleich 
sein müssen. 


2) Für den Fall, dass zwei Strahlenörter zweiter Stufe gegeben 
sind, von denen der erste den Feldgrad a und den Biündelgrad a’ haben 
möge, der zweite den Feldgrad b und den Bündelgrad 5’ haben möge, 
verschwinden auf der linken Seite der Formel (4) alle Glieder bis auf 
das in eine Klammer eingeschlossene, aus zwei Summanden bestehende 
Glied: 

Iche + ph; 
der erste Summand wird von jedem Strahlenpaare erfüllt, dessen dem 
ersten Orte angehöriger Strahl in einer gegebenen Ebene liegt, und 
dessen dem zweiten Orte angehüriger Strahl auch in einer gegebenen 
Ebene liegt; der zweite Summand wird von jedem Strahlenpaare er- 
füllt, dessen dem ersten Orte angehöriger Strahl durch einen gegebenen 
Punkt geht, und dessen dem zweiten Orte angehöriger Strahl auch 
durch einen gegebenen Punkt geht. Wir erhalten so für diesen Fall 
den bekannten Halphen’schen Satz, dass die Zahl der gemeinsamen 
Strahlen der ‘beiden Oerter 
ab + at 

3) Für den Fall, dass ein Strahlenort zweiter Stufe und ein Strahlen- 
ort dritter Stufe gegeben ist, verschwinden auf der linken Seite der 
Formel (5) alle Glieder bis auf das dritte 


Ipha + Jeh; 
desshalb ist der Grad der von den gemeinsamen Strahlen beider Oerter 
gebildeten Regelfläche gleich dem Producte aus dem Grade des Orts 
dritter Stufe und der Summe des Bündelyrads und des Feldyrads des 
Orts zweiter Stufe. 


Der im Voranstehenden geschilderte Zusammenhang zwischen den 
Productensätzen und den eigentlichen Correspondenzformeln, konnte 
zwar den bekannten Resultaten keine neuen hinzufügen, wohl aber die 
bekaunten Productensätze aus gemeinsamer Quelle und in einer Weise 
beweisen, welche dem Charakter derselben am meisteu entsprechen 
möchte. Da jeder Productensatz sich als ein sehr specieller Fall 
einer eigentlichen Correspondenzformel dadurch erweist, dass für ihn 
von den Gliedern der linken Seite der Correspondenzformel nur ein 
einziges gewisses Glied nicht verschwindet, so wäre es möglich gewesen, 
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aus den bekannten sämmtlichen Productensätzen auf die Gestalt der linken 
Seite jeder eigentlichen Correspondenzformel inductiv zu schliessen. 

Der Verfasser möchte an dieser Stelle besonders hervorheben, dass 
die Productensätze für jedes andere Gebilde, als Punkt, Strahl, Ebene 
ın analoger Weise in gewissen Correspondenzsätzen für Systeme enthalten 
sein müssen, fie von einem aus zwei solchen Gebilden bestehenden Paare 
erzeugt werden. Namentlich also würden die für Kegelschnitte in fester 
Ebene aufgestellten Productensätze enthalten sein müssen in den noch 
unbekannten Correspondenzformeln, welche für Systeme von Kegel- 
schnitt-Paaren in fester Ebene gelten müssen. Vielleicht könnten um- 
gekehrt die bekannten Produetensätze benutzt werden, um diese Corre- 
spondenzformeln, wenn auch vorläufig nur in ihren wichtigsten Gliedern, 
und unter gewissen Beschränkungen, induetiv abzuleiten. 

Es ist vielleicht nicht überflüssig, diesem $ noch die Bemerkung 
hinzuzufügen, dass im Vorangehenden hinreichend Mittel geboten sind, 
um für jeden Produetensatz einen kurzen Beweis zuzuschneiden, welcher 
die Anwendung des Princips der speciellen Lage und nur einmalige 
Anwendung des Chasles’schen Corr.-Pr. enthält, und welcher, unbe- 
kümmert um andere Fragen direct auf sein Ziel lossteuert. Einen 
solchen Beweis lassen wir hier folgen, und zwar für den Halphen’schen 
Productensatz, weil dieser am längsten unbekannt war, und desshalb 
ein neuer Beweis desselben am meisten interessiren möchte. 

Am kürzesten scheint der Beweis zu sein, welcher sich an For- 
mel (63) in $ 20. auschliesst. Diese Formel ergiebt sich aus der For- 
mel (56), die ja unmittelbar aus dem Corr.-Pr. foss, am schnellsten 
durch sbl. Mult. mit ge und Benutzung von (10), (11), (14). Der 
Halphen'sche Satz folgt dann dadurch, dass g, 6 uud h, 6 verschwinden, 
so dass übrig bleibt 

wo + čo = Eo(uc). 

Diese Operation ergiebt folgenden Beweis*), in welchem die Symbolik 
des Verfassers und die Grundformeln des & 9. absichtlich nicht voraus- 
gesetzt sind. 


Beweis des Halphen’schen Satzes. 


Die beiden Congruenzen C, und C, mögen in jeder Ebene a, resp. a, 
Strahlen besitzen, und durch jeden Punkt a,’ resp. a,’ Strahlen schicken. 
Wir bezeichnen nun mit „Paar“ je zwei sich schneidende Strahlen, von 
denen der eine s, der Congruenz C'i, der andere s, der Congruenz C, 
angehört. Jedes Paar besitzt einen Schnittpunkt und eine Schnittebene. 
Jeder der x yemeinsamen Strahlen s der beiden Congruenzen ist ein 
Paar, dessen s, und s, derartig zusammenfallen, dass jeder Punkt auf 


*) Diesen Beweis hat der Verfasser schon im Januar 1874 einigen Mathe- 
matikern brieflich mitgetheilt. 
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ihm als Schnittpunkt, jede Ebene durch ihn als Schnittebene des Paares 
angesehen werden kaun. Die Strahlen s gehören also immer zu den- 
jenigen Paaren, deren Schnittpunkte auf einer beliebigen gegebenen 
Ebene E liegen, und deren Schnittebenen durch einen beliebigen Punkt 
P gehen, und sind unter diesen Paaren diejenigen, deren s, und s, zu- 
sammenfallen. Wir bestimmen daher nach dem Chasles'schen Corre- 
spondensprincip in einem Strahlbüschel, dessen Scheitel Q und dessen 
Ebene F heisse, die Zahl derjenigen Strahlen, in denen zwei Strahlen 
von solcher Beschaffenheit zusammenfallen, dass der éme y, den Strahl 
Sj, der andere g, den Strahl s, eines Paares schneidet, dessen Schnitt- 
punkt auf einer beliebigen Ebene E liegt, und dessen Schnittebene durch 
einen beliebigen Punkt P geht, und erhalten also, 
ua rtg=xr te +% 
wo «, resp. «, die Zahl der Paare ist, deren s, resp. s, einen ge- 
gebenen Strahl g) resp. g, schneidet, während ihr Schnittpunkt 
auf E liegt, und ihre Schnittebene durch P geht, 
wo x die Zahl der Paare ist, deren Schnittpunkt auf E liegt, und 
deren Schnittebene sowohl durch P, wie auch durch den Scheitel 
des Büschels Q geht, d. h. durch eine Gerade geht, 
wo € die Zahl der Paare ist, deren Schnittebene durch P geht, und 
deren Schnittpunkt sowohl auf E, wie auch auf der Büschelebene F 
liegt, d. h. auf einer Geraden à, 
und wo endlich x die gesuchte Zahl der gemeinsamen Strahlen ist. 


Demnach ist: 

z = (a — m) + (ax —e). 

Man erkennt nun -leicht durch das Princip der speciellen Lage, 
dass der erste Summand rechts gleich p ist, und der zweite gleich e 
ist, wenn p die Zahl der Paare ist, welche ihren Schnittpunkt in einem 
gegebenen Punkte, und e die Zahl derer ist, welche ihre Schnittebene 
in einer gegebenen Ebene haben. Denn legt man einen eben g, ge- 
nannten Strahl und einen eben P genannten Punkt in eine eben E ge- 
nannte Ebene, so zerlegt sich die Zahl a, in die Zahl derjenigen Paare, 
welche ihren Schnittpunkt auf g, haben, und zugleich ihre Schnitt- 
ebene durch P schicken, und die Zahl derjenigen Paare, deren Schnitt- 
ebene’ die Ebene E ist, d. h. in die Zahl e und die Zahl e. Es ist 
also: 

a, — E = e, 
ebenso natürlich auch: 

u — E =e, 
und dualistisch entsprechend: 

k mp 

Q — r =p. 
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Daher erhalten wir 
z=æ=p+e. 
Damit ist der Halphen’sche Satz bewiesen. Denn 
e=a.a,uwdlpy=a a, 

da der Voraussetzung gemäss, in einer Ebene E die Congruenz C, a,, 
die Congruenz C, a, Strahlen besitzt, da ferner jeder dieser a, Strahlen 
mit jedem diot a, Strahlen ein Paar giebt, dessen Schnittebene die 
Ebene E ist, yd da endlich das dualistisch entsprechende für einen 
Punkt P Silk ~ 


8 27. 


Lösung der Probleme der an einer oder mehreren Stellen zwei- oder 
mehrpunktig berührenden Tangenten einer allgemeinen Fläche 
n"! Ordnung. 

Die in § 16. entwickelte allgemeinere Auffassung des Correspon- 
denzprincips zwischen Punkten ergiebt mit Leichtigkeit sowohl die 
schon bestimmten, wie auch die bisher noch nicht bestimmten Grad- 
zahlen der Oerter, welche von den eine allgemeine Fläche n” Ordnung F, 
an einer oder mehreren Stellen zwei- oder mehrpunktig berührenden 
Tangenten, deren Berührungspunkten und deren einfachen en 
gebildet werden. 

Der Kürze wegen bezeichnen wir mit 


Sayd“ 

wo «, B, y oder ô nur geschrieben wird, wenn es mindestens gleich 
zwei ist, jeden Strahl, welcher von F„ an einer Stelle «, an einer 
zweiten ß, an einer dritten y, an einer vierten Ô unendlich nahe Punkte 
enthält. Jeden der oo! Strahlen, die im Allgemeinen F, an n Stelleu 
einpunktig schneiden, bezeichnen wir mit ,s,.“ Jeden Punkt, in 
welchem ein solcher Strahl s, p unendlich nahe Punkte vou Æ, ent- 
hält, d. h. p-punktig berührt, nennen wir „(sr,),“ oder auch „einen 
Punkt rp des Strahls sz“, und jeden Punkt, in welchem ein solcher 
Strahl s, nur einen Punkt der Fläche enthält, m. a. W. die Fläche 
schneidet, „einen seiner Punkte r,“ oder „(s.r,)“. Das Problem, welches 
die Bestimmung der Gradzahlen des von einem s, erzeugten Strahlen- 
orts oder der von seinen Punkten r erzeugten Punktörter verlangt, 
bezeichnen wir auch mit s,. Dann sind folgende Probleme möglich 
(vergl. Salmon-Fiedler’s Raumgeometrie II. Aufl. II. Th. Art. 441 
und 462): 


S23. Sas S223 Sy Saar S2223 Sg) Sy2» S3220 S33 » S2922 - 
Von diesen Problemen ist 
1) in den Plücker’schen Formeln als specieller Fall enthalten: 


S2; 
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2) seit lange vollständig gelöst: 
Sy, Sa 
(vergl. Salmon-Fiedler, 11. Th., II. Aufl., Art. 13u. f. Cremona’s 
Teoria delle superf. in Curtze’s Uebers. Nr. 67); 


3) durch Salmon algebraisch gelöst: 
Sie S323 $222 
(vergl. Salmon, Quart. Journ. Bd. 1, und Salmon-Fiedler, 
II. Th., II. Anf., Axt. 447 u. £.); 


4) durch Clebsch algebraisch behandelt: 
5, 
(vergl, Clebsch, Crelle- Borch. J. Bd. 58, p. 93) *); - : 
5) durch Sturm mit synthetischer Abzühlung behandelt: 
Sis S32 
(vergl. Sterm, Crelle- Borch. J. Bd. 72, p. 350); 
6) bisher uoch nicht gelöst: 
Ssa Sun» S3223 Saar Soare 


(vergl. Salmon-Fiedler, Il. Th., II. Aufl., Art. 465, letzte Zeile). 


Unsere Lösung dieser 11 Probleme beruht darauf, dass wir unsere 
in § 16. entwickelten Punktepaarformelu auf alle diejenigen Systeme 
vierter bis erster ‘Stufe von Punktepaaren anwenden, welche erzeugt 
werden von allen möglichen zwei Punkten: 


1) r, und r, jedes der oo! Strahlen s, (giebt Problem s,), 


2) r, und r, jedes der oo? Strahlen s, (Problém s,), 
3) r, und r, jedes der œœ? Strahlen s, (Problem s,,); 
4) r, und r, jedes der a? Strahlen s, (Problem s,), 
5) r; und r, jedes der oo? Strahlen s, (Problem s,,); 
6) r, und r, jedes der 0? Strahlen Gm (Problem s,), 
7) r, und r, jedes der ao? Strahlen s,, (Problem s,,), 
8) r, und r, jedes der oo? Strahlen s,, (Problem s,,,); 
9) r, und r, jedes der oo! Strahlen s, (Problem s,), 
10) r, und r, jedes der oo! Strahlen s, (Problem s,); 
11) r, und r, jedes der oo! Strahlen s,, (Problem s;), 
12) r, und r, jedes der x" Strahlen s,, (Problem s,,), 
13) r, und r, jedes der oo! Strahlen S}, (Problem s,,), 
14) r, und r, jedes der oo! Strahlen s,, (Problem 5,5.) ; 


*) Voss bestimmt (Math. Aun. Bd. IX, p. 483) die Ordnung der Curve vier- 
punktiger Berührung auch auf Flächen mit Doppel- und Rückkehrcurve und auf 
windschiefen Flächen. 
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15) r, und r, jedes der oo! Strahlen s,, (Problem s,,), 
16) r, und r, jedes der oo! Strahlen S., (Problem ss), 
17) r, und r, jedes der oo! Strahlen s,,, (Problem s,,,,)- 


Die in dieser Tabelle einem der 17 Systeme nachgesetzte Klammer 
giebt dasjenige unter den oben aufgestellten 11 Problemen s an, dessen 
Lösung durch die Coincidenzen dieses Systems erhalten werden kann. 
Der Umstand, dass mehrere Anzahlen aus zwei oder drei Systemen 
gewonnen werden können, wird für die Controle der Rechnung nutzbar. 

Der Verfasser behandelt im Folgenden nur- die Systeme 9) bis 17), 
weil die aus ihnen resultirenden Anzahlen bisher unbekannt waren, 
bemerkt jedoch, dass er durch die analoge Behandlung der Systeme 1) 
bis 8) die durch Salmon und Sturm bekannten Anzahlen ohne Schwie- 
rigkeit gewonnen hat. 

Die Systeme 9) bis 17) sind sämmtlich erster Stufe. In Ueber- 
einstimmung mit den Symbolen des $ 16. bezeichnen wir die einfache 
Grundbedingung, welche sich auf den in jedem Systeme zuerst genann- 
ten Punkt bezieht, mit c, die auf den zweiten Punkt bezügliche ein- 
fache Grundbedingung mit d, die auf den Verbindungsstrahl bezügliche 
einfache Grundbedingung mit g, die Anzahl der Coincidenzen mit €. 
Dann bestelt zwischen c, d, g, € die auf das Punktepaar erster Stufe 
bezügliche Formel ($ 16., Formel (1)) 

c+d—g=e. 

Wir brauchen daher für die Systeme 9) bis 17) nur folgende 10 

Zahlen: 

Sir (rd, (S471); 

S325 (Ss2 3)» (S3272)» (83271); 

Saar (S2222); (Szarrı)) 
wo S; resp. (s.r,) die Gradzahl des von den oc! Strahlen s, resp. 
den oo! Punkten (s.r,) erzeugten Ortes erster Stufe bedeute. 


Von diesen Zahlen sind durch Salmon bekannt und vom Ver- 
fasser durch seine Abzühlungsmethode bestätigt gefunden: 


S, = 2n(n —3) (3n—2) (Art. 458), 
(sr) = n (11 n — 24) (Art. 447), 
Sa = n(n— 3) (n — 4) (n?+6n— 4) (Art. 459), 
(84,73) = n(n — 4) (Bn? + 5n— 24) (Art. 459), 
(s4271) = n(n — 2) (n—4) (n’+2n+ 12) (Art. 460), 


Sın = 4 n(n—3)(n — 4) (n—5) (m? +3n—2) (Art. 461), 
(Sp) = 4 n(n —2) (n— 4) (n —5) (n?+5n-+ 12) (Art. 461). 


Die jeder der 7 Zahlen beigesetzte Artikelnummer bezieht sich auf 
Salmon-tiedler’s Werk, II. Th., Il. Aufl. 
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Die noch nicht bekannten 3 Zahlen (s,r,), (S3271); (Sz22r1) können 
aus diesen 7 Zahlen sehr leicht bestimmt werden. 


Die Anzahl der Punkte, welche, in einer Ebene liegend, zugleich 
der Fläche F, und den vierpunktigen Tungenten s, angehören, ist 
nach einem Productensatz ($ 26.): 

n- sS. 

Zu diesen Punkten gehören aber nicht bloss die Punkte r, der 
Strahlen s,, d. h. die einfachen Schnittpunkte der Strahlen s,, son- 
dern auch deren Berührungspunkte r,. Da in jedem solchen Berüh- 
rungspunkte die Fläche F, und die von den Punkten der Strahlen s, 
gebildete Fläche 4 Punkte gemein haben, so zerlegt sich die Zahl 
n:s, in zwei Summanden, von denen der eine 4-(s,r,) und der andere 
(s,r,) ist*). Also: =æ i 
(Sr) = n. s — 4 (sr) 

Analog: ` 
(S3271) = N se — 3 (S323) — 2 (S3272); 
(S821271) = n + Sim — 2 (ar). 

Daraus ergiebt sich die Ordnung der von den einfachen Schnitt- 

punkten der vierpunktigen Tangenten gebildeten Curve: 

; (s,r,) = 2n(n—4) (Bn'+n—12), 
ferner die Ordnung der Curve, gebildet von den einfachen Schnittpunkten 
der dreipunktig und zugleich zweipunktig berührenden Tangenten: 


(S3271) = n(n —4) (n— 5) (n° +6n? — n — 24), 
und die Ordnung der Curve, gebildet von den einfachen Schnittpunkten 
der an drei Stellen zweipunktig berührenden Tangenten: 


(s2221) = 4 n(n— 4) (n — 5) (n— 6) (n?+3n?—2n— 12). 


Der Factor (n — 4) in der ersten, (n — 5) in der zweiten und (n— 6) 
in der dritten dieser drei Formeln musste erscheinen, weil bei einer 
Fläche vierter Ordnung die vierpunktig berührenden Tangenten, bei 
einer Fläche fünfter Ordnung die drei- und zweipunktig berührenden 
Tangenten, bei einer Fläche sechster Ordnung die an drei Stellen 
zweipunktig berührenden Tangenten keinen weiteren Schnittpunkt be- 
sitzen können. 

Wir haben durch die oben erwähnten 7 bekannten Formeln und 
die eben abgeleiteten 3 Formeln alle Anzahlen, welche zur Bestimmung 
der Anzahlen der Coincidenzen in den Systemen 9) bis 17) nöthiy sind. 
Wie sich diese Coincidenzen und die Zahlen s,, Siz» S33; San» Sam 
dann ergeben, zeigt die folgende Zusammenstellung. 


*) Aehnlich verfährt Sturm bisweilen in seiner oben erwähnten Abhandlung 
(Borch. J. Bd. 72, p. 350). 


102 z H. Scaunsar. 


System 9) oder r, und r; auf s,. 
ce=(sır,) : (n— 4) = n(11 n — 24) (n — 4), 
d = (sr,) = 2n (n — 4) (B n?n — 12), 
g = sı: (n—4) =2nln—3) (3n — 2) (n—4), 


also: 
e =c + d — y=5n(n—4) (In—12), 

d. h. 
s, = Ön (n — 4) (Tn— 12), 

oder: 


„Fine Fläche n'” Ordnung besitzt 
Sn(n— 4) (Tn — 12) 
fünfpunktig berührende Tangenten.“ 


Danach bestätigt sich die ursprünglich von Salmon vermuthete 
Zahl (Salmon-Fiedler, II. Th., II. Aufl., Art. 465 am Schluss) nicht *). 


System 10) oder r, und r, auf s,: 
c = (sr) (n= 5) = 2n(n— 4) (3n? 4- n—12)(n—5), 
d=(s,r)(n—5) =2n(n—4) (3n?+n—12)(n—5), 
g = Sı: (n—4)(n—5)= 2n(n — 9) (3n —2) (n — 4) (n— 5). 
Der Factor (n—4) (n— 5) steht bei s, in dem Ausdrucke für g 
desswegen, weil auf einer vierpunktigen Tangente jeder der (n— 4) 
einfachen Schuittpunkte mit jedem der (n — 5) andern einfachen Schnitt- 


punkte zwei Punktepaare unseres Systems bildet, da jeder der beiden 
Punkte als Punkt c und als Punkt d gelten kann. Wir erhalten: 


= c + d — g = 2n (n— 4) (n— 5) (n+ 6) (3n—5), 


d. h. 
Sy = 2n (n— 4) (n —5) (n+ 6) (In—5), 
oder: 
„Eine Fläche n” Ordnung besitzt 
2n(n—4) (n—5) (n +6) (3n—5) 
Tangenten, welche an einer Stelle vierpunktig, an einer andern 
zweipunktig berühren.“ 
System il) oder r, und r, auf Sy. 
c = (5373) = n(n — 4) (3n? +5n— 24), 
d = (s57,) = n(n — 2) (n-— 4) (n?+2n+12), 
9 = Sy = n(n—3)(n—4) (m -4+6r— 4), 
also: 


E = ¢ 4 d — g = Dn (n — 4) (Tn— 12) = s. 
Dies giebt eine Bestätigung der in System 9) bestimmten Anzahl. 


*) Jene Zahl ist vielmehr um Gn(n—4)(11n—24) zu gross. 
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System 12) oder ry und r, auf sp- 
c = (Syr) (0—5) = n(n — 4) (3n? +5n — 24) (n —5), 
d = (Syr) = n(n —4) (n—5) (mm6 n? —n— 24), 
g = Sy + (n—5) = n(n— 3) (n —4) (n? + 6n — 4) (n —5), 
also: 
E = c +d — g = 2n (n — 4) (n —5) (n+6) (3n—5) = Syz. 
Dies giebt eine Bestätigung der im Systeme 10) bestimmten Anzahl. 


System 13) oder r, und r’auf s,. 


c = (San) (n — 5) =n(n—2)(n—4)(n’+2n+12)(n—5), 

d = (5357) = n(n — 4) (n—5) (m+ 6n? — n— 24), 

g = Sy ` (n— 5) = n(n— 3) (n—4) (n?+6n—4) (n—5), 
also: 


e=c+d—g = n(n— 4) (n—5) (n"+3n?+29n — 60). 


Da auf jeder Tangente, die an zwei Stellen dreipunktig berührt, 
zwei Coincidenzen unseres Punktepaars liegen, so ergiebt sich für s, 
die Hälfte von €, also: 


7 Sy, = $ n(n — 4) (n — 5) (n?+3n?+29n — 60), 
oder: 
„Eine Fläche n” Ordnung besitzt 
4 n(n — 4) (n— 5) (n?+3n?-+ 29 n — 60) 
Tangenten, die an gwei Stellen osculiren.“ 


System 14) oder r, und r, auf sy. 


c == (sa r,)(n—6) = n(n — 4) (n — 5) (n?+6n?— n — 24) (n— 6), 
d == (S,r,) (n— 6) = n(n —4)(n—5)(n?+6n?—n — 24) (n— 6), 
9 = Sy . (n— 5) (n—6) = n(n — 3) (n—4) (m+ 6n —4)(n—5)(n —6), 
also: | 
e=c+d—g=n(n—4) (n— 5) (n— 6) (n?+9n?+20n —60). 
Jede an einer Stelle dreipunktig und an zwei Stellen zweipunktig 
berührende Tangente besitzt in jeder dieser beiden Stellen eine Co- 
incidenz €, also: 
5 Sy = 4 n(n — 4) (n — 5) (n — 6) (n?+9n?+20n —60), 
oder 
„Eine Fläche n'” Ordnung besitzt 
` 4n (n— 4) (n—5) (n — 6) (n3+9n?+ 20 n — 60) 
Tangenten, die an einer Stelle dreipunktig und an zwei Stellen 
zweipunktig berühren.“ 
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System 15) oder r, und ry auf sš. 
E = 2 . (Sr) = 2 | 4 n(n — 2) (n— 4) (n—5) (n+5n+12),. 
d = 2 + (Syt) = 2 - 4 n(n —2) (n—4) (n— 5) (n°+5n+12), 
g= 6; Sy = b . 4 n(n —3) (n—4) (n—5) (n?-+3n—2). 
Die Coefficienten 2, 2 und 6 desswegen, weil auf jeder dreifachen 
Tangente mit einem bestimmten der drei Berührungspunkte zwei an- 
dere Berührungspunkte ein Punktepaar bilden, und weil auf ihr über- 
haupt sechs Punktepaare existiren, wenn jeder der drei Berührungs- 
punkte als Punkt c und als Punkt d betrachtet werden darf. Wir er- 
halten also: 
e=c+d—g=2n(n—4) (n —5) (n+ 6) (3n—5) = Sy 


Dadurch erhalten wir die durch das System 3) bestimmte Zahl s, 
zum dritten Male. 


System 16) oder r, und r, auf s,,.. 
c = (Smr) (n—6) = 4 nin—2)(n—4\{in—5) (n?+5n+ 12) (n—6), 
d= 3. (54 7,) = 3.4 n(n— 4) (n—5) n—6)n?+3n?— 2n— 12), 
g = 3: Syy n-6) = 3 . 4 n(n—3) (n— 4) (n—5) (n? +3n — 2) (n— 6), 
also: 
E = c +d — g9g=4n(n—4,(n—5)(n— 6) (n’+9n?+20n— 60) = 5332 - 


Dies giebt eine Bestätigung der schon aus System 14) bestimmten 
Ansall. 


System 17) oder r, und r; auf Spy. 


c = (522273) (8—1) = 4n(n—4) (n— 5) (n— 6) (n+ 3n?—2n—12)(n - 7), 
d = (S3374) n—7) = 4 n(n —4) (n — 5) (n—6) (n? 3 n?— 2n — 12) (n—7), 
9 = Sao (N -- 6) (n—7) = 4n (n — 3) (n—4) (n—5) (m? +3n— 2)(n—6)(n —7), 
also; | 
e=c+d—g=}n(n-— 4) (n—5) (n—6) (n—T)(n?+6n?-+7n— 30). 

Da jede an 4 Stellen zweipunktig berührende Tangente 4 Coinci- 
denzen € enthält, so erhalten wir 

S2222 


oder die Zahl der vierfachen Tangenten dadurch, dass wir den eben 
erhaltenen Ausdruck durch 4 dividiren, oder: 


„Eine Fläche n" Ordnung enthält 
yy n(n—4)(n— 5) (n— 6) (n — T)(n?+6n?+7n— 30) 
vierfache Tangenten.“ 
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Durch Vermittelung der oben berechneten Ausdrücke für (s,r,), 
(Szori), (Saar) ist jede der fünf Zahlen 5, Siz, Sans Syay, Say, Cine 
wenig complieirte Function von zwei oder drei der schon durch Salmon 
algebraisch berechneten 7 Zahlen, welche sich auf die vierpunktigen, 
die drei- und zweipunktigen und die dreifachen Tangenten beziehen. 
Wir lassen diese Functionen hier folgen, weil sie vielleicht einer alge- 
braischen Herleitung der bis jetzt noch nicht bestimmten Zahlen als 
Fingerzeig dienen können. Wir bedienen uns dabei genau der in 
Salmon-Fiedler’s Werk (Art. 447) gebrauchten Bezeichnung, indem 
wir die Zahl 

S, mita, 
3p mit b, 
8999 Mit c, 
(sr) mit A, 
(83373) mit B, 
(Sara) mit C, 
(822273) mit D 
bezeichnen. Dann ist, unsrer Herleitung gemäss: 


1) s = A(n—8) + 4a k 
= B 4+ C —b, 
2) S = a(n—5)(n+4) — 8A(n—5) 
= B(n—8)— 2C 4+ 5b 
=4D— 6c, 
3) ss =4C(n—-1)—4B+łb, 
4) 5399 = 4 b(n— 6) (n+5) — 3 B(n—6) — 2 C(n—6) 
= D(n—12)+18c, 
5) S= À c (n— 1) (n+6) — D(n—7). 


Wir fügen noch einige auf Doppeltangenten und Osculanten be- 
zügliche Anzahlen hinzu, welche sich dem Verfasser bei der Betrach- 
tung der im Vorangehenden der Kürze wegen nicht behandelten 
Systeme 1) bis 8) (siehe oben) ergeben haben, und welche wohl. bis- 
her noch nicht bestimmt sein dürften: 


1) Zieht man von den sämmtlichen Punkten einer auf F, gelegenen 
ebenen Curve C, die sämmtlichen Osculanten, welche nicht auf Ca oscu- 
liren, so bilden die nicht auf C, liegenden einfachen Schnittpunlite dieser 
Osculanten eine Curve von der Ordnung 


n (n—2) (n— 4) (n?+5n +3). 
2) Bestimmt man auf jeder Doppeltangente, welche auf einer in 
F, gelegenen ebenen Curve ihren einen Berührungspunkt hat, den andern 
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Berührungspunkt, so bilden diese andern Berührungspunkte eine Curve 
von der Ordnung 
n(n’—2n?+2n—6), 
also von der 271% Ordnung bei einer F, (27 Gerade). 
3) Die weiteren einfachen Schnittpunkte aller Doppeltangenten, die 
ihren einen einfachen Schnittpunkt auf einer in F, gelegenen ebenen 
Curve C, besitzen, bilden eine Curve von der Ordnung 


4 n(n—2)(n—4)(n—5) 2m +5n+3). 


Auch diejenigen auf eine Fläche n' Ordnung bezüglichen An- 
zahlen, welche die Tangentialebenen, die Lage jeder der beiden Haupt- 
tangenten, die parabolische Curve etc. mit berücksichtigen, können in 
ähnlicher Weise leicht abgeleitet werden, z. B. auch die eben von 
Voss (Math. Ann. Bd. IX, p. 241) neu bestimmte Anzahl der Kreis- 
punkte einer Fa. 

Jedoch beabsichtigt der Verfasser, welcher erst während der Re- 
daction dieser Arbeit auf die in diesem § gegebene Anwendung seiner 
 allgemeineren Correspondenzformeln gekommen ist, späfer in einer be- 
sonderen Abhandlung noch andere auf eine allgemeine Fläche n'er Ord- 
nung bezügliche Anzahlen eu bestimmen*). 


8 28. 


Bestimmung von Anzahlen, welche sich auf die Berührung von 
Elementen zweier Curven- oder Flächensysteme erster 
Stufe beziehen. 


Für den Chasles’schen Satz, dass in der Ebene die Anzahl der- 
jenigen Curven eines Systems (u, v), welche eine Curve m'e" Ordnung 
n'a Ranges berühren, gleich 

N nu + mv 

ist, sind bekanntlich Analoga für die Berührung einer Fläche durch 
Flächen eines Systems und für die Berührung einer Fläche durch 
Raumeurven eines Systems (vergl. Brill, Math. Ann. Bd. VII, p. 534) 
aufgestellt. Sind nun in einer Ebene zwei Systeme von Curven, oder 
im Raume zwei Systeme von Flächen, oder ein System von Raum- 
curven und ein System von Flächen gegeben, so werden die Berüh- 
rungspunkte einen Punktort erster Stufe, und die Tangentialebenen resp. 
Tangenten in den Berührungspunkten einen Ebenenort resp. Strahlenort 
erster Stufe bilden. Die Gradzahlen dieser Oerter sollen im Folgenden 
durch Anwendung der Punktepaar-Formeln (§ 16.) bestimmt werden. 

Wir bezeichnen ein System erster Stufe von Plaucurven in fester 


*) Die hier entwickelten Resultate habe ich inzwischen durch die Gött. Nachr. 
(Febr. 1876) mitgetheilt. 
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Ebene mit (u, v), wenn u resp. v Plaucurven des Systems ihren Punktort 
resp. Strahlenort erster Stufe die einfache Grundbedingung erfüllen lassen, 
ein System von Flächen mit (u, v, ọ), wenn w resp. v resp. ọ Flächen des 
Systems ihren Punktort resp. ihren Tangentenort resp. ihren Tangential- 
ebenenort die einfache Grundbedingung erfüllen lassen, endlich ein Sy- 
stem von Raumcurven mit (p, t, €‘, e), wenn das System p Raumcurven 
enthält, deren Punktort die satide Grundbedingung erfüllt,  Raum- 
curven enthält, deren Tangentenort die Feldbedingung erfüllt, d. h. 
welche eine Bite berühren, £? Raumcurven enthält, deren Fogai 
ort die Bündelbedingung erfüllt , d. h. welche ir Tangente durch 
einen Punkt schicken, und e Raumeurven enthält, deren Schmiegungs- 
ebenen-Ort die einfache Grundbedingung erfüllt. 

Der Umstaud, dass bei einer Plancurve eine Tangente und ihr Be- 
rührungspunkt, bei einer Fläche eine Tangente und ihr Berührungspunkt, 
ferner eine Tangente und ihre Tangentialebene, endlich eine Tangential- 
ebene und ihr Berührungspunkt, bei einer Raumcurve eine Tangente und 
ihr Berührungspunkt, ferner eine Tangente und ihre Schmiegungsebene, 
endlich eine Schmiegungsebene und ihr Berührungspunkt, je zwei Haupt- 
elemente repräsentiren, welche, kurz ausgesprochen, in einander liegen, 
lefert die für die Anwendbarkeit der allgemeinen Formeln des § 9. noth- 
wendige Voraussetzung. Die Anwendung dieser Formeln auf die in ein- 
ander liegenden elementaren Oerter einer Curve oder einer Fläche oder 
eines Systems von solchen Gebilden, liefert Sätze, welche zum Theil 
schon von Chasles, Zeuthen und andern gelegentlich benutzt sind, 
und dabei meist auch durch das Princip der speciellen Lage erläutert 
sind. Alle diese Sätze sind implicite in den vier allgemeinen Schemata 
des $ 9. enthalten. So ergiebt die für einen durch einen Punkt c 
gehenden Strahl g gültige allgemeine Formel 


+= Cÿp) 
wenn man c als einen Punkt einer Fläche, g als eine seiner Tangenten 
auffasst, also c’ gleich Null, g, gleich dem Range der Fläche setzt, 
den bekannten Satz, duss der Rang gleich der Ordnung der Curve 
der Berührungspunkte ist, die den von einem Punkte'an die Fläche 
gelegten Tangenten angehören. So giebt ferner die Formel: 

CI =g 4G 
für ein System (u, v, ọ) von Flächen den Satz (Salmon-Fiedler 
Art. 440): 

„Der Grad des Orts der Bosanske der von einen Punkte 
an de sämmtlichen Flächen des Systems gelegten Tangenten, oder, was 
dasselbe ist, der Bündelgrad des Orts der T, angenten, deren Berührungs- 
Punkte af einem Strahle liegen, ist gleich 


u + v.“ 
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Die auf solche Weise aus deu allgemeinen Formeln des § 9. un- 
mittelbar fliessenden, auf Systeme von Curven oder Flächen bezüglichen 
Sätze, werden im Folgenden ohne weitere Begründung angewandt. 


A. Berührung der Elemente zweier in fester Ebene 
befindlicher Systeme von Plancurven. 


. Die beiden Systeme seien (u, v,) und (u,, v,). Auf jeder der oo? 
gemeinsamen Tangenten bildet jeder dem (u,, v,) angehörige Berüh- 
rungspunkt c mit jedem dem (u,, v,) angehörigen Berührungspunkte 
d ein Punktepaar. Die so bestimmten Punktepaare bilden ein System 
zweiter Stufe, auf welches wir die Punktepaar-Formeln ($ 16. p. 55) 


eg =t 4H Hg 9: 
Eb = cd — ge 


anwenden. c? ergiebt sich gleich u,v,, weil durch einen Punkt der 

Ebene u, Curven des Systems (u,, v,) gehen, und die Tangente dieses 

Punktes an jeder dieser Curven, von v, Curven des Systems (u,, v,) 

berührt wird. Entsprechend ist d? == v,u,. Ferner g = v,v,, g, na- 

türlich gleich Null, weil die Ebene der Plancurven fest ist, also . 
E9 = ur; + vil + Vi, 

oder: 

„Die Tangenten in den Berührungspunkten je eweier sich berüh- 
render Curven zweier Systeme (m, v,) und (u,, v,) bilden einen Strah- 
lenort vom Grade: 

Ua Va + vu, + vr.“ 
Nach dem Dualitätsprincip giebt der diesem Ausdruck dualistisch 
entsprechende: 
UY + Vila + Mill 
- den Grad des Orts der Berührungspunkte an. Wir erhalten denselben 
jedoch auch aus der Punktepaar- Formel s 
f eb = ed — g9., 


wenn wir cd = (u, +v): (u+ v) setzen. Die Richtigkeit dieser Sub- 
stitution folgt daraus, dass der Grad des Strahlenorts der Tangenten, 
deren Berührungspunkte auf einem Strahle der Ebene liegen, für das 
eine System gleich u,+ v, und für das andere System gleich u, + v, 
ist, also die beiden so erzeugten Oerter nach den Productensätzen 
(ui +r): (u+ 72) gemeinsame Strahlen haben. 


B. Berührung der Elemente zweier Systeme von Flächen. 


Die beiden Systeme seien (u,, vi, 0,) und (u,, v,, 0,). Auf jeder 
derjenigen 00° gemeinsamen Tangenten, denen zusammenfalleude Tan- 
gentialebenen angehören, bildet jeder dem Systeme (u,, v,, @,) ange- 
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hörige Berührungspunkt c mit jedem dem Systeme (u,, v,, Q,) ange- 
hörigen Berührungspunkte d ein Punktepaar. Die so bestimmten 
Punktepaare bilden ein System dritter Stufe, auf welches wir die fol- 
genden Punktepaar-Formeln dritter Dimension anwenden wollen ($ 16.): 


Eg = ++, 
ebg + eb? = cd + cd — g.. 

Wir haben also die Zahlen c3, d’, g,, Cd, cd zu bestimmen. 
c? ist gleicheÿ, 02, D = Q,4,, Cd = (u, +r) (+), weil die Tan- 
gentialebenen, die den Punkten eines Strahls angehören, für das Sy- 
stem (u,, v,, @,) einen Ebenenort vom Grade u, + v, bilden, die 
Tangentialebenen, die den Punkten einer Ebene angehören, für das 
System (w,, v,, 0,) einen Ebenenort vom Grade 9, + v, bilden, und 
diese bgjden Oerter also (u, + v,) : (e,+ v,) gemeinsame Ebenen haben. 
Entsprechend ist cd? = (0, +v) (u,+v,). Die Zahl g, ergiebt sich 
aus dem System erster Stufe derjenigen Ebenenpaare, deren jedes aus 
zwei (u, v,, @,) und (um, v,, @,) angehörigen Tangentialebenen so 
zusammengesetzt ist, dass zwei zugehörige Tangenten in ein und den- 
selben Strahl eines Strahlbüschels fallen. Die Zahl der Coincidenzen 
in diesem Systeme von Ebenenpaaren ip nach der Ebenenpaar-Formel 
erster Dimension gleich: 


(tr), + (eo + Pr) - vin = g. 


Wir erhalten also: 


E 9p = (Hi 02) + (91) + (0,9249, + viv2); 
Ebg+ eb? =(u tri )lot v) + l Hr) (uit ve) — (19:4 eat vi 2) 
= H QF E m bave + Y + rY. 

Da als Verbindungsstrahl derjenigen zwei auf einer gemeinsamen 
Tangente liegenden Punkte, welche in dem Berührungspunkte zweier 
sich berührender Flächen zusammenfallen, jede beliebige Tangente in . 
diesem Berührungspunkte angesehen werden kann, so hat unser Punkte- 
paar-System dritter Stufe Coincidenzen zweiter Gattung ($ 17.). Mit 
andern Worten, eg, ist die Zahl, welche angiebt, wieviel von den Tan- 
gentialebenen in den oo! Berührungspunkten durch einen Punkt gehen. 
Wir erhalten also den Satz: 

„Die 00! Tangentialebenen in den oo! Berührungspunkten von allen 
möglichen zwei sich berührenden Flächen zweier Flächensysteme (u,, vis 0.) 
und (u,, v,, @,) bilden einen Ebenenort vom Grade: 


uie: + mA + rn + 0,% +99.“ 
Das Symbol bg drückt die Zahl der in einer Ebene liegenden 


Berührungspunkte aus, das Symbol eb? kann gar nicht erfüllt werden, 
weil jede Coincidenz zweiter Gattung ist, oder, was hier dasselbe ist, weil 
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das System dritter Stufe nicht o0?, sondern nur oo! Coincidenzstellen : 
besitzt. Wir erhalten daher das weitere Resultat: 

„Die Berührungspunkte von allen möglichen zwei sith berührenden 
Flächen zweier Flächensysteme (u,, vi, o,) und (u,, v,, o,) bilden 
einen Punktort vom Grade: 

Bi: + B0, + vive + mire + dvi. 

Die Thatsache, dass dieser Ausdruck dem obigen dualistisch ent- 
spricht, liefert eine Bestätigung. + 
C. Berührung einer Raumeurve eines Systems von Raum- 

curven durch eine Fläche eines Systems von Flächen. 


Das System von Raumeurven sei (p, t, ť, e), das System von 
Flächen sei (u, v, 0). Auf jeder der oo? gemeinsamen ‘Tgngenten 
dieser beiden Systeme bildet jeder dem Raumeurven - Systeme angehörige 
Berührungspunkt c mit jedem dem Flüchen - Systeme angehörigen Be- 
rührungspunkte d ein Punktepaar. Die so bestimmten Punktepaare 
bilden ein System zweiter Stufe, auf welches wir die folgenden Punkte- 
paar- Formeln zweiter Dimension anwenden wollen: 


eg = C tt — Ip 
Eb = cd — ge. 


Es ist aber © =p- v, ge= t- v, gp =t- v. d ergiebt sich nach 
dem Halphen’schen Productensatze für zwei Strahlenürter zweiter 


Stufe gleich 
Kurt) + tu, 


cd ist gleich (p+ t) (u+v), weil diejenigen Tangenten der Raumeuren, 
deren Berührungspunkte in einer Ebene liegen, einen Strahlenort erster 
Stufe vom Grade p + { bilden, weil ferner diejenigen Tangenten der 
Flächen, deren Berührungspunkte auf einer Ebene liegen, einen Strahlen- 
ort dritter Stufe vom Grade u + v bilden, und weil endlich diese 
beiden Oerter dann (p-+£) : (u+v) gemeinsame Strahlen besitzen. 


Daher ist: < 
eg = pv + Flut) tt] + tv — lv 
= (p+0 ++, 
eb = (pẹ t) (+r) — tv 
= pv +(p+t)u. 
Dies giebt die beiden Resultate: 


„Die Berührungspunkte, in denen die Raumcurven eines Systems 
(p, t, t, e) durch die Flächen eines Systems (u, v, ọ) berührt werden, 
bilden eine Curve von der Ordnung 


pv + (p+ u 
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und die diesen Punkten angehörigen Tangenten der Raumcurven eine 
Regelfläche vom Grade 
(Fe En 


Durch dualistische Uebertragung ergeben sich aus diesen beiden 
Resultaten noch zwei andere. 


§ 29. 


Beispiele zu den Correspondenzsätzen für zwei verschiedenartige 
Hauptelemente. 


Zu den in § 22. und § 23. bewiesenen Formeln für das aus Punkt 
und Ebene, das aus Punkt und Strahl und das aus Ebene und Strahl 
bestehende Paar sind bis jetzt noch keine Beispiele aufgetreten. Der 
Vollständigkeit wegen lassen wir solche hier folgen. Sie beziehen sich 
sämmtlich auf die durch Pol und Polarebene bei allgemeinen Flächen 
n'er Ordnung hergestellte Verwandtschaft. 


~ 


A. Correspondenz zwischen Punkt und Ebene. 


- Jeder Punkt des Raums bildet mit seiner Polarebene in Bezug 
auf eine F, ein aus Punkt und Ebene bestehendes Paar. Die so be- 
stimmten Paare bilden ein System dritter Stufe, auf welches die For- 
mel (III) des § 22. angewendet werden soll. Diese hiess 
+ pè = 6(c+u—uc). 

Jeder Punkt hat 1 Polarebene, also ist © = 1. Jede Ebene ist jedoch 
Polarebene zu (a — 1)? Punkten, also ist u?=(n—1)°. Die Punkte der 
oo? Coincidenzen bilden den Punktort, die Ebenen den Tangential- 
ebenenort der Fẹ. Daher ist ec? gleich der Ordnung, eu? gleich der 
Classe, ¿pc gleich dem Range der F,. Wir erhalten also durch unsere 
Formel die Identität: 


1 + (n—1) = n + n(n—1} — n(n—1). 


B. Correspondenz zwischen Punkt und Strahl. 


In Bezug auf zwei allgemeine Flächen A und B von den Ord- 
nungen a + 1 resp. b + 1 hat jeder Punkt des Raums je eine Polar- 
ebene. Jeder Punkt bestimmt also mit der Schnittaxe seiner beiden 
Polarebenen in Bezug auf A und B ein aus Punkt und Strahl be- 
stehendes Paar. Die so bestimmten Paare bilden ein System dritter 
Stufe, auf welches wir die Formel (III) des $ 23. anwenden wollen. 
Diese hiess: 

tee — À = E(ge+ug — ue). 
Jedem Punkte gehört 1 Strahl zu, also ist ° = 1. g, ergiebt sich 
durch Betrachtung des Systems dritter Stufe derjenigen Ebenenpaare, 
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deren beide Ebenen ein und denselben Pol in Bezug auf A und B be- 
sitzen. Man benutzt dabei den Satz, dass hinsichtlich einer F, die 
den oo! Ebenen einer Ebenenaxe zugehörigen Pole eine Curve von der 
Ordnung (n# — 1)? bilden, und die den oo? Ebenen eines Ebenenbündels 
zugehörigen Pole eine Fläche von der Ordnung n—1 bilden, und er- 
hält dann: 
g=a!b+ ab. 

Die Zahl cg ist die Zahl derjenigen in einer Ebene liegenden Strahlen, 
in denen sich zwei Ebenen schneiden, welche in Bezug auf A und B 
ein und denselben auf einer Ebene liegenden Pol besitzen. Diese Zahl 
ergiebt sich durch das Correspondenzprincip im Strahlenfelde, wie bei 
Zeuthen in dem Beispiele zum Théorème I seiner in den Comptes 
rendus (Juni 1874) enthaltenen Abhandlung über das Correspondenz- 


princip, nämlich: 
cg. = a? + ab + b?. 
Die liuke Seite unserer Correspondenzformel liefert also den Werth: 
aba? Ha + ab +? — 1=(a+1)(b+1)(a+b—1). 

Um den Werth der rechten Seite zu berechnen, haben wir die 
Coincidenzen des Systems zu untersuchen. Eine Coincidenz findet da 
statt, wo ein Punkt sowohl in Bezug auf die Fläche A wie auch in 
Bezug auf die Fläche B mit seiner Polarebene zusammenfällt, also in 
der Schnittcurve der beiden Flächen, Jede solche Coincidenz erfüllt 
die Bedingung u von selbst, d. h. sie ist zweiter Gattung. Daher ist 
eg. gleich Null, zuc gleich der Ordnung der Schnitteurve der beiden 
Flächen, guy ist der Grad der Regelfläche, welche von den Schnitt- 
axen der beiden Tangentialebenen in jedem Punkte der Schnitteurve 
erzeugt wird. Diese Zahl ergiebt sich aus dem System der Paare dieser 
Tangentialebenen gleich a'(b+1) + b’(a+1), wo a’ resp. V den Rang 
der Flächen A und B angeben, also gleich (a+1) -a resp. (b+1)-b 
sind. Wir haben also: | 


ge=0; eucæ(a+1)-(b+1); 
eug=(a+1):(b+1)-(a+b). 


Daher ergiebt sich für die rechte Seite unserer Correspondenz- 


formel: 
ege + Eug — euc=(a+1)(b+1)(a+b—1), 
das ist derselbe Werth, der oben für die linke Seite erhalten war. 


C. Correspondenz zwischen Ebene und Strahl. 


Jedem Punkte eines Punktfeldes 7’ gehört in Bezug auf zwei 
Flächen A und B von den Ordnungen a + 1 resp. b + 1 ein Strahl 
als Schnitt seiner beiden Polarebenen in Bezug auf diese Flächen zu, 
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und in Bezug auf eine dritte Fläche F von der Ordnung f + 1 eine 
Ebene als Polarebene. So werden durch die Vermittelung der Punkte 
auf 7’ x? aus Ebene und Strahl bestehende Paare bestimmt. Auf das 
von ihnen gebildete System zweiter Stufe soll die Formel (8) aus $ 23. 
angewandt werden. Diese hiess: 


B? + ug + g= elute), 
p? ist die Zahl der Punkte auf T, deren Polarebenen in Bezug auf F 
durch eine gegebene Axe gehen, also gleich f?. g. ist die schon 
(p. 112) angeführte Zahl derjenigen Strahlen eines Strahlenfeldes, in 
denen sich zwei Ebenen schneiden, die in Bezug auf die Flächen A 
und B einen gemeinsamen in einer Ebene T gelegenen Pol besitzen, 


also gleich 
a? + ab + b*. 

Die Zahl ug giebt au, wie oft auf T ein Punkt vorhanden ist, dessen 
Polarebene in Bezug auf F' durch einen gegebenen Punkt geht, während 
seine Polarebenen in Bezug auf A und B sich in einer Geraden schnei- 
den, die einen gegebenen Strahl schneidet. Diejenigen Punkte “ber, 
deren Polarebenen in Bezug auf A und B sich in einer Geraden 
schneiden, die einen gegebenen Strahl schneidet, bilden auf 7 einen 
Punktort erster Stufe, dessen Grad sich durch das gewöhnliche Corr.-Pr. 


gleich 
a + b 
ergiebt, und diejenigen Punkte, deren Polarebenen in Bezug auf F 
durch einen gegebenen Punkt gehen, bilden auf 7 auch einen Punkt- 
ort erster Stufe, dessen Grad f ist. Daher ist ug gleich dem Producte 
dieser beiden Zahlen 
ny = f{a+b). 


Die linke Seite unserer Correspondenzformel liefert also den Werth: 
f?+fla+b) + a? + ab + D. 

Eine Coincidenz findet da statt, wo die drei Polarebenen in Bezug 
auf A, Bund F sich in einem einzigen Strahle schneiden. Jede solche 
Coineidenz ist zweiter Gattung, weil jeder Punkt des Strahls als Schnitt- 
punkt der Polarebene in Bezug auf F angesehen werden kann. Mit 
andern Worten, die Bedingung u kann nicht durch & erfüllt werden, 
und die Bedingung ce wird durch jede Coineidenzstelle von selbst er- 
füllt. c giebt also die Anzahl derjenigen Punkte des Punktfeldes 7 
an, deren Polarebenen in Bezug auf die drei Flächen A, B und F 
sich in einem einzigen Strahle schneiden. Diese Anzalıl ist aber die 
Ordnung der sogenannten Jacobi’schen Curve in Bezug auf drei 
Flächen (Salmon-Fiedler, I. Th., I. Auf., p: 550, Nr. 437) 
(Cremona’s Teoria d. superf. in Curtze’s Uebers. Art. 137, p. 114). 
Wir erhalten also das bekannte Resultat: 
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„Die Jacobi'sche Curve in Bezug auf drei Flächen A, B, F von 

den Ordnungen a + 1, b+ 1, f + 1 ist von der Ordnung 
a +b + ft + ab + af + bf.* 

Dieses Resultat kann durch das Correspondenzprincip im Punktfelde 
T noch schueller gewonnen werden, wenn man als Correspondenzbe- 
dingung für das Punktepaar c und d die Bedingung annimmt, dass die 
Schnittaxe der beiden Polarebenen des einen Punktes c in Bezug auf 
A und B in der Polarebene des andern Punktes d in Bezug auf F 
lieg. Dann ist (Formel (II) in § 16.): e = f?, cd=f(a+b), 
d = a? + ab + b, eb gleich Null, eg die Ordnung der Jacobi’schen 
Curve. 


8 30. 
Die Charakteristikentheorie des Punktes, der Ebene und des Strahls. 


Aus den Productensätzen für die drei Hauptelemente, welche in 
§ 26. als specielle Fülle der allgemeinen Correspondenzformeln erkannt 
sind® fliesst unmittelbar die eigentliche Charakteristikentheorie dieser 
drei einfachsten Gebilde. 

Sind A und B zwei ganz beliebige Bedingungen erster resp. zweiter 
Dimension für Punkte, und giebt « an, wieriel Punkte A erfüllen und 
in einer Punktaxe liegen, ß, wieviel Punkte B erfüllen und in einer 
Punktebene liegen, so nennen wir « und B die Parameter der Be- 
Bedingung A und B. Nach den Productensätzen giebt dann das Pro- 
duct «- B die Zahl der Punkte an, welche A und B zugleich erfüllen. 
Daraus folgt, dass in jedem beliebigen Systeme von Punkten jede be- 
liebige einfache resp. zweifache Bedingung ersetzt werden kann durch 
die mit ihrem Parameter multiplieirte Bedingung ec, resp. c?, wo c resp. c? 
angiebt, wieviel Punkte des Systems einem Punktfelde resp. einer 
Punktaxe angehören. Damit ist also für den Punkt eine Bedingung c 
vorhanden, durch deren erste resp. zweite Potenz jede einfache resp. zwei- 
fache Bedingung ausgedrückt werden kann. Natürlich kann auch jede 
dreifache Bedingung, durch welche y Punkte bestimmt sein mögen, er- 
setzt werden durch yc’, wo œ ausdrückt, wieviel Punkte des Systems in 
einen beliebigen Punkt des Raums fallen, d. h. den wievielfachen Punkt- 
raum das System repräsentirt. Das Analoge gilt für die Ebene. Für 
den Punkt und die Ebene ist daher im Sinne der Definition der Cha- 
rakteristiken eines Gebildes in § 2. eine aus nur einer Bedingung c be- 
stehende Gruppe von Charakteristiken vorhanden. 

Bei einem Strahle kann ebenso jede einfache Bedingung durch 
das Product ihres Parameters mit der Grundbedingung g ersetzt werden. 
Entsprechendes gilt für jede dreifache und vierfache Bedingung, die 
durch g, = 4g? resp. G = $g* ausgedrückt werden können. Nur eine 
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zweifache Bedingung kann nicht durch die zweite Potenz von g allein 
ausgedrückt werden. Bezeichnet « resp. « die Zahl der Strahlen, 
welche eine zweifache Bedingung erfüllen und in einem Strahlenfelde 
resp. Strahlenbündel liegen, d. h. ist œ ihr Feld-Parameter, « ihr 
Bündel-Parameter, so ist diese Bedingung nach dem Halphen’schen 
Producteusatze ersetzbar durch 

age + «gp. 

Da g. + 9, = 9? ist, so würden also beim Strahle erst zwei Be- 
dingungen g und gp oder g und g. im Stande sein, durch ihre Potenzen 
alle Bedingungen auszudrücken. Die vierfache Bedingung, welche aus 
zwei zweifachen Bedingungen mit deu Parametern «,« resp. ß,ß’ be- 
steht, muss das Product von «ag. + «gp mit Bge + ß’g, zum Modul 


baben, also gleich l > 
(age+ agp) (BJe + By); 


(«B + & &)G 
sein, da 9,9, nicht erfüllbar ist. 

Aus der hiermit erledigten Charakteristikentheorie von Punkt, 
Ebene und Strahl ergiebt sich namentlich folgender Satz: 

„Jede einem Gebilde auferlegte Bedingung, welche nichts anderes 
aussagt, als dass ein Element eines Plücker’schen Orts dieses Gebildes 
irgend welche Bedingung erfüllt, ist immer durch fundamentale Be- 
dingungen des Gebildes ersetzbar.“ 


oder gleich 


Beispiel: 

Sollen die Elemente des Punktorts einer Plancurve C,? 7 zweifache 
Bedingungen erfüllen, deren Parameter sämmtlich gleich n sind, die 
Spitze eine einfache Bedingung erfüllen, deren Parameter gleich y ist, 
und die Wendetangente eine zweifache Bedingung erfüllen, deren 
Feld-Parameter gleich « und deren Bündel- Parameter .gleich «œ ist, so 
ist die Anzahl der C,?, welche ihre Plücker’schen Oerter diese Be- 
dingungen erfüllen lassen, gleich 

l neye a. (Cw) Hw y. æ (vcw), 

wo v'cw,, oder die Zahl derjenigen (',, welche 7 gegebene Gerade 
schneiden, ihre Spitze auf einer gegebenen Ebene besitzen, und 
eine gegebene Ebene oseuliren, nach des Verfassers Tabellen gleich 
5968 ist, 

und wo v’cw,, die Zahl der C,°?, welche 7 gegebene Gerade schnei- 
den, ihre Spitze auf einer gegebenen Ebene besitzen, und ihre 
Wendetangente durch einen gegebenen Punkt schicken, gleich 
3296 ist. 

In derselben Weise, wie bei Punkt, Ebene und Strahl folgt bei 
jedem Gebilde aus seinen Productensätzen seine eigentliche Charakteristiken- 

g* 
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theorie. Productensätze sind jedoch bis jetzt nur für die drei Haupt- 
elemente und die Kegelschnitte abgeleitet. Wir erkannten in § 26. 
jeden Productensatz für Hauptelemente als ein Glied einer Correspondenz- 
formel. Dies führt auf den schon in $ 26. erwähnten Gedanken, die 
Ableitung von Correspondenzformeln zu versuchen, welche dasselbe für 
Kegelschnitte sind, was die Correspondenzformeln des $ 16. und § 18. 
für Punkte und Strahlen sind, um dann in den einzelneu Gliedern 
dieser Kegelschnitt- Correspondenzformeln die bekannten Productensätze 
für Kegelschnitte wieder erkennen, und die Charakteristikentheorie der 
Kegelschnitte von einem allgemeineren Standpunkte aus überschauen 
zu=-können. 


Nachtrag. 


In der allgemeinen Einleitung (p. 1) der vorstehenden ersten Ab- 
handlung meiner „Beiträge zur abzählenden Geometrie“ habe ich ver- 
säumt, auf die Arbeiten von Hirst und Fouret aufmerksam zu machen. 
Die Arbeit von Hirst „On the correlation of two planes“ (Annali di 
Matematica, tomo VI, p. 260) gehört der dritten der drei in meiner 
Einleitung besprochenen Untersuchungsrichtungen an, und ist dadurch 
bemerkenswerth, dass sie nicht eine Curve oder eine Fläche, sondern 
das durch die Correlation (Ein-eindeutiges Entsprechen von Punkt und 
Strahl) auf zwei festen Ebenen definirte Gebilde der Chasles’schen 
Methode der Ausartungsubzählung unterwirft. Die Arbeiten von Fouret 
„Sur les systemes generaux de courbes planes algebriques ou transcen- 
dantes définis par deux caractéristiques“ (Bull. de la Soc. math. de 
France, tome 2, p. 72 und p. 96) besprechen den Zusammenhang einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung mit den in fester 
Ebene liegenden Curvensystemen (u, v). 


Hildesheim, im Februar 1876. 


Das Problem der Collineation. 
Von 


RupoLr Sruri in Darmstadt. 


Nachdem ich in früheren Aufsätzen (Math. Annalen Bd. I und VI) 
die Probleme der ebenen und räumlichen Projectivität behandelt, gehe 
ich nun zu dem der Collineation (Collinearität oder Homographie) über, 
unter welchem ich das folgende verstehe: 

Wenn im Raume zwei Gruppen von gleich vielen und zugeordneten 
Punkten gegeben sind, solche entsprechende Punkte zu finden, aus denen 
die zugeordneten Punkte durch homologe Strahlen collinearer Bündel pro- 
Jicirt werden. 

I 


1. Es seien einerseits fünf Strahlen a,, >+, a, eines Bindels A 
gegeben; anderseits vier Punkte B,, ---, B,; ein Punkt B bewegt sich 
durch den ganzen Raum, B B; werde mit b; bezeichnet; wie bewegt 
sich b,, wenn i i ÿ 

... OÙ. (dA, >°, Q 
cosd (di; , b) coll. (a, » 9) 

Auf a,,--:, a, seien ebenfalls feste Punkte A,,- - -, A, gelegt; 
zwei räumliche Systeme mögen dadurch collinear bezogen sein, dass 
den fünf Punkten A,,---,A,,A die festen Punkte B,,-- -, B, und 
der bewegliche B entsprechen; ist jedesmal B, der Punkt, welcher dem 
A, correspondirt, so ist BB, der gesuchte Strahl b,. Nun durchlaufen 
ersichtlich B und B, collineare räumliche Systeme, denen B,,::., D, 
entsprechend gemein sind; die Verbindungsgeraden b, erzeugen dem- 
nach einen tetraedralen Complex 2. Grades*). : Derselbe ist mit dem- 
jenigen identisch, welcher der Geraden a, bezüglich der Gruppen A,, 
“+, Ay; B,,:-., B, correspondirt**); denn b; (b,, ++, b,) oder 


*) Reye, Geometrie der Lage, II, 15. Vortrag. 
**) Sturm, Räuml, Project., Math. Ann. Bd. VI, S. 614. 
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b; (Bi, +++, B,) ist stets mit a, (a,, +--+, a) oder a; (A, +, Aù) 
projectiv*). 

2. Bewegt sich B blos in einer Ebene, so beschreibt B, ein col- 
lineares ebenes System (Feld); die Geraden b, erzeugen die Congruenz 
(3,1) der Schnittlinien der Osculationsebenen einer cubischen Raum- 
curve; zu diesen Schmiegungsebenen gehören auch die Träger der 
' beiden collinearen Felder. 


Durchläuft B eine Gerade b, so beschreibt B, eine projective 
* Punktreihe und b, erzeugt ein Hyperboloid [b]’. Geht b durch einen 
der gegebenen Punkte B,, +-+, B,, so thut dies auch der Träger der 
Reihe B,; also werden die beiden Reihen perspectiv und das Erzeug- 
niss von b, ist ein Strahlbüschel. 


Bewegt sich B auf einer Curve n' Ordnung, welche durch jeden 
der 4 Punkte B; 1;-mal geht, so thut dies auch B,, und b, erzeugt 


4 
eine Fläche vom Grade n° = 2n — Z4;. Ist z. B. die Curve eine 
ı 


cubische Raumeurve, die durch jeden der vier B; geht, so ist diese 
Fläche vom 2. Grade. | 


3. Werden die Punkte A,, +, A, auf aj, +++, a, verschoben, 
so ändert sich der Complex, die Congruenz, das Hyperboloid, die dem 
Raume, einer Ebene, einer Geraden zugehören, nicht; das von B, er- 
zeugte räumliche System wird ein anderes; d. h. denselben B entsprechen 
andere B,, die jedoch auf derselben Complexgeraden liegen. Das 
räumliche System B, hat sich mithin so verschoben, dass jeder Punkt 
auf der ihn mit seinem entsprechenden B verbindenden Complexgeraden 
bleibt. Die Punkte, welche den Punkten B einer Ebene entsprechen, 
bleiben stets in einer Ebene und alle diese Ebenen, die derselben Ebene 
des Systems B correspondiren, sind die Schmiegungsebenen der dieser 
Ebene zugehörigen cubischen Raumeurve. Die homologen Punkte der 
Punkte einer Geraden bleiben stets auf einer Geradeu und diese Ge- 
raden sind die Leitgeraden von [b]?. 


4. Es se a, eine Ebene des festen Bündels A; a’, a” zwei in ihr 
liegende Strahlen dieses Bündels; die entsprechenden Strahlen b', b” 
beschreiben, wenn der bewegliche Scheitel B sich auf einer Curve 
n't Ordnung bewegt, zwei Flächen n°!" Grades. Um den Torsus (die 
abwickelbare Fläche) der Ebenen ß, zu erhalten, welche je durch b’, b” 


— = 


*) Ich schreibe mit Absicht ,,projectiv‘* und „perspectiv“ nach Analogie von 
projettivo und projectif, weil ich nicht einsehe, warum wir Deutschen an die 
Endung „iv“ noch die zweite Endung „isch“ hängen sollen. - Diese Häufung von 
Endungen hat übrigens nur wenige Analoga, die meistens auch nicht glückliche 
Bildungen sind. | 
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gehen und demnach der Ebene «, correspondiren, durchschneidet man 
beide Flächen mit einer Ebene; die Schnitteurven sind eindeutig auf 
einander bezogen und die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
umhäüllen die Spur des gesuchten Torsus. Da n-mal zwei entsprechende 
Punkte sich vereinigen, nämlich in den Spuren der Curve n" Ordnung, 
so ist die Classe dieser Einhüllungseurve und folglich auch des Torsus 


4 
Dn — n = 3n — 224... 
1 


Wenn also die Curve, auf der B sich bewegt, eine Gerade b ist, 
die durch keinen der B; geht, so ist der Torsus der Ebenen B, 3. Classe; 
er ist den beiden von b’ und b” erzeugten Hyperboloiden gleichzeitig 
umschrieben und hat mit dem Ebenenbüschel b, den sie sonst noch 
gemein haben, zwei Ebenen gemein. Geht aber b durch einen der 
Punkte B;, so beschreibt f, einen Ebenenbüschel, dessen Ebenen die 
homologen Strahlen zweier mit derselben, Punktreihe perspectiven 
Strahlbüschel, der ausgearteten Hyperboloide, verbinden. 

Ist die von B beschriebene Curve eine durch alle vier Punkte B; 
gehende cubische Ravmeurve, so ist der Torsus ein Ebenenbüschel, dessen 
Azre eine Sehne der Raumcurve ist: in der That, wenn ein Punkt B 
auf einer durch B,, - - +, B, gehenden cubischen Raumcurve sich be- 
wegt und 2,,”b,, b,, bi, Bs stets collinear bleibt, so dreht sich f, um 
eine Sehne der Curve. 

5. Nehmen wir nun a, beweglich und B, fest an, so gelen von den 
Ebeuen, welche einer Ebene « von A in den Bündeln B entsprechen, deren 
Scheitel die Gerade b durchläuft, drei durch B, (Nr. 4.); woraus her- 
vorgeht, dass die drei a,, welche b, = B B, correspondiren, in « liegen. 
Folglich beschreiben alle a, einen Kegel 3. Ordnung. Seine Kanten 
sind eindeutig auf die Punkte B von b bezogen; also muss er vom 
Geschlechte O sein und eine Doppelkante haben, welche sich bald er- 
geben wird. 

6. Sei B ein beliebiger Punkt, so liegen die Scheitel aller Bündel, 
welche mit dem Bündel B so collinear sind, dass die nach B,,---, B, 
gehenden Strahlen sich entsprechen, auf der durch B,, --., Du, B 
gehenden cubischen Raumcurve. Denn ist B der Scheitel eines solchen 
Bündels, so begegnen sich einfach unendlich viele Strahlen von B mit 
den homologen von B’ und diese Begegnungspunkte, unter deneu sich 
hier auch die Punkte B,, - - -, B, befinden, erzeugen bekanntlich eine 
cubische Raumcurve, auf der auch die beiden Scheitel B und B liegen; 
d. h. B’ liegt auf der durch B,, ---, B, und B gehenden cubischen 
Raumcurve. 

3. Liegt B auf b, so begegnet die zu B gehörige (adjungirte) 
Raumeurve 3. Ordnung im Allgemeinen der Geraden b nicht noch 
einmal. Unter den cubischen Raumcurven durch B,, :--, B, giebt 
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es aber eine, welche b zweimal trifft; ihre beiden Begegnungspunkte 
mit b senden nach B,, -+ -, B, collineare Bündel; folglich entspricht 
ihnen auch im Bündel A derselbe Strahl a,, und wir haben so die 
Doppelkante des Kegels 3. Ordnung. 


8. Der Punkt B komme nun während seiner Bewegung auf b in 
die Ebene Bing = B,B,B,; es liegen dann die drei Strahlen b,, b}, Dy 
in derselben Ebene, während a,, a,, a, dies nicht thun: wir haben 
eine exceptionelle Collineation*) zwischen den Bündeln 4 und B; die 
Ebene ß,., ist die singuläre Ebene in B, der Strahl a, der singuläre 
Strahl in A; jedem weiteren Strahle b von B in ß,,, correspondiren 
einfach unendlich viele Strahlen von A, alle in der Ebene «’ gelegen, 
die durch a, geht, und für welche a, (a,,a,, as, œ) A B(B,,B,, B3, U); 
hingegen allen Strahlen von B, die nicht in die Ebene ß,,, fallen, 
entspricht der eine singuläre Strahl a,. Folglich fällt bei dieser Lage 
des Scheitels B der dem b, entsprechende Strahl a, nach a,; a, und: 
ebenso aj, a,, a, sind also Kanten des Kegels 3. Ordnung. 


9. Sei B, nun wieder beweglich und « eine Ebene im Bündel À; 
so gehen von den Ebenen f, welche ihr in dem veränderlichen Bün- 
del B (auf b) entsprechen, zwei durch b (Nr. 4), folglich fällt zwei- 
mal der Strahl in A, welcher b entspricht, in die Ebene œ die Strahlen 
also in A, die dem festen Strahl b der veränderlichen Bündel, deren 
Scheitel sich auf b bewegt, entsprechen, erzeugen einen Kegel 2. Gra- 
des, der durch aj, a,, a;, a, geht (Nr. 8). 


10. Sei ß eine durch b gelegte Ebene; untersuchen wir, indem 
sie zu den verschiedenen Bündeln gerechnet wird, die Bewegung der 
entsprechenden Ebene in A. Sei A, und a, wieder eingeführt; von 
den entsprechenden b,, die ein Hyperboloid [b]? bilden, liegt also eine 
in ß; folglich geht die der ß entsprechenden Ebene und nur diese durch 
A, (oder a,); also bilden diese Ebenen einen Ebenenbüschel. Derselbe 
ist der Punktreihe b projectiv; sei seine Axe a und die eines andern 
Büschels, welcher der Ebene ß’ durch b zugehört, a’; die Schnittlinien 
der entsprechenden Ebenen von a und a’ erzeugen mithin einen Kegel 
2. Grades, der auch durch a und a’ geht; aber diese Schnittlinien sind 
die entsprechenden Strahlen vou b = f f’, also ist unser Kegel der 
obige in Nr. 9. Mithin: 

Die entsprechenden Strahlen in A zu dem festen Strahle b der 
Bündel, deren Scheitel sich auf b bewegt, erzeugen denselben Kegel 2. 
Grades, wie die Axen der Büschel, welche je von den Ebenen gebildet 
werden, die jeder Ebene durch b in A entsprechen. Jede Kante ist 


*) Hirst, on the correlation of two planes (Proceed. Lond. Math. Society V, 
p. 40; Annali di matem. ser. II, t. VI, p. 260 Nr. 11—14). 
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also gleichzeitig die homologe Gerade von b für eine gewisse Lage von 
B auf b und die Axe des Büschels der Ebenen, die einer gewissen 
B durch b correspondiren. . 


11. Sei nun A, fest und bewege sich auch der Scheitel A auf einer 
Geraden a; welches Flächensystem erzeugen die Hyperboloide [b]?, bez., 
was dasselbe ist, welches Liniensystem ihre Erzeugenden b,? 

Wenn ß eine beliebige Ebene ist, so wird dieselbe von so vielen 
Hyperboloiden taugirt, als Erzeugende b, durch den Punkt bf gehen 
und in ß liegen; weil aber alle b,, die durch diesen Punkt gehen, 
wegen Nr. 5. einen Kegel 3. Ordnung erzeugen, so ist die Zahl der ß 
tangirenden Hyperboloide 3. 

Suchen wir ferner die Zahl der b,, die durch einen Punkt B, gehen; 
dieselben liegen alle in der Ebene #,b und wir haben die Classe der 
Curve zu ermitteln, die von den b, in einer Ebene 8 durch b umhüllt 
wird. Durch jeden Punkt von b gehen in f, wie eben gezeigt, drei; 
ausserdem aber ist noch b selbst eine Doppeltangente dieser Curve. 

12. Seien nämlich 3°, B” irgend zwei Punkte auf b; so be- 
schreiben nach Nr. 5. die beiden Strahlen by, b,”, welche dem mit A 
beweglichen Strahle a, entsprechen, zwei Kegel 3. Ordnung, welche 
beide eindeutig auf die Punktreihe a, also auch auf einander bezogen 
sind. Jede Ebene durch b schneidet 3 Strahlen aus dem Kegel (2°) 
aus, deren drei correspoudirende auf ( B”) mit b die drei eutsprechen- 
den Ebenen geben, ebenso umgekehrt. Also giebt es sechs Coincidenz- 
Ebenen, zu denen aber auch die vier Ebenen nach B,, --., B, ge- 
hören (entsprechend den Spuren von a in deu vier Ebenen des Tetra- 
eders 4,4,4,4,). 

In den beiden übrigen Ebenen B* und ß** (durch b) liegen also 
zwei demselben Punkte A*, bez. A** von a entsprechende b; b,”. Die 
andern b, für A* z. B. (d. h. die den andern Punkten B von b zu- 
gehörigen) liegen dann auch in dieser Ebene ß*. Denn weil bẹ und b,” 
beide in ß* liegen, so gehen die der ß* in A* entsprechenden Ebenen « 
(wenn ß* zum Bündel B’ oder I” gerechnet wird) beide durch a, = A* A, ; 
also ist a, die Axe des Büschels aller Ebenen « in A*, welch® f* ent- 
sprechen, jenachden: sie zu den verschiedeneu Bündeln mit auf b be- 
findlichen Scheiteln gerechnet wird, woraus folgt, dass auch die b, in 
allen diesen Bündeln, welche a, entsprechen, in ß* liegen. Das Hyper- 


boloid dieser b, hat sich also für A* und ebenso für A** in eimen in ß*, ° 


bez. ß** gelegeneu Kegelschnitt verwandelt. 


13. Wenn A*s, die Axe eines Büschels von Ebenen ist, die der 
Ebene ß* entsprechen, so ist sie auch die entsprechende Gerade von b 
für eine gewisse Lage von B, d. h. in die b fällt, weil dasselbe auch 
für A** gilt, b, zweimal. Mithin ist einerseits gefunden, dass die beiden 
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Kegelschnitte in ß* und ß**, welche entartete Hyperboloide sind, die 
Gerade b berühren; andererseits, dass für die in Nr. 11. betrachtete 
Einhüllungseurve b eine doppelte Tangente ist, diese Curve also \ von 
der 5'e» Classe ist. Folglich gehen durch jeden Punkt B, fünf Gerade 
b, und fünf Hyperboloide [b}?; das Liniensystem der b, ist demnach 
(5, 3); in dem Hyperboloidsysteme gehen je fünf Flächen durch einen 
Punkt, berühren je drei eine Ebene und zwei sind zu Kegelschnitten 
ausgeartet. 

In der Ebene jedes dieser Kegelschnitte zerfällt also die Curve 
5. Classe in den Kegelschnitt und eine Curve 3. Classe. 


14. Kommt der Scheitel A bei der Bewegung auf a in eine der 
vier Ebenen «n = A,AıA,, so degenerirt das Hyperboloid ebenfalls 
und zwar in ein System vou zwei ebenen Strahlbüscheln, deren Scheitel 
auf der Schnittlinie der Träger liegen. Es liege z. B. A in a,.,, so 
muss nach Nr. 8. den beiden Strahlen a, und a,, die nicht in der 
Ebene a,a,a, liegen, dieselbe Gerade b, entsprechen, d. h. wo auch 
B auf b sich befindet, b, geht stets durch B, und beschreibt also den 
Strahlbüschel (B,, b). Gelangt jedoch auch B in die Ebene B,,,, so 
ist .durch das Entsprechen von a,, a,, a,, a, und b,, b,, bz, b, die 
Collineation nicht bestimmt; ist a° der Schnittstrahl (@,,,, a,a,) und 
bL? so in ß,,, construirt, dass b,b,b,b° À a,a,a,a®, so kann jeder Strahl 
der Ebene .b"b, im Bündel 3 der dem a, entsprechende Strahl sein; 
denn sei b, ein solcher Strahl, so sind dann in der durch das Ent- 
sprechen von a,a,a,a, und b,b,b,b, bestimmten Collineation auch a? 
und b°, a, und b, homolog. Also der eine Punkt B = bß,ẹ liefert 
den ganzen zweiten Büschel. Das Hyperboloidsystem enthält mithin 
vier Ebenenpaare. 


15. Jedem Punkte von a entspricht demgemäss ein Hyperboloid 
[b]? und im Allgemeinen auch umgekehrt jedem Hyperboloid ein Punkt 
von a. Aber den beiden Begegnungspunkten der a mit der sie zwei- 
mal treffenden cubischen Raumcurve durch A,, - - -, A, entspricht das 
nämliche, Hyperboloid. Dasselbe ist also in unserem Flächensysteme 
doppelt; d. h. es zählt bei jedem seiner Punkte für zwei von den fünf 
durchgehenden Systemflächen; ebenso zählt die durch ihn gehende Er- 
zeugende b, für zwei Gerade im Liniensysteme (5, 3). Die Erzeugenden 
dieses Hyperboloids sind die Doppelkanten der den verschiedenen 
Punkten B von b zugehörigen Kegel 3. Ordnung (Nr. 5.), und die- 
jenige, welche je in einer Ebene 8 durch b liegt, ist eine zweite Doppel- 
tangente der Curve 5. Classe in dieser Ebene (Nr. 11., 13.). Ausser 
den beiden schon gefundenen Doppeltangenten muss diese Curve, weil 
sie eindeutig auf die Punktreihe a bezogen ist, noch vier andere haben : 
dies sind die Schnittlinien vou 8 mit den vier Ebenen ss, Biz Biss Bası- 
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Denn jeder Strahl b, um B == bf,,, in Bag ist für zwei Punkte A auf a 
entsprechender Strahl von a,; in dem Bündel B ist nämlich ß,,, singuläre 
Ebene, in welcher b,, b,, b}, b, liegen, jedem dieser Strahlen ent- 
sprechen ganze Büschel von Strahlen, deren Ebenen durch den singulä- 
ren Strahl von A gehen (Nr. 8.) und, da je einer von ihnen bez. durch 
A,, A, Az, A, gehen soll, je diese Punkte enthalten. Dem b,, 
welcher ausserhalb der singulären Ebene ß;,, liegt, muss der singuläre 
Strahl a’ in A correspondiren ; derselbe muss demnach durch A, gehen, a in 
A treffen und so beschaffen sein, dass a’ (A, A, 4,4;) A B(B,B,B,b;). 
Also sind die Punkte A die beiden Schuittpunkte der a und des Kegels 
2. Grades mit der Spitze A, , dessen Kanten mit den Punkten A,, A3, A3, Á; 
das Doppelverhältniss B (B, B,B,B,) umfassen. 


16. Unser Flächensystem hat die Charakteristiken u—5, ọ=3; 
ferner ist y = 4, und, wie wohl nicht schwer zu erkennen, die Zahl 
œ der Kegel = (0); die Zahl der Kegelschnitte ist, wie oben gefunden, 2, 
jedoch ist in der Formel: 24 = y + v jeder derselben doppelt zu rechnen, 
also y=2-2, wie mir Herr Zeuthen, dem ich gelegentlich über dies 
System schrieb, bemerkte: in der That, fassen wir in der Correspondenz _ 
(u, a), hier also (5, 5), auf einer beliebigen Geraden, aus der die obige 
Formel folgt, den Schnittpunkt B’ mit einer der Kegelschnittebenen ins 
Auge: von den 5 durch ihn gehenden Geraden des Liniensystems sind 
zwei Tangenten des Kegelschnitts, die 3 andern gehören allgemeinen 
Hyperboloiden an; im Flächensysteme gehen also durch ihn die Kegel- 
schnittebene als ausgeartete Fläche und drei Flächen; folglich ist jene 
doppelt zu rechnen; und von den fünf zweiten Schnittpunkten haben 
sich zwei mit B’ vereinigt; also ist derselbe ein doppelter Coincidenz- 
punkt. Nun führen die drei Formeln: 


g = 0 = 2ọ v=6—v, 


y = 2 . 2 = 2u — v = 10 — rv 
und 

y = 4 = 2v — p — ọ = ?v — $ 
alle zu: v = 6. 


IT. 


17. Wir geben nun auch dem Punkte B, eine feste Lage, so dass 
wir die beiden Gruppen A, *, As; Bi, +++, B, haben. Lassen wir 
diese einander entsprechen, so sind die beiden Räume (a) und (b) col- 
linear bezogen. Jedem Punkte A correspondirt ein B. Alle Punkte, 
die dem A bezüglich A,, ++, A, adjungirt sind, d. h. welche nach 
diesen Punkten Bündel senden, die mit A(A,, +, A,) collinear sind, 
erzeugen die durch À,,:::, A,, A gehende cubische Raumcurve a? (die 
dem A adjungirte) nach Nr. 6.; alle Punkte B, die ihm (und seinen 
adjungirten) in Bezug auf beide Gruppen Ay, +, As; Du", B; 
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correspondiren, d. h. nach B,,- +, B, Strahlenbündel senden, die zu A 
(Ai, +-+, A,) collinear sind, bilden offenbar die cubische Curve b3, 
welche der a° als zu (a) gehörig in (b) entspricht; zwei derartige Curven 
mögen analog heissen. Es ist nicht schwer, einzusehen, dass zwei 
solche analoge Curven es auch im Probleme der räumlichen Projec- 
tivität (Abschnitt II.) sind; d. h. dass die Ebenenbüschel, welche von 
irgend einer Sehne der einen Curve nach A,, - - -, A,, und von irgend 
einer Sehne der andern nach B,, - - -, B, gehen, projectiv sind. 

Die beiden Bündel cubischer Raumeurven durch A,, :-:, A, und 
Bi, +++, B; sind collinear, indem sich je die analogen entsprechen. 
Die analoge Curve in (b) zu einer in (a) erhält man so: sei 4 ein 
Punkt der letzteren, so construire man die beiden Kegel mit den 
Spitzen B,, B,, deren Kanten b’, bez. b” so sind, dass b’(B, B,B,B,) 
A AA, (4,4,4, A,) und b" (B,B,B,B;) N AA, (A, A, 43 4,); ihr Schnitt 
ausser B, B, ist die gesuchte Curve. 

18. Bewegt sich A auf einer Geraden a, so beschreibt die adjungirte 
Curve a? eine Fläche 5. Ordnung, welche die fünf Punkte A,, --., À, 
zu dreifachen Punkten, ihre 10 Verbindungsgeraden zu einfachen Ge- 
raden hat und die die a zweimal treffende erzeugende Curve doppelt ent- 
hält*). Die analoge Curve b? gleitet ebenfalls an einer Geraden hin, 
der entsprechenden in der räumlichen Collineation, erzeugt die ent- 
sprechende Fläche 5. Ordnung, auf der die entsprechenden Gebilde der 
eben genannten in derselben Weise liegen. 

Da diese Fläche von einer beliebigen Geraden fünfmal getroffen 
wird, so zeigt sich nochmals, dass fünf Punkte von a einen correspon- 
direnden auf b haben, wie dies sich ja schon daraus ergab, dass fünf 
der Hyperboloide [b}?, die den Punkten von a zugehören, durch B, 
gehen. 


19. Nur einfach unendlich viele analoge Curven der beiden Bündel 
(Nr. 17.) treffen einander; wir suchen den Ort dieser Degegnungspunkte, 
also derjenigen Punkte (C),, die zugleich nach beiden Gruppen collineare 
Bündel senden. 

Sei y: eine beide Räume durchziehende Ebene; A ein Punkt der- 
selben aus dem Raume (a); seine correspondirende Curve trifft y in 
drei Punkten B; ebenso entsprechen jedem B drei A. Bewegt sich 
A in y auf einer Geraden a, so schneidet die Fläche der correspondi- 
renden Curven in y eine Curve 5. Ordnung ein. Daraus ergiebt sich 
nach dem Correspondenz-Princip der Ebene**), dass es 3+3+5=11 


Re a — > 


*) Reye, Schlömilch's Zeitschrift Bd. 13, S. 525. — Sturm, Borchardt's 
Journal Bd. 79, S. 99. 

**) Salmon, Geometry of three dimensions, 2. Aufl., S. 511 (wie in Clebsch- 
Lindemann’s Vorlesungen über Geometrie eitirt wird), 3. Aufl., S. 537; deutsche 
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Coineidenzen von A und B giebt. Alle 11 sind Begegnungspunkte 
analoger Curven. Der Ort der Punkte (C), ist demnach eine Curve 
11. Ordnung; dieselbe geht ersichtlich durch die 10 Gruppenpunkte 
und die vier Punkte, die den beiden collinearen Räumen entsprechend 
gemein sind. 


20. Die acht weiteren Schnittpunkte dieser Curve, z. B. mit der 
Ebene «,.,, sind leicht zu ermitteln. Sei A ein Punkt dieser Ebene, 
so besteht die ihm adjungirte Curve aus der Geraden a,, = A,A, und 
dem Kegelschnitte in «,,, durch A,, A,, 4,, À und die Spur von a, die 
correspondirende aus b,, und dem analogen Kegelschnitte in ß,,, durch 
B,, B,, B,, und die Spur von b,,; d. h. dem, von dessen Punkten nach 
diesen vier Punkten Büschel gehen, die zu den von den Punkten jenes 
Kegelschnitts nach den homologen Punkten gehenden Büscheln pro- 
jectiv sind. Da also die veränderlichen Theile der correspondirenden 
Curven der Punkte von «i in f, liegen, so kann eine Coincidenz 
nur auf der Geraden &,,,B3 statthaben: jedem A oder B dieser Ge- 
raden entsprechen zwei bewegliche Schnittpunkte seiner correspondi- 
renden Curve mit dieser Geraden; also giebt es vier Coincidenzen. 
Dies sind Punkte unserer Curve 11. Orduung. Die vier übrigen in 


oz sind «2304 ; Go Bass Aaßası Cas Bras - 


IHI. 
> 


21. Es seien nun zwei Gruppen von je sechs Punkten gegeben: 
Ay’, As B,,---,B,. Wir bilden aus ihnen zwei Gruppenpaare 
von je fünf Punkten: 4,,--., 4,; Bi +-+, D,, welche wir (A)5 und 
(B)? nennen wollen, und 4,,-:-, Ap Ag Bis ++, Bi, Be, welche 
(A’)® und (BJ? heissen mögen. Wenn nun ein Punkt A im Raume (a) 
einen derartigen correspondirenden B in (b) hat, dass 


A(A,, ” + +, À,) coll. B(B,,:::,B;), 


der ihm also in Bezug auf die beiden sechspunktigen Gruppen (A)®, 
(B)® entspricht, so muss B sowohl auf der A in Bezug auf (A)? (B)° 
correspondirenden Curve in (b), als auch auf der in Bezug auf (A’)? (B°) 
correspondirenden liegen. Ist A ein beliebiger Punkt, so haben diese 
beiden correspondirenden Curven im Allgemeinen (ausser den Punkten 
B, ‘+, D,) keinen Punkt gemein; also hat im Allgemeinen ein Punkt 
keinen correspondirenden in Bezug auf (A), (B). Wir haben mithin 
die Fläche A* der Punkte (A), aufzusuchen, welche correspondirende 


_ 


Beurbeitäng 2. Aufl., 2. Th., S. 666. — Zeuthen hat dies Princip selbständig 
gefunden (Comptes rendus Juni 1874), rein geometrisch bewiesen und auf den 
Fall einer Coincidenzcurve, sowie auf den Raum ausgedehnt. 
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Punkte (B), haben. Diese correspondirenden erfüllen natürlich eine 
Flüche von derselben Art: ®*. 

22. Sei a eine beliebige Gerade, auf welcher ein Punkt bewegt 
werde; seine entsprechende Curve in Bezug auf (A)? (B)® beschreibt 
eine Fläche 5. Ordnung, und ebenso die in Bezug auf (A’)®, (B’)’; diese 
Flächen haben ausser den 6 Verbindungslinien der Punkte B,,---, B, 
noch eine Curve 19. Ordnung gemein. Jeder Punkt B auf dieser hat, 
weil durch ihu je eine erzeugende Curve der beiden Flächen geht, einen 
entsprechenden Punkt A und A’ auf a, deren Coincidenzen wir suchen. 
Die dem Punkte A auf der ersten Fläche entsprechende Curve trifft 
die zweite Fläche und damit die Curve 19. Ordnuug ausser in den vier 
Punkten B; noch in 3 Punkten, denen also 3 Punkte 4’ entsprechen; 
ebenso umgekehrt. Folglich giebt es 6 Coincidenzen der A und A’. 
Kommt nun A in die Ebene «,,,, so besteht die entsprechende Curve auf 
der ersten Fläche aus der Geraden b; und einem gewissen Kegelschnitte 
durch B,, B,, B, zusammengesetzt; die drei Begegnungspunkte dieser 
Curve mit der andern Fläche sind die beiden ferneren Schnittpunkte von 
b,, ausser dem dreifachen Punkte B, und der einzige noch übrige des 
Kegelschnitts ausser den drei dreifachen Punkten B,, B,, B,. Die durch 
den letzten Punkt gehende erzeugende Curve der zweiten Fläche besteht 
aus bje und einem gewissen Kegelschnitte in der Ebene ß,.,; folglich 
liegt sein entsprechender Punkt A’ auf a in «,,,, ist mithin unser 
jetziger Punkt A. Es ist auf diese Weise eine Coincidenz von A und 
A’ zu Stande gekommen; ebenso geben die drei andern Ebenen «,,,, 
isis %gz, Coincidenzen; und es bleiben nur noch zwei weitere. 

23. Die vier Coincidenzpunkte, die in den Ebenen des Tetraeders 
A A,A, A, liegen, führen, obgleich ihre correspondirenden Curven in 
Bezug auf (A)’ (B)? und auf (A’)’(B’)° sich begegnen, doch nicht zu 
Paaren von correspondirenden Punkten in Bezug auf (A)! (B)*, d. h. 
zu solchen Punktepaaren, welche collineare Bündel nach den beiden 
sechspunktigen Gruppen senden. 

Denn es sei A ein beliebiger Punkt in «&,,; (wie ja a in Nr. 22. 
eine beliebige Gerade ist). Man lege durch ihn die beiden Kegel- 
schnitte, welche durch A,, A,, A, und bez. die Spuren A,,, Ay, von a, 
und a, geben, und construire in fia, durch B,, B,, B, und bez. die 
Spuren B,,, Bia von b,, und b,, die analogen Kegelschnitte (Nr. 20.), die 
Kegelschnitttheile der beiden dem Punkte A correspondirenden cubischen 
Raumcurven; ist nun B deren vierter Schnittpunkt, so ist zwar, weil 
A und B den einen analogen Kegelschnitten angehören, 


Ali, , All. BB, ---, B), 
und weil sie auch auf den andern liegen, 
A(A 7, Ay, As) coll. B(B,, -++ B,, Bo); 
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daraus folgt aber noch nicht: 
AA, AD al BD, : --, 8). 


Denn dazu ist nothwendig, dass durch das Entsprechen von A (A, , +, Ap 
und B(B,,-.., B,) eine einzige collineare Beziehung festgesetzt wird. 
Hier aber, wo sowohl A (4, A, 4.) als B(B, B, B,) in einer Ebene 
liegen, giebt es ein System von einfach unendlich vielen Collineatio- 
nen, in denen sich jene Strahlen entsprechen: man kann nämlich 
noch irgend einem Strahle a’ von A irgend einen Strahl V in B zu- 
ordnen, wofern nur AA,(4,4,A,a') A BB,(B,B,B,b)*); in der 
Collineation, die durch das Entsprechen von A (4,4, Aa) und 
B(B, B,B,b') bestimmt ist, sind in Folge dieser Projectivität AA, 
und BB, homolog, weil dies bei den Schnittstrahlen («,,,, a A,) und 
(Bins V B,) der Fall ist (vergl. Nr. 14.). Im Allgemeinen werden nun 
in einer der unendlich vielen Collinentionen AA, und BB,, in einer 
andern AA, und BB, correspondiren. 


24. Also die Punkte, in denen die Gerade a den vier Ebenen 
a;x, begegnet, haben keine solchen correspondirenden, dass aus ihnen 
collineare Bündel nach den beiden Gruppen (A): und (B)® gehen. Es 
gilt dies mithin nur für die beiden andern Coincidenzpunkte, die sich 
ergeben haben. 

Diejenigen Punkte (A), im Raume (a), welche in Bezug auf die 
beiden Gruppen (AY (B)® correspondirende haben, erfüllen eine Fläche 
2. Grades W, die entsprechenden (B), eine ebensolche Fläche B?. 


25. Die Curven, in denen diese Flächen W? und X? bez. von 
&»3 und zg durchschnitten werden, lassen sich leicht als Kegelschnitte 
erkennen. Denn wenn auch nicht alle Punkte von «,,, correspondi- 
rende haben, so haben doch einfach unendlich viele von ihnen und 
zwar nothwendig in B,,,. Solche correspondirende Punkte A und B 
müssen dann, wenn die Spuren von a,; in &i33, bse in Biz bez. A, 
B,, sind, der Bedingung genügen: 

A(A, 43 43 Ay Ais 456) A B(B,B,B,B, Bic Bic) ; 
denn ist das der Fall und lässt man dann A(A,, 4,, À,, A,) und 
B(B,, B}, B,, B,) entsprechen, wodurch eine einzige Collineation be- 
stimmt wird, so entsprechen sich auch A(A,, A,, A,) und B(B,, B,, B,). 

Die Punkte aber A und B, welche der obigen Bedingung genügen, 
erfüllen zwei cubische Curven, welche bez. durch die Punkte der Grup- 


*) Man erhält alle möglichen Collineatiouen, wenn a’ festgebalten und b’ in 
der durch die obige Projectivität bestimmten Ebene gedreht wird; eine Verände- 
rung vou a’ wird nur dieselben Collineationen repgeduciren. 
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pen gehen, wofern die Lage dieser Punkte eine ganz beliebige*). Das 
ist nun hier nicht der Fall, denn sowohl A,,, Aus Apy als auch Be 
Bis, Ds, liegen je in einer Geraden. 

Es sei also A ein beliebiger Punkt auf der Geraden der drei ersten 
Punkte und B der zweite Schnittpunkt des analogen Kegelschnitts 
durch B,, Ba, B,, B mit der zweiten Geraden, so folgt, weil 
AA = AA,= AA, und ebenso BB, = BB, = BB,,, dass 


A (4; A, Ay Ass Ass 55) A B(B, B: Bs Bi Bu Bic), 
ohne dass dies zu: 
À (4, 4, : : - A) coll. B(B,B,--- Bò 
führte. 

Die beiden Geraden nehmen also an den Curven 3. Ordnung theil, 
welche demnach je in sie und einen durch A,, A,, A, bez. Bi, B,, 
B, gehenden Kegelschnitt a? zerfallen. Auf den Flächen %?, 
W? liegen nur die letzteren. 
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26. Wie auf der Curve 3. Ordnung, so liegen auch auf af, und 


123 
bis Punkte von folgender Art: allen Punkten des Kegelschnitts durch 
A,A, A; AyAss entspricht in Bezug auf die beiden Gruppen, von denen 
hé eine aus diesen Punkten, die andere aus den homologen Punkten 
besteht, ein einziger Punkt; derselbe liegt auf bf, **); ebenso solche 
Punkte liefern die Kegon durch A,A,A,A,A,, und durch 
Aw A4, 43 w- drei andern werden O andona); nennen wir 


diese Punkte BD B 


15 Bias Pin: Drei ähnliche Punkte ergeben sich 


auf a), 


i Mit den eben g gefmdenen He a ni» Vie liegen na- 
türlich auch die Punkte A), +, Ag Bis ++, By bez. auf W, B?; wie 
dies auch vou anderer Saito zu erkennen ist, 

Sei nämlich a,’ die cubische Raumeurve durch die 6 Punkte A,, =, 
As; ist b, die ihr als Curve durch 4,, -+ -, A, analoge in Bezug auf 
(A), (B)’, so entsprechen allen Punkten von a,’ in Bezug auf diese 
Gruppen alle Punkte von Db,?; weil bei dem Punkte A, der Strahl 4,4, 
unbestimmt ist, also passend gewählt werden kann, so entsprechen 
diesem Punkte A, alle Punkte von b,? auch in Bezug auf die beiden 
sechspunktigen Gruppen. 

A, liegt demnach auf W, b auf B?; ebenso liegen auf XV? die fünf 
Curven b3, b, ++, b,3, die den Punkten À,,..., A, correspondi- 
ren, und die Fläche W besitzt sechs ebensolche Curven a, ++, a6, 


*) Ebene Projectivität Nr. 14. 
**) Ebene Projectivität $r. 5, 6, 14. 
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die den Punkten B,, By, :, Be entsprechen. Es folgt daraus, dass 
A? und B? Flächen mit reellen Geraden sind. 


28. Der Kegelschnitt (A, A, 43 Ay, 4z) ist die Projection der 
Curve a,’ aus A, auf @,.,; daraus geht hervor, dass der Punkt Ein 
auf der Seline durch B, (aus welchem Punkte B, und B, auf Bizz in 
B und B,, projieirt werden) an die Curve b,? liegt*), die zu a, in 
Bezug auf (A)? (B)? analog ist; diese Sehne liegt ja auch auf 3°, weil 
sie mit ihr 3 Punkte gemein hat. 


Es lüsst sich leicht nachweisen, dass je zwei Kegelschnitte a, 


(oder b;,,) zwei Punkte gemein haben, so dass durch drei, wie ai 
2 


atas A, eine Fläche 2. Grades gelegt werden kann. Da nun die 
Sehne aus A, an a4° diese 3 Kegelschuitte trifft, so liegt sie auf dieser 
Fläche, also auch A,; womit dann sich zeigen lässt, dass alle andern 
Kegelschnitte a;,, mit derselben mindestens 5 Punkte gemein haben, 
also auf ihr liegen; dies führt dazu, dass je die Sehne aus einem 
Punkte A; an die Curve a;? der Fläche angehört und also auch diese 
Curve selbst, weil sie 7 Punkte mit ihr gemein hat. Damit ist ein 
von Nr. 24. unabhängiger Beweis gegeben, dass die sechs Kegelschnitte 
a”, und die 6 Curven a? auf derselben Fläche 2. Grades liegen. 


29. Jede Curve a? durch 5 Punkte A, trifft W nur noch in einem 
Punkte; auf jeder solchen Curve a? giebt es also nur einen Punkt (A),, 
der einen correspondirenden in Bezug auf (A)® (B)® hat. 

Dies lässt sich auch ohne Kenntniss der Flächen A? und X? ein- 
sehen. Die Curve a? gehe durch A,,---, A,. Die Curven 3. Ord- 
nung durch die Punkte A,,-- +, A,, Ag, welche eine Gerade a treffen, 
erzeugen eine Fläche 5. Ordnung, für welche diese fünf Punkte drei- 
fach sind und die also von a? ausser in À,,:--, A, noch in drei Punk- 
ten getroffen wird; geht a durch einen der Punkte A,, ---, A,, so 
entartet die Fläche 5. Ordnung in einen Kegel 2. Ordnung, der diesen 
Punkt zur Spitze hat: a’ hat mit demselben ausser den Punkten A|, 
-.+, A, noch einen Punkt gemein. Folglich erzeugen die cubischen 
Rauimeurven durch (A’)’, welche a? treffen, eine cubische Fläche, die 
die vier Punkte A,, :-., A, zu Doppelpunkten hat. Die analogen 
Curven durch (B')° erzeugen ebenfalls eine Fläche 3. Ordnung, welche 
in B,,.-:, 2, Doppelpunkte hat und die von der analogen Curve zu 
a? durch (B)? ausser in diesen Doppelpunkten in einem Punkte ge- 
troffen wird. Folglich wird jede Curve durch (A)? nur von einer Curve 
durch (A’)’ getroffen, in der Art, dass die analogen Curven durch (B)’ 
und (B’)’ sich auch begegnen; womit der Beweis geführt ist. Es ist 


u nn 


*) Räumliche Projectivität Nr. 22. 
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dann zugleich erkannt, dass jeder Punkt, der überhaupt einen corre- 
spondirenden in Bezug auf (A)® (B)® hat, nur einen hat. 


30. Dass die Curve a,’ (Nr. 27.) der Fläche N? ausser in den 
Punkten A; nicht begegnet, kann man auch ohne Kenntniss der Ord- 
nung von N? einsehen. | 

Wenn A ein Punkt auf a,? ist, B einer auf b,?, welche jener in 
Bezug auf die Gruppen (A)? (B)? analog ist, so sind A(A,, +, À,) 
und B(B,,:.., B,) collinear. Sucht man in B den entsprechenden 
Strahl zu AA,, so wird derselbe sich nicht ändern, wenn A die Curve 
a,» durchläuft, weil dabei der Bündel A (4,, : + -, A,) collinear bleibt; 
nur die Bewegung von D auf b? wird jenen Strahl verändern, sodass 
er blos einfach unendlich viele Lagen einnehmen kann, von denen im 
Allgemeinen keine B, enthält. Diese Lagen erzeugen nach Nr. 4. 
eine Fläche 2. Grades. Demnach hat von den Punkten auf a,? keiner 
einen correspondirenden in Bezug auf {A)' (B), ausgenommen die 
sechs A,. Hieraus, in Verbindung mit der vor. Nr., lässt sich die 
Ordnung der Fläche N? ableiten. 

Daraus folgt weiter, dass keine zwei b3, z. B. b, und b,?, ausser 
den Punkten D,,---,D, noch einen Punkt gemein haben; denn der- 
selbe (B) würde dann, wenn A irgend ein Punkt von a,’ ist, so be- 
schaffen sein, dass 


B(B,,:-:,B,) coll. A(A,,:::, A), 
weil er auf b,’ liegt, und 
DB y Des Bo) coll: A, e 44,4), 


weil B auf b,’ liegt, so dass auch, weil 4(A,, A,, A,, A,) und 
B(B,, B}, B,, B,) durch ihr Entsprechen eine einzige Collineation 
bewirken, 
D(a a Ba well. MA,» -, Ad); 

also alle Punkte von a,” hätten einen (und zwar denselben) correspon- 
direnden für (A) (B), was im Allgemeinen nicht der Fall ist. 

Folglich verhalten sich alle 6 Curven b3 gegen die beiden Geraden- 
schaaren auf X? gleichartig, d. h. alle treffen die Geraden der einen 
Schaar (b”) zweimal und die andern (b’) einmal. Aehnlich ist es auf 
A? mit den Curven a. 


31. Eine beliebige Ebene a schneidet A? in einem Kegelschnitt 
a? (der stets reell ist); welches ist die Ordnung der Curve auf 32, 
deren Punkte denen von a? correspondiren ? 

Sei ß eine beliebige Ebene im Raume (b), B ein Punkt auf ihr; 
durch ihn geht eine Curve des Bündels (D,,- - -, 2,); die analoge im 
Bündel (4,, : - +, À,) trifft « in drei Punkten. Durch jeden derselben 
geht eine Curve des Bündels (4,, - ‘+, A,, A,); die analogen Curven 
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zu diesen 3 Curven im Bündel (B,,:.., B,, B,) treffen die Ebene ß 
in 9 Punkten B'; ebenso entsprechen jedem Punkte B’ 9 Punkte B. 


Bewegt sich B auf einer Geraden b in f, so beschreiben die Cur- 
ven des Bündels (B,,- - -, B,) und ihre analogen je eine Fläche 5. Ord- 
nung; durchläuft ebenso B’ eine Gerade b’ in B, so erzeugen die Cur- 
ven des Bündels (B,, ---, B,, Be) und ihre analogen eben solche 
Flächen; da die beiden Curven 5. Ordnung, die von den (a)-Flächen 
in « eingeschnitten werden, ausser den Spuren der 6 Verbindungs- 
geraden der 4 Punkte A,,:»-, A, 19 Punkte gemein haben, so giebt 
es 19 Punkte RB auf b, deren entsprechende B’ auf D’ liegen. Folg- 
lich ist die Zahl der Coincidenzpunkte nach dem Correspondenzprincip 
der Ebene (Nr. 19.) 9+9+19= 37. 


Betrachten wir aber die Gerade BB, und bewegen A blos auf 
ihr; die Curve des Bündels (B,, -- -, B,) durch jeden B zerfällt in 
bi und einen Kegelschnitt durch B,, B}, B,, die analoge in a,, und 
einen Kegelschnitt durch A,, A,, A,, welcher œ in zwei beweglichen 
Punkten trifft, die auf « «,,, liegen. Durch jeden derselben geht eine 
Curve des Bündels (4,, : -, A,, As), welche in a,, und einen Kegel- 
schnitt durch A,, A,, A, zerfällt, deren analoge Curve ähnlich aus 
b,, und einem Kegelschnitte durch B,, B,, B, besteht und $ in zwei 
auf B, liegenden beweglichen Punkten B’ trifft. Also jedem B auf 
ßß,., entsprechen vier ebenfalls auf dieser Geraden gelegene Punkte 
B’, ebenso umgekehrt; diese Correspondenz führt zu acht Coincidenzen, 
welche sich unter den 37 befinden. 

Gelangt B bei seiner Bewegung auf BB,,, nach ßb,,, so zerfällt 
der Kegelschnitt, der mit b,, die durch B gehende Curve des Bündels 
(B,,:-:, B,) bildet, in b,, und die Gerade von B, nach der Spur von 
b,,; der analoge Kegelschnitt besteht aus a,, und der Geraden von A, 
nach der Spur von a,,*); einer der Punkte, in denen dieser « trifft, 
ist mithin «a,,. Die Curve des Bündels (A,,---, A,, A), welche 
durch diesen geht, zerfällt demnach in a,,, @,, und die Gerade von A, 
nach der Spur von a,; in «3; ähnlich ist ihre analoge Curve beschaf- 
fen und geht durch ßb,,, sodass, wenn B in diesen Punkt kommt, einer 
der entsprechenden 2° dort mit is zusammenfällt. Unter den 8 Coik- 
denzpunkten auf BB,» befinden sich folglich die 3 Punkte ß(b,2, bias bas). 
Zu den 37 Coincidenzpunkten der Ebene ß gehören demnach die 6 Ecken 
des vollstäudigen Vierseits, in welchem ß das Tetraeder B,B,B,B, 
durchschneidet, und auf jeder Seite noch 5 Punkte. 

Diese 26 Punkte sind nicht Punkte (B), auf 6, welche ihre corre- 
spoudirenden auf « haben; deun wenn auch die in ihnen sich schneiden- . 


— PRET 


*) Probl, der ebenen Project. Nr. 3. 
9° 
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den Curven der Bündel (B,, -- -, B,) und (B,, --:, B,, B,) zu iña- 
logen Curven solche haben, die sich auf « treffen, so führen doch diese 
Curven, weil sie zerfallen, aus den früher schon auseinandergesetzten 
Gründen nicht in ihren bez. auf & und B gelegenen Schnittpunkten 
zu solchen Punkten, welche collineare Bündel nach den sechspunktigen 
Gruppen senden. Wohl aber ist dies der Fall für die 11 übrigen 
Punkte. ; 

Es giebt also in « 11 Punkte (A),, deren entsprechende (B), auf 
ß liegen. Oder die entsprechenden Punkte (B), der Punkte (A), in « 
- - die auf dem Kegelschnitte à? = (N?, «) liegen — erzeugen eine Curve 
11. Ordnung b", welche natürlich auf W? sich befindet. 

32. Auf dieser Curve b" liegen die 6 Punkte Bi, :.., Be drei- 
fach; denn z. B. von den Punkten (A),, welche dem Punkte B, ent- 
sprechen und die Curve a,? erfüllen, liegen drei in der Ebene «. 

33. Da nun ferner zwei Kegelschnitte a? zwei Punkte gemein 
haben, so haben auch ihre entsprechenden 5b"! zwei bewegliche Punkte 
(ausser den 6 festen dreifachen) gemein. Daraus lässt sich ermit- 
teln, wie gross die Zahlen u und » der Begegnungspunkte einer 
solchen Curve mit den Geraden der beiden Schaaren auf X? sind. 
Denn zunächst ist u + v = 11; legt man ferner ein beliebiges Projec- 
tionscentrum © auf die Fläche Y? und projicirt zwei Curven b!!, so 
können nur die beiden in © sich schneidenden Geraden von X? die 
beiden Curven in getrennten Punkten treffen; in der Projection be- 
wirken sie einen g-fachen, bez. einen v-fachen Punkt. Die Projectionen 
haben also gemein diese beiden Punkte, die dreifachen Punkte und 
die beweglichen Schnittpuukte; also ist 11? = u? +»? + 6.3? +2; 
dies fübrt zu: u = 7, v = 4. 

34. Die durch A,, :-:, A, auf W? gehende Curve a,? schneidet 
die Geraden a” zweimal, die a einmal; es giebt noch eine cubische 
Raumeurve (a,?)* durch dieselben fünf Punkte, welche umgekehrt die 
a” einmal, die a zweimal trifft. Alle Punkte dieser Curve sind, weil 
sie auf X? liegt, Punkte (4),; ihre analoge Curve in Bezug auf (A)° 
(B)? geht nicht auch durch Be, also hat jeder Punkt von (a,?)* einen 
besonderen correspondirenden (D),; diese entsprechenden müssen aber 
auf der analogen Curve (b,°)* liegen und füllen diese aus; mithin liegt 
dieselbe auf 3°. 

Jedes Paar von homologen fünfpunkligen Gruppen in (AY (BY 
liefert also ein Paar analoger Curven (a, (b?)*, welche auch in Be- 
zug auf (A)" (B)? analog sind; jedoch so, dass jedem Punkt der einen 
uur ein Punkt der andern entspricht, nicht alle, wie es bei der Ana- 
` logie in Bezug auf fünfpunktige Gruppen der Fall ist. 

35. Die Fläche der cubischen Raumeurven des Bündels (A, ,---, A,), 
welche eine Gerade a treffen, ist 5. Ordnung und begegnet demnach 
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dem Kegelschnitte a? = («, W?) in 10 Punkten. Die Fläche also der 
Curven desselben- Bündels, welche a? schneiden, ist 10. Ordnung und 
enthält die beiden Curven a,’ und (a,°)*, welche beide zu den erzeugen- 
den gehören und à? dreimal treffen, dreifach, hingegen, weil durch 6 
Punkte nur eine cubische Raumecurve geht, die Leitcurve a? nur einfach. 
Der ganze Schnitt dieser Fläche 10. Ordnung mit A? besteht aus a’, 
a”, (ag3)*. Die analogen Curven der erzeugenden Curven dieser Fläche 
(in Bezug auf (A)’(Bj?) erzeugen ebenfalls eine Fläche 10. Ordnung, 
die, welche jener in den durch das Entsprechen von A,, +++, A, und 
B,, +, B, collinear gemachten Räumen (a) und (b) entspricht; sie 
enthält den in dieser Collineation dem Kegelschnitte a? entsprechenden 
Kegelschnitt einfach (als Leitcurve ihrer erzeugenden Curven) und die 
entsprechenden Curven von a,? und (a,?)* dreifach. Letztere ist (b,5)* 
und liegt allein von diesen drei Curven auf 3°, so dass die beiden 
Flächen noch einen Schnitt 11. Ordnung gemein haben: das ist die 
Curve b", welche dem Kegelschnitte a? entspricht. Da (b,’)* von den 
V und b” beziehlich zweimal, einmal getroffen wird, so schneiden diese 
die Fläche 10. Orduung ausserdem noch und damit die b!! in 10— 2.3, 
bez. 10 — 3, also in 4, bez. 7 Punkten, womit der Satz in Nr. 33. 
noch mehr präcisirt ist. 


36. Suchen wir die Curven auf B?, welche den Geruden a”, a 
entsprechen. -Da erstere den a% zweimal, letztere einmal begegnen, so 
werden die correspondirenden Curven von a”, bez. a’ durch die B; zwei- 
mal, bez. einmal gehen. 

Die Fläche 5. Ordnung der Curvèn des Bündels (4,, +, A,), 
welche eine a” treffen, enthält a,? doppelt, (a,*)* einfach; die der ana- 
logen Curven ist die entsprechende jener bei der Collineation (A, , +", 4,), 
(B,, +, B,), folglich ist sie ebenfalls 5. Ordnung und enthält die 
entsprechende Curve von a, doppelt, die von (ay?)*, d. i. (D,°)* einfach 
und hat also ausser letzterer mit X? noch eine Curve 7. Ordnung 5b? 
gemein, welche der a” correspondirt; dieselbe trifft jede b” m 5— 1 —4, 
jede V’ in 5 — 2 = 3 Punkten. 

Ebenso ergiebt sich, dass einer Geraden a’ eine Curve 4. Orduung 
b! entspricht, welche den b” in 3, den % in 1 Punkte begegnet, also 
die unieursale Curve lI. Species ist. Die Curven b’ und b'! sind cbenso 
unicursal, da sie ja auf unieursale Curven eindeutig bezogen sind. 


37. Für 6'! lässt sich dies auch auf folgende Art erkennen: Sei 
A, ein fester, A ein beweglicher Punkt auf a’; betrachten wir jenen 
als Spur einer festen a’, diesen als Spur einer beweglichen «', also den 
Büschel 4,4 als Spur des Ebenenbüschels a,'a‘. Die Curven 4. Ord- 
nung bt, welche den a’ correspondiren, haben mit der Curve 11. Ordnung, 
welche dem a? entspricht, ausser den 6 festen auf letzterer dreifachen, 
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auf ersteren einfachen Punkten B; noch 4: 11—4:1—- 7:3 6-3 =] 
Punkt gemein, wie auf ähnliche Weise als in Nr. 33. durch Projection 
aus einem Centrum O auf X? ermittelt werden kann, wobei zu berück- 
sichtigen ist, dass von den beiden Geraden durch. die b” die Curven 
T7 mal, bez. 3 mal, die b 4 mal, bez. 1 mal trifft. Der Curvenbüschel der b', 
von dem jede Curve einem Punkte auf a? entspricht, schneidet also b!! 
nur in einem beweglichen Punkte. 


385. Wie die Gebilde, denen sie entsprechen, so begegnen sich 
auch je zwei Curven b* und b!! (wie eben gefunden), 5’ und b", b! 
und b’ in einem, je zwei b! und je zwei b’ in keinem beweglichen 
Punkte, wie dies auch durch Projection leicht zu ersehen ist. 


39. Es liege auf XW irgend eine Curve Ca (u+v)!" Ordnung, die 
den Geraden a” in u, den Geraden a’ in v Punkten begegne und durch 
An Anmal gehe. Es lässt sich durch ähnliche Schlüsse wie in Nr. 35. 
finden, dass die Fläche der Curven des Bündels (A,, - -:, A,), welche 


A=5 

Ua treffen, von der Ordnung a = 5 (u+v) — 3 ZA, ist; durch Pro- 
LES: 

jection aus einem Centrum O auf N? ergiebt sich, dass Ca den Curven 


A=5 
a und (a,?)* ausser in den 5 Punkte À; ing = u + 2v — ZA, und 
h=1 


h=5 i 
of = 2u + v — © À, Punkten begegnet; so dass ọ und ọ* auch die 
Az! 


Vielfachheit dieser Curven a,? und (a;*}* auf der Fläche o't Ordnung: 
ist; ©, und diese beiden Curten bilden den vollen Schnitt der Fläche 
mit A2. Ferner ist auch a,?, weil Ca in ihrem A,-fachen Punkte A, 
sie trifft, eine A,-fache erzeugende Curve der Fläche ot Ordnung. 
Die analogen Curven in Bezug auf (A)’(B)? bilden ebenfalls eine Fläche 
og Ordnung, welche die entsprechenden Curven von a,?,. (a,?)* und 
a? ebenfalls bez. g-fach, e*-fach, A,-fach enthält. Letztere beiden 
sind (5,°)* und b,’ und liegen auf B?. Folglich ist der übrige Schnitt, 
das ist die Curve C, der Punkte, die denen von Ca currespondiren, von 


A=b 
der Ordnung 20 — 3(e*+A,)=4u + Tv —3 Zå, Diese Zahl ist 
è h=1 


übrigens, wie leicht zu erkennen, gerade diejenige der Begegnungs- 
punkte von Ca mit einer Curve a!! auf A, die ausserhalb der A, liegen; 
und in der That, so oft Ca eine solche Curve a!! trifft, so oft muss 
die entsprechende C, dem ebenen Schnitte von B? begegnen, welcher 
a!! correspondirt. Diese Curve C, geht durch jeden B; so oft, als Ca die 
a? ausser in den 5 Punkten (A)° trifft, durch welche a geht; mithin 


h=6 
ist die Vielfachheit von B; gleich p + 2v — E å, + 4;. Ferner trifit 
Azi (d 


jede b”, d’ die Curve C, so oft, als sie der Fläche ot Ordnung ausser 
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h=6 
auf (6,%)* und b,? begegnet, das ist in 6—p*—21,—3u<+d4v—2 Z hr, 
h=1 


h=6 
bez. in 6—2p* — A, = u + 3v — ZA, Punkten. 
z a=1 


Ist z. B. Ca eine Raumeurve 4. Ordnung I. Species, welche durch 
Ai °°", A, geht, aber nicht durch A,; so ist uw = v = 2, 
A=ml=..—=7/,= 1, 4 = 0; folglich entspricht ihr eine Curve C, 
7. Ordnung, welche durch die Punkte B,, - --, B, je zweimal, durch 
B, einmal geht und die Geraden b” viermal, die 5 dreimal trifft. 
“40. Die Punkte (C),, welche gleichzeitig nach (A) und (B} 
collineare Bündel senden, erzeugen eine Curve 11. Ordnung (Nr. 8.); 
ebenso entsteht durch die Punkte, welche mit (A’)® und (B^)? collineare 
Bündel geben, eine solche Curve. Bei der Beliebigkeit der den Gruppen 
nicht gemeinsamen Punkte werden beide Curven ausser den 8 Punkten 
A, °°", A, Bi» +++, B, keinen weiteren Punkt gemeinsam haben. 
Es giebt also im Allgemeinen keinen Punkt im Raume, der gleichzeitig 
nach (A)® und (B}° collineare Bündel schickt. 


EV. 


41. Wir betrachten nun zwei Gruppen von je sieben Punkten: 
A ee, 4;; Bis «+, B;. Zu den sechspunktigen Gruppen A,, ++, As; 
1)", Ba gehören zwei Flächen W, 3°, welche die in Bezug auf 
die Gruppen correspondirenden Punkte (A), und (B), enthalten. Die 
Punkte (A), und (B),, welche sich in Bezug auf die Gruppen 
Ay, As, Ar; Bis’, Bu, B, correspondiren, erfüllen zwei Flächen 
(WY, (B?). Die Punkte (A),, welche correspondirende (B), in Bezug 
auf (A)’(B)’ haben, können also nur auf der Curve 4. Ordnung I. Species 
at liegen, in der sich A? und (A?) durchschneiden; die entsprechenden 
auf b' = [B?, (B?']. Aber da jeder Punkt von A? oder (A?) nur einen 
entsprechenden hat, so brauchen diejenigen Punkte, welche einem 
Punkte von a! in Bezug auf (A)®(B) und auf (A’)®(B’)° entsprechen, 
nicht identisch zu sein. 

a! geht durch die fünf Punkte A,, -+ -, A,, mithin entspricht ihr 
als Curve von 4? eine Curve 7 Ordnung, wie sie in Nr. 39. am 
Ende beschrieben ist, auf B?. Diese Curve begegnet der ebenfalls 
auf P? gelegenen Cürve bt, welche durch B,, ---, B, einfach geht 
und alle Geraden b”, b’ zweimal trifft, ausser in den Punkten B,, +, B,, 
wie durch Projection aus einem Centrum, das auf B? liegt, gefunden 
werden kann, in 7-4— 4-2 —3:.2—5-.2=4 Punkten, offenbar 
den vier weiteren Begegnungspunkten der Curve 7. Ordnung mit (3°). 
Sei D einer von diesen Punkten, so liegt sein correspondirender in 
Bezug auf (A)°(B)® auf at und damit auch auf (W); weil B auf 
(WY liegt, so. hat er auch einen coırespondirenden in Bezug auf 
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(A’)° (B), der auch auf (N?) liegt. Beide correspondirende können 
aber nicht verschieden sein; denn da sie nothwendig beide auf der 
cubischen Raumeurve durch A,, +++, A, liegen müssen, welche die 
dem B in Bezug auf A,, ---, As; Bi- - +, B, correspondirenden 
Punkte enthält, so können sie nur in dem einzigen sechsten Punkte 
sich vereinigen, den diese nicht auf (A?) gelegene Curve mit (A?) 
ausser Aj, +-+, A, gemein hat, Ist dieser Punkt A, so ist demnach 
sowohl 
A(A n, e a BiB,,---, Di), 
als auch s 
A - + -a A Goil. BB. +, D, Di); 
mithin auch 
AA, e, ah, e, As) col. B(B,, --:, 2,2 D). 
A und B sind folglich Punkte (4), (B).. 

Es giebt daher vier Punktenpaare (A), (D),, welche bez. nach den 
beiden siebenpunktigen Gruppen Ay, +, Ay; Bi, +++, B, .collineare 
Bündel senden. 

Bildet man ein drittes Gruppenpaar A,, +", Ay, As, A, Bus -.., 
-B,, Be, B,, welches zu den Flächen (A?)”, (8?)” führt; so sind die vier 
Punkte (4),, bez. (2), die vier, welche den Flächen W, (WY, WY’, 
bez. 8°, (8°), (H?) ausser A,, +++, A,, bez. Di, - -., B; noch ge- 


meinsam sind. 


Darmstadt, den 20. December 1875. 


Ueber die Convergenz der Entwicklung einer arbiträren 
Function /(x) nach den Bessel'schen Funetionen 


J (BT), | J (Bx). Bar), ©- , 
wo Bis fs Ps, © +: die positiven Wurzeln der Gleichung 
J(B) — 0 vorstellen. 


Von DL. SchuÄrrı in Bern. 


e Wenn der Parameter a grösser als — 1 ist, so sind die Wurzeln 
der Gleichung 


N EM 1 T a 
(2) Ja) Mie | ER, en 
2 — Ta FaF — 
alle reell und paarweise entgegengesetzt. Die positiven, nach wachsen- 


der Grösse geordnet, seien ß,, Pa, "+ -*). Daun ist in der Reihen- 
form 


[nn — 


*) Eine solche Wurzel ß ist Function des Parameters a, und wenn dieser 
positiv ist, so zeigt der Ausdruck 


? 2 u 
Mn - eh y f Ol 


1 
der für a=0 zu 1:8(J > wird, dass die Wurzel ununterbrochen wächst, 
während a von 0 aus wächst. Da für a=} die positiven Wurzeln x, 27, 3x, 
sind, und da im Allgemeinen eine sehr grosse Wurzel ß annähernd die Gleichung 


cos (e — (a + }) z) = 0 befriedigt, so kann man aus der positiven Beschaffenheit 


von e mit Sicherheit a ag dass für eine sehr grosse Ordnungszahl n un- 


nähernd f, = (2n + a — »5 — sei. 


1 
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Azo 
(1) | f(x) = à Ad (Biz) 


bekanntlich Coefficientenbestimmung môglich; man hat 


(2) We fio J(Bat)dt : 
(Te) 7 


und es entsteht die Frage, unter welchen Beschränkuugen die Function 
f(x) im Intervalle 0< x<1 willkürlich gegeben werden kann, damit 
die Reihe (1) convergire. 


Hankel hat in einer schon vor sieben Jahren verfassten, aber 
erst aus seinem Nachlass in diese Annalen (Bd. VIII, S. 471) einge- 
rückten Abhandlung über die Entwicklungsform (1) die Frage gelöst. 
Seine Untersuchung beschreibt indess einen etwas längern Weg, als 
die Natur der Sache erfordert. Man kann die Schwierigkeiten, die 
der so weit als möglich gefasste Begriff der Stetigkeit verursacht, 
durch ächt analytische Verwandlungen von der Entwicklungsform (1) 
ab und auf diejenigen Integralausdrücke hinüberwälzen, die in der 
Behandlung der trigouometrischen Reihe auftreten und oben weg 
untersucht worden sind. 


Sollte durch (1) die Function x=°f(x) innerhalb des Einheits- 
kreises (mod. x < 1) und auf dem Rande selbst mit dem Charakter 
einer ganzen Function definirt sein, so müsste zuletzt mod. (Aa: Aı-ı) 
stets kleiner als eine positive Zahl r sein, die selbst unterhalb e-” 
läge. Dann wäre f(1) —0. Im Folgenden wird aber nur die End- 
lichkeit des Werthes von f(1) und diejenige von z—° f(x) in x = 0 
vorausgesetzt werden, ausserdem, dass f(x) für alle positiven unter 1 
befindlichen Argumente mit erträglicher Stetigkeit gegeben sei. 


Die auf die n ersten Glieder beschränkte Summe (1) sei mit S, 
bezeichnet; n sei eine sehr grosse positive ganze Zahl, die zum Un- 
endlichwerden bestimmt ist, und es sei A=(2n+a+J}) E. Wenn 


in 


(3) T6 = D - 2 J ne 
= à 


gesetzt wird, so ist 


(4) „= fT „(Ð tfl!)dt. 


0 
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i=» f 
Dass die Summenform T, oscillirt wie > cos (Aa+b), ist leicht 


zu sehen. Es handelt sich zunächst darum, sie in ein passendes In- 
tegral zu verwandeln; der zugehörige Weg wird im Wesentlichen mit 
dem von Hankel gebrauchten übereinstimmen. 


Man betrachte das Integral 


Fa el ae 
Si » (Je) 


wo der Weg einen kleinen positiven Kreis um eine positive Wurzel f 


der Gleichung J(0) = () beschreibt, aber keine andere Wurzel dieser 
Gleichung umschliesst; g(@) bedeutet irgend eine in diesem Bereiche 
differentiable Function. Da 


Jeto = —"T (pv (1 - +), 


so ist 
etv Get Bla +0 +9; 
folglich 
©) = at do = Rn, 
i SA B(T 


wenn œ einen kleinen positiven Kreis um die Wurzel ß beschreibt. 
Um (5) auf (3) anwenden zu können, muss man also die Function 
4(@) aus der Bedingung 


g (0) = 20 J(xo) J (to) 


bestimmen. Wie aus dem Beweise der Möglichkeit der Bestimmung 
der Coefficienten in (1) bekannt ist, ergibt sich aus der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: 

2 w 


g (©) = wea (Ito) A J(xo) — J(xa) 2 J(t&)) 


= -22 (Jeu) (to) — z4(to) J(zo). 


tt — x? 


(Man überzeugt sich leicht, dass dieser Ausdruck in Bezug auf £ 
auch im Bereiche von £= x den Charakter einer ganzen Function be- 


wahrt.) 
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Wendet man jetzt (5) auf (3) au, so hat man: 


(6) = u /tfaofitro- -afto co) DE F 
Jo) 


wenn der Iutegratiousweg aus vielen kleinen um die Wurzeln ß,, B., 
-++ +, Bn beschriebenen positiven Kreisen besteht. Man kann nun 
diese vielen Wege in einen einzigen vereinigen, der alle die genann- 
ten Wurzelu und nur diese umschliesst; er sei Umfang eines Recht- 
ecks, das durch die Realitätslinie symmetrisch getheilt wird; eine Seite 
falle in die laterale Axe und habe die sehr grosse Länge 2B (denn 0 
kann ohne Gefahr passirt werden, weil sich hier das Iutegral wie 


J oda verhält); die zu ihr parallele Seite schneide die Realitäts- 
linie in o= À = (2n+ a +4)> (es ist dann ungefähr A — f, 
= fap — A = Z). Das Integral von iB bis —iB verschwindet, 
weil der Integrand eine ungerade Function von œ ist. Die Integrale 
von A+iBbisiB und — iB bis A— iB verschwinden für B =æ, 
weil sie mit dem Factor 


+ e- B@-x-0 
xt 


behaftet sind, wenn anders 1 —.x (wie auch x, t) augebbar positiv 
ist; denn so lange ist auch 2— x — £ positiv. Es reicht also hin, 
wenn man in (6) die Variable œ von A — iB bis A+ iB führt 
und die positive Zahl B unendlich werden lässt. Setzt man daher 


o = A + iz, wo y von — B bis B reelle Werthe zu durchlaufen hat, 
so ist annäherud: 


Je Te) u of (rz4 itu - 2) in(rtialı zn 
(J(w)) Varera 


Mittelst dieses Näherungswerthes ergiebt sich ans (6) nach einigen 
Reductionen: 


P 


“D l ‚sin [ata] wiht- a) x) 
T,(t) = Vat | t—r y, cof? X dy 


0 


sin [A@-t-2)] “à [etg] | 
RE / colty dxf: 


Bedeutet p eine positive Zahl, die kleiner als 1 ist, so ist 
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A OD; ele Ar 
Lf ci; dy fen of? z 
0 


0 
und geht, wenn man 
u 
z =- log Dan 
setzt, in 


1 
I ES E. 
z Jeo u) "du SE (Ha) 


über. Also ist annähernd: 


sin [A 0a] _ sin [Aeta] 
(1) Ta () = de | in FUTE) in FCI) | 
ire 2 
Substituirt man diesen Ausdruck in (4), ersetzt resp. ste) 
a(2— 


2172) durch p und lässt 
m = —=2n + a + $ 


sein, so ergibt. sich für ein sehr grosses n in tiefster Näherung: 


alla) 
(8) =! fY 1+ ŽS (+ 22) Rap 
—4ax 
bar) 
AYA ee -ae ELS pa 
x z sin o 
re 


ein Ausdruck, der nach den gebräuchlichen Regeln für n=œ in f(x) 
übergeht. Da die Gleichung (7) auf 7,(0), 7,(1) nicht mehr anwend- 
bar ist, so sind die Grenzen hier nicht streng zu nehmen; es muss 
erlaubt sein, die Intervalle au beiden Enden zu stutzen, und man muss 
der Gleichung (4) mit der Voraussetzung zu Hülfe kommen, dass die 
Integrale 


G l 
Jr tra, J T (DEO dt 
0 Dat 


zugleich mit €, & verschwinden. Š 


Der Unterschied von dem bei der trigonometrischen Reihe vor- 
kommenden Näherungsausdruck 
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na—}6 
1 sin [(2n+1)®] 
+ fre+2o De The 
—40 
für die Reihe 


i=» 


f(6) = a + 2 D? (m cos 20 + ba sin 46) 


. besteht unur darin, dass hier m die Form 2n + a + 4 hat und da- 
her im Allgemeinen incommensurabel ist, statt eine ungerade Zahl 


zu sein. 


Bern, 17. Januar 1876. 


Die Liniengeometrie in ihrer Anwendung auf die Flächen 
zweiten (irades. 


Von A. Voss in Darmstadt. 


In den Göttinger Nachrichten vom Febr. 1875 habe ich mich mit 
der Aufgabe beschäftigt, die Untersuchungen der Geometrie des Raumes 
principiell analytisch von dem Gesichtspunkte aus auszuführen, dass 
jedes geometrische Gebilde dabei als ein Plücker’scher Liniencomplex 
betrachtet wird. Eine ausführlichere Darstellung der. daselbst in Kürze 
angedeuteten Verhältnisse hoffe ich nächstens zu geben. Es ist der 
Zweck der folgenden Betrachtungen, an der Theorie der Flächen 
zweiten Grades zu zeigen, wie die liniengeometrische Anschauungsweise 
fruchtbar gemacht werden kann, und gleichzeitig auf eine Reihe von, 
wie mir scheint, nicht uninteressanten Beziehungen hinzuweisen, welche 
dieselbe mit den entsprechenden Betrachtungen der Punkt- und Ebenen- 
geometrie verbinden. 

Von einer symbolischen Bezeichnung im Siwe der modernen 
Algebra, deren Einführung an und für sich keine besonderen Schwierig- 
keiten entgegenstehen, ist auch hier wie in meinen früheren Arbeiten, 
Abstand genommen, da von vorn herein kanonische Formen zu Grunde 
gelegt werden. 

Ich habe bereits a. a. O. gezeigt, dass specielle Complexe, wie ich 
sie mit Herrn Klein nenne*), überhaupt durch eine partielle Diffe- 
rentialgleichung: 

2 [7%] = À Et! = AX 
ÔT; i 
in Liniencoordinaten x; charakterisirt werden können. Der erste Theil 
der folgenden Arbeit ist nun überhaupt der Untersuchung derjenigen 
quadratischen Formen von n homogenen Variabeln gewidmet, welche dieser 
Differentialgleichung Genüge leisten. Sie scheinen mir, auch abgesehen 
von dem Umstande, dass sie die Grundlage der folgenden Betrachtungen 


mt — 


*) Math. Annalen V. 
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über Liniengeometrie bilden, ein rein algebraisches Interesse, nament- 
lich in Rücksicht auf Determinantentheorie zu besitzen. 

Für n = 6 ergeben sie die Theorie des speciellen Complexes zweiten 
Grades: 

f = Zaı Vitr ’ 
dessen Doppelstrahlen und reeiproke Polaren in $ IV. bestimmt sind. 
Der Begriff der letzteren insbesondere führt zu dem allgemeineren con- 
jugirter Polarcomplexe (wie sie auch von Herrn Pasch (Crelle 75) be- 
reits betrachtet sind) und damit zu dem Begriffe von oo? Polarsextupeln 
linearer Complexe in Bezug auf f, sie begründen zugleich eine allge- 
meine kanonische Transformation. 

Die Betrachtung zweier Complexe f und ø liefert nach $ IT. eine 
reciproke Gleichung sechsten, Grades, y = 0 zur Bestimmung des ihnen 
gemeinsamen Polarsextupels, wobei es von Interesse ist, dass im Allge- 
ıneinen kein anderes als das eigentliche Polartetraeder vorhanden ist. 

Gleichzeitig sind die drei liniengeometrischen simultanen Invarianten 
der beiden Complexe, sowie ihre Beziehung zu den entsprechenden In- 
varianten ©, ®, © der Punkt- und Ebenengeometrie besprochen, und 
einige der wichtigsten simultanen Covarianten angegeben, unter denen 
der fetraedrale Complex, dessen Singularitätenfläche in dem gemein- 
samen Polartetraeder besteht, besonders hervorzuheben, ist*). 

Die allgemeinen Untersuchungen des § Il. ermöglichen dann ferner 
eine vollständige Aufzählung aller liniengeometrisch zu unterscheidenden 
Beziehungen zwischen zwei Flächen zweiten Grades, wie sie in § VI. 
nach den Elementartheilern der Diseriminante y gegeben ist. Ausge- 
schlossen sind, wie hier von vornherein bemerkt werden mag, die 
Fälle, in denen etwa einer der speciellen Complexe nicht mehr ein 
eigentlicher Flächencomplex ist; auch der Fall, wo einer der Complexe 
cine verschwindende Detefkiinniite hat, macht (vgl. § IX.) eine graz be- 
sondere Behandlung nöthig. 

Dabei tritt besonders der Begriff der Involution einer oder mehrerer 
lincarer Complexe mit zwei Flächen zweiten Grades hervor, sowie das 
Vorhandensein von Polarsextupeln neben eigentlichen Polartetraedern ; 
die weiteren Fälle sind im Anschluss an bekannte Untersuchungen im 
§ VII. mehr schematisch abgehandelt. 

Den Schluss bildet der Hinweis auf metrische Probleme, insbesondere 
auf die liniengeometrische Hauptaxentransformation, welche sich durch 
ihre völlige Uebereinstimmung mit den bekannten nicht der Liniengeo- 
metrie angehörigen Betrachtungen über diesen Gegenstand auszeichnet. 


*) In der neuen Auflage von Salmon-Fiedler’s Raumgeometrie finden 
sich bereite gleichzeitig Gleichungen von Flüchen zweiten Grades in Punkt- und 
Liniencoordinaten betrachtet, doch scheint die Stellung des tetraedralen Com- 
plexes bisher nicht bemerkt zu sein. 
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8 I. 
Ueber eine Gattung quadratischer Formen. 


Es seien r Reihen von je n Grössen a gegeben 
a; ay ... An 
dr: du. 
Wird zur Abkürzung der Ausdruck 
Zalar, i=1:...n 
durch (a’a”) oder noch kürzer durch (lm) bezeichnet*), so genügt die 


quadratische Form F, welche man als abhängig von r Variabelen (ax) 
ansehen kann, 


PEI (r) (a x) | 
(1) F= (r1) e. (rr) (a"r) | 


(a'z) (er) 0 | 


der Identität 
(2) ZF? =— QF, 
wo Q den Kern der Determinante rechter Hand in (1), F; aber 5 Se 


bedeutet. Es ergiebt sich die Gleichung (2) auf folgende Art. Bezeichnet 
man mit ô, die Unterdeterminanten nach der letzten Verticalreihe von (1), 
so ist: 
F; = (—1ÿ-! Z(a:d,), s=1--.-r, 
Z Fat = —(atz)Q, 
mithin 
EF? =Q Zð azr, = — QF, w. z. b. 
Man bemerkt leicht, dass die Form F identisch verschwindet, sobald 
r> n ist. Für r = n dagegen hat F den Werth — Q £ x}, fürr <n 
kann man endlich durch lineare Transformation die Zahl der unab- 
hängigen Variabeln noch in einer bestimmten Weise beschränken. 
Setzt man nämlich: ' 
(3) z= Za;'y,+ Lames, 


wo die æ&" beliebige Grössen sind und die Indices s, m von 1 bis r, 
respective von 1 bis n — r geben, so ist: è 


+) Dem entsprechend ist also Salb?” = (a! b™) etc. Die Betrachtungen des 
Textes finden unverändert statt, wenn Life (a’a”) die allgemeinere Form 
Zalal'a,, verstanden wird, doch ist der Einfachheit halber nur von der kano- 
nischen Form Gebrauch gemacht. 
Mathematische Annalen. X. 10 


146 A. Voss, 


(a'z) = Eatary + Zaratz, k=1-.-:r, 
Lry at = E (aty, Y H E(armz,) ay). 
Zieht man die mit den y multiplicirten Horizontal- und Verticalreihen 


des Kerns von (1) von dem Rande ab, so treten in. letzterem nur die 
Grössen z auf, während an Stelle der Null kommt: 


=. 4 a; k 
LE YA ana Ey 
welcher Ausdruck mit Hülfe von (3) die Form: 
— Ar? ME a (ae)? 


annimmt. Setzt man nun zur Abkürzung 


(4) Er? =X, Xal = A ete., 
so ist 
(5) F=—-Q0X+F, 


wo I” nur noch von den n — r Variabelen z abhängt. Wir werden 
nun später F in Rücksicht auf die Mannigfaltigkeit oder das Gebiet 
(wie wir kürzer sagen werden) 

X=0 
untersuchen, also X = 0 der Form F adjungiren. Die Formel (5) zeigt, 
dass die Form F mit r Variabelen (ax) in dem Gebiete X = 0 äqui- 
valent ist als Form I" von n — r Variabeln. 

Ist demnach n = 2m und r > m, so ist F reducibel auf n — r < m 
Variabele. Ist dagegen r = m, so ist F irreducibel. Für ungerades 
n aber, n = 2m + 1, wird die Form immer einer anderen mit höchstens 
n Variabelen äquivalent. Der Fall n = 2m ist daher ausgezeichnet 
durch den irreducibelen r = m, welchen er enthält, wogegen bei unge- 
radem n = 2m -+ 1 die Form F im Gebiete X = 0 keine grössere 
Allgemeinheit besitzt als für die nächst kleinere gerade Zahl n = 2m. 

Es hängt damit die besondere Rolle zusammen, welche quadratische 
Formen n = 2m in der Geometrie spielen. Im Folgenden soll immer 
n = 2m vorausgesetzt werden, obwohl eine grosse Zahl der zu ent- 
wickelnden Sätze auch für ungerades n gelten, was auch gelegentlich 
hervorgehoben werden mag. 

Unter Voraussetzung der Adjunetion ron X = 0 kann man immer 
an Stelle von F eine andere Normalform f einführen, welche der Iden- 
tität 
(6) wi Sf=4AN 
genügt. 

Es ıst dazu nur erforderlich 


(7) f=F+AX 


-, mithin A = 


| 


® 4) 
zu setzen, wo À = ae 
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Wir setzen daher im Folgenden voraus, f sei eine quadratische Form 
von n = 2m Variabelen, welche die Identität (7) befriedigt, so dass: 


f = E autre, 
(8) E(an) =A, k=l., 
Zartı = 0, 
womit denn auch se QUE” (zy) A ausfällt. 
ex, 0Y; 

Von den Eigenschaften solcher Formen, deren Coefficienten also 
Coefficienten orthogonaler Substitutionen sind, sollen im Folgenden die 
wichtigsten hervorgehoben werden. Sie knüpfen sich an die Betrach- 
tung ihrer Discriminante 


©) |an —el=ne, 
in welcher die Variabele @ nur den Diagonalelementen «;; angehört. 
Man hat dann sofort: 


(10) H(+e)T(-e)= (A — 6°}. - 

Die Gleichung We =Ù kann daher keine anderen Wurzeln haben 
als ọ = + JA. 

Diese Wurzeln werden aber im Allgemeinen auch beide wirklich 
vorhanden sein. 

Man beweist dies so: Würe 


T(+y4a)=0, T(-YA)Z0, 
so ist das Product derjenigen Determinante, welche entsteht, wenn man 
die mit beliebigen Grössen zu, £? +». 24°7!, n—1-fach geränderte 
Determinante TT (+Y&A) mit der nicht verschwindenden Determinante 
T (— YA) multiplicirt, gleich Null. Es müssen mithin alle n — 1" 
Unterdeterminanten, d. h. alle aig verschwinden, mit Ausnahme der aii, 
welche sämmtlich gleich y À sind. Die Form f ist daher in diesem Falle 


identisch mit 


was nicht angenommen werden kann. 

„Von diesem speciellen Falle abgesehen, bat To = 0 also immer 
beide Werthe zu Wurzeln. Der allgemeinste Fall ist der, dass beide 
Wurzeln m-fach sind, und für dieselben je die m — 1 ersten Unter- 
determinantenreihen sämmtlich verschwinden. 

Auch dies beweist man leicht durch Betrachtung geränderter 
Determinanten. Versieht man nämlich M (+74) sowie TT(—YA) 
mit einem m-fachen Rande und multiplicirt dieselben so, dass eine 
Determinante Zn!" Grades entsteht, so überzeugt man sich, dass im 
Allgemeinen keiner der Factoren M (+ YA), T (— YA) unter diesen 

10* 
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Umständen noch verschwindet. Die m!" Unterdeterminanten sind daher 
von Null im Allgemeinen verschieden. Multiplieirt man dagegen eine 
m — l -fach geränderte Determinante TT (+ YA) mit der m- fach geränder- 
ten TT(— YA), so entsteht Null, womit dann gezeigt ist, dass die m — 1 *) 
Unterdeterminanten und alle früheren sämmtlich verschwinden, 

Es ist daher die Form f durch die Discriminante TTo mit den beiden 
m-fachen Wurzeln + YA und der Elementartheiler - Charakteristik 


(10%) [Alm ml 
ausgezeichnet *”). 

Man hat also die Identität: 
(11) Tọ = ọ" — mAọ"—? + n” Agr- +-..(— 1)" Ar. 
Die Determinante der Coefficienten von f hat also den Werth(— 1)" A™***). 
Ferner ergeben sich aus (11) bequeme Formeln zur Bestimmung der 
Summen von Unterdeterminanten, welche in der Entwicklung von TTe 
nach dem Jacobi’schen Satze auftreten würden. Beispielsweise ist 
Zau=0f). Multiplicirt man ferner die mit den x geränderte Deter- 
minante der a;, d. h. die adjungirte Form von f: 


Aik Li 


p= Tk 0 


mit der Determinante der a;,, so ergiebt sich als Werth des Productes: 


— Ar f: 
Mithin ist 
(12) Y = (—1)T-1Am-if, 
Das heisst: die adjungirte Form w ist nur um einen constanten Factor 
von der ursprünglichen verschieden. Also sind die ersten Unterdeter- 
minanten von M (0) bis auf den Factor (—1)"A”-! den Coefficienten 
aix selbst gleich. Es folgt daraus noch der allgemeinere Satz: 


*) Für ungerades n —2m-+ 1 ist eine der Wurzeln +YA m+ 1-fach, 
die andere m-fach. Für erstere verschwinden denn auch die m'“* Unterdetermi- 
nanten, so dass die Charakteristik . 


[CL ... 1a+ı) (1--: 1] 
**) Ueber die Bezeichnung vergl. die Arbeit des Herrn Weiler Math. Ann. 
Bd. VII, p. 146. | 
***) Durch Quadriren derselben würde man nur die Formel Mè = A" erhalten. 
In der That kann TT, auch gleich -+ A” sein, sobald eine andere Wurzelverthei- 
lung stattfindet. 
+) Die oben eingeführte Normalform fällt also zusammen mit der von 
Clebsch benutzten (Math. Ann. Il, 1). Vergl. auch meine Arbeit daselbst IX, 61. 
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Irgend eine Subdeterminante r'® Grades der a; ist gleich «hrer 

complementären, multiplicirt mit dem Factor 

(— 1” Arm, 
Complementäre Subdeterminanten m'°° Grades sind also nur durch den 
Factor (— 1)” verschieden. 

Wir gehen nun zu der Gruppe linearer Gleichungen über, welche 
durch das Verschwinden von Mọ möglich werden. Für TTọ = 0 be- 
stehen die n Gleichungen: 

(13) Zaun = Ear, i=l... 
Sie sagen aus, dass die lineare Form a, mit f in Involution liegt. 

In Rücksicht auf das Verschwinden der Unterdeterminanten von 
TT hat man daher den Satz: 

Den beiden Wurzeln + VA entsprechend liegen mit f zwei Classen 
m-gliedriger Gruppen linearer Formen in Involution. 

Je zwei zu verschiedenen Classen gehörige Formen az, bz liegen da- 
bei unter sich in Invalution, d. h. es verschwindet für sie die Form (ab). 

Denu man hat aus: l 

Hartl == + VAa N 
Z dirbi = VAb: 
durch Multiplication: 
È airbiai = + VA(al) = — YAlab), 


(ab) = 0. 


Wir bezeichnen jetzt die beiden m-gliedrigen Gruppen linearer 
Formen durch: 


(14) 


d. h.: 


2k? 


Dath 


= k? 


Zah 
{ k=l.. m. 

Sie erlauben, f in eine neue bemerkenswerthe Form zu bringen. 
Multiplicirt man nämlich die adjungirte Form Y mit der aus den a, « 
gebildeten Determinante 
(15) K = (a'a? a” d-ea), 
so entsteht: 


| a do an 2 
Lame. am En 

(16) Kv- (H1 (A) | & ef — Enp |, 
am — 3%, 


(a x) ae (a" x) 0 
so dass f wieder nur um einem Factor von der Determinante (16) ver- 
schieden ist. 
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Diese Umformung setzt natürlich voraus, dass K nicht verschwinde. 
Um die Bedingungen genauer zu erkennen, unter denen K = 0 sein 
könnte, wollen wir überhaupt zwei Classen von je m Symbolen a, « 
betrachten, zwischen denen die Relationen der Involution 


(aa) = 0 
bestehen. Man erhält dann, wenn 


K = («€ a” a... am) 


K = PQ, 
wo P eine nur aus den (aa) zusammengesetzte Determinante m1" Gra- 
des, Q die analog aus den (««) gebildete vorstellt. Sie mögen durch 
P= [(aa)], 
Q = [(e«)] 


bezeichnet werden. Es gilt nun der Satz: 


gesetzt wird: 


Wenn K verschwindet, so verschwinden gleichzeitig die beiden Deter- 
minanten P und Q. 


Um das zu beweisen, bezeichne man die Determinanten 
(a'.. AS LUTTER u”), 
(a... amv" sv"), 
in denen die u, » ganz willkürliche Symbole bezeichnen, durch Su, 
Z. Das Product dieser beiden ist dann wieder gleich dem Producte 
zweier aus den Grössen (av), (au) zusammengesetzter Determinanteu, 
so dass: 


Su Že = [(av)] [(au)]. 
K, AH, 


Da ferner 


so hat man: 

2,K = [(av)] Keo], 

Su K = | («u)] [(aa)], 
so dass also mit X gleichzeitig [(««)] und [(aa)]| verschwinden. 

Kehren wir nun zu dem specielleren Falle zurück, auf den wir 

vorhin geführt wurden. In demselben kann K niemals verschwinden, 
so lange die a und « in (14) vollständig die beiden »-gliedrigen 
Gruppen darstellen, d. h. keine lineare Combination der a (oder «) unter 
sich verschwindet. Um dies zu beweisen, betrachte mañ die Determinante 
L, welche aus To entsteht, wenn man in den m letzten Horizontal- 
reihen ọ mit dem Minuszeichen versieht. Sie kann für ọ = + A 


nicht verschwinden, weil dadurch (vgl. § VI.) eine specielle Beziehung 
von f zu der Form: 


2 Heee m (ang Heee a) 
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vorausgesetzt sein würde. Dasselbe gilt von allen anderen Determi- 
nanten, die aus TTe durch den analogen Process m-maliger Zeichen- 
änderung abgeleitet werden können. Nun ist das Quadrat von L für 
e=+ VA gleich dem Producte zweier Factoren M- N, so dass keiner 
der Factoren M, N für jene Wurzeln verschwinden kann. Dazu stelle 
man die Determinante H, deren erste m Reihen die a, deren m letzte 
dagegen aus den a, i=1---m gebildet sind, wobei zu den Gliedern 
a,, noch — YA hinzugefügt ist. Das Quadrat derselben hat den Werth 
PM, diese Determinante H verschwindet also, so oft K = 0 ist, da 
der vorigen Betrachtung zufolge mit X auch P verschwindet. Multi- 
plieirt man uun H mit L für ọ = +74, so ergiebt sich eine aus 
der a gebildete Determinante m Grades, multiplicirt mit einem Factor, 
welcher, von Zahlenfactoren abgesehen, gleich N ist. Indem man pas- 
sende Vertauschungen der Determinantenreihen und -Zeichen in Z und 
H voruimmt, erkennt man sonach, dass das Verschwinden von K das 
sänmtlicher m-gliedriger Determinanten der a sowohl als der Grössen 
a nach sich ziehen würde, was der Voraussetzung widerspricht. 

Eine weitere Eigenschaft der involutorischeu Gruppen ergiebt sich 
aus der fulgenden Betrachtung. 

Bildet man den Ausdruck 

Easy: = LE für y = as + Afı, 
welcher kurz durch [fi] hezeichnet werden möge, so ergiebt sich: 
(18) {fil == X ir(ar + laut] = fi + AA Ti, 
mithin: 
D í [fh = Elta) (G+4Ax) = UHA) + 24AX, 
I Eh = À [X(+47A) + 2af]. 
Insbesondere ist noch: 
Wie = Àï;, 
(20) [f] =/ô, 
Ll he A°X. 


Ordnet man demnach jedem Werthsysteme x; das System fi als 
conjugirtes zu, so zeigt die erste der Formeln (20), dass diese Zuordnung 
eine reciproke ist. Jedem Werth der linearen Reihe z; + Af; ist nach 
(18) ein anderer Werth derselben zugeordnet. Gehört das System der 
x gleichzeitig den Gebieten f =0, X = 0 an, so ist dasselbe der Fall 
mit der ganzen linearen Reihe x; + Afı. 

Man erhält daher sich selbst conjugirte Werthe, indem man setzt 


(Mik = fi + rd = o (ut Af) 


woraus À = Ty , 9—+VA. Das heisst: 
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In jeder linearen Reihe conjugirter Werthe befinden sich zwei sich 
selbst conjugirte, für welche 


(21) i= Vin. 


Die sich selbst conjugirten Werthsysteme sind also nichts anderes als die 
Coefficienten der involutorischen Gruppen. Die Gleichungen (21) haben 
daher zu Auflösungen die folgenden: 


= Zatık, 
en 


T; = Zašt. 


Und sich selbst conjugirte Werthsysteme, welche dem Gebiete X = 0 
(und somit auch f = 0) angehören, sind gegeben durch die Glei® 
chungen: 

Z(at4a}=0, Zlatı)?=0, 
welche, in Bezug auf die A, u quadratischen, Formen nothwendig irre- 
ducibel sind, da die Determinanten derselben, wie vorhin gezeigt, nicht 
verschwinden können, 

Die sämmtlichen vorausgehenden Betrachtungen banii sich nur 
auf den Fall, dass beide Wurzeln + YA in gleicher Anzahl vorhanden 
sind, was durch die Voraussetzung begründet wurde, dass die m'e 
Unterdeterminanten von M (YA) nicht verschwinden. Es können aber 
für eine der Wurzeln auch höhere Unterdeterminanten verschwinden. 

Formen dieser Art lassen sich leicht aus f selbst mit Hülfe der 
involutorischen Gruppen ableiten. 

Aus den Coefficienten a*, «* lassen sich nämlich durch lineare 
Combination zwei neue Systeme von je m Grössenreihen b+, ß* bilden, 
welche dadurch ausgezeichnet sind, dass je zwei verschiedene der linea- 
ren Formen bz, Bz unter sich in Involution liegen. 

In der That, setzt man: 


bi ZA, ar, 
TR Rat : 7 


so wird man die m? Factoren A, u so bestimmen können, dass die 


"un Gleichungen 


(23) W =0, (BB)=0, GÈ), 
noch zu den bereits erfüllten (d” 8”) = O hinzutreten. 
Jede Function 


(24) P=f-oyas P VArt 


in welcher die Summenzeichen sich auf irgend Satis aus den Formen 
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bib... be respective B!ß? |- - B" beziehen, besitzt dann wieder die 
Eigenschaft, der Gleichung 
(25) EF?=AX 
zu genügen. 
Es werde nuu die Form 


0=f-2yA: 


betrachtet, in welcher die Summe p Glieder enthalten möge. Man 
findet zunächst leicht, dass die Determinante von ® — ọ X gleich 
(o+ Ayt (o- YA)” ist, also die m +p-fache Wurzel e=-YA, 
die m—p-fache ọ = YA hat. Versieht man die genannte Determi- 
nante mit einem !-facheu’Rande, so ergiebt sich für ọ = — YA, dass 
diese geränderte Determinante verschwindet, so lange 


n—I+p>m-+1. 
Es verschwinden sonach für ọ = — YA noch die Di p— lie 
Unterdeterminanten, ähnlich für ọ = YA noch die l= m — p— Ira. 
Setzt man daher p = m, so werden noch die 2m — l!er Unter- 


determinanten von ®— oX für o=— YA verschwinden müssen. 
Dies bedingt aber das identische Verschwinden von ® + VAX, so dass 


(07)? 


ie $ 


(26) [— 2V8 E-i - +YVAX=0. 
Ebenso ist 
(21) f+2 Va EE EX 0. 
Aus (26) und (27) ergiebt sich die interessante Transformation: 
a (ne (8:)° 
JA m a E 
(28) Ca (er) 
PME mo 
oder, wenn man setzt 
(29) br=y,VB,, Pr=nVB,, | 
ur. 2? 
(30) | f =VA 2 (yr nr), 
X=  E(yf+n). 


Aus den vorigen Betrachtungen erhellt sonach, wie f im allge- 
meinen Falle in eine Summe von yleichwiel positiven und negativen 
Quadraten transformirt werden kann. Gleichzeitig geht aus ihnen her- 
vor, dass sämmtliche Charakteristiken, welche sich aus (10°) durch 
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Ausdehnung der einen uud entsprechende Zusammenziehung der ande- 
ren Gruppe ableiten lassen, wirklich vorbanden sind. 

Es mag hier endlich noch kurz der Fall A =U betrachtet werden. 
Die Wurzeln ton To=10 sind dann sämmtlich gleich Null. Durch 
(Juadriren geränderter Determinanten ergiebt sich daun leicht, dass 
sämmtliche Unterdeterminanten bis zum m—1'* Grade inclusive den 
Factor ọ und zwar die vom k noch in der Potenz n—2k enthalten. 
Die Charakteristik von f ist daher im Allgemeinen: 


(31) [2-91 
Es existirt hier eine m-gliedrige Gruppe linearer Formen, die mit 
f in Involution liegen; je zwei Formen dieser Art liegen noch unter 
sich in Involution. Aus (19), (20) hat man noch: 
te 1% Tes 
[f=0, ([f}=0. 
Jedem Werthe x entspricht also auch hier noch ein conjugirter. 
Aber die Zuordnung ist keine reciproke, da derselbe conjugirte zu 
allen Werthen der linearen Reihe z; + A f; gehört. | 


An die Charakteristik (31) schliessen sich endlich alle diejenigen 
au, welche durch Auflösung der Elementartheiler 2 in die Gruppe 
11 aus derselben hervorgehen. 


§ II. 
Das simultane System von f und g. 


Es seien zwei quadratische Formen von gleicher Variabelenzahl 
der im vorigen § betrachteten Gattung gegeben. 


(1) M = X antin, Sf =AX, 
i g =E btt, Ep =N A, 
für welche A, A’ nicht verschwinden. 
Es soll nun im Folgenden die Discriminante 
(2) Yo = | air — ọba | 
betrachtet werden. 
Es ist cine Fundamentaleigenschafl von Vo = 0, nur reciproke 
Wurzeln zu haben. 
Setzt man nämlich zur Abkürzung: 
(3) Di X birar, v=1l...n, 


so ist 
i i (- 1)" Ar — | N — ob, | , 
( l (1 aY = j Ba oA |, 
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wo wieder die Grössen A, A’ nur in den Hauptdiagonalelementen der 
Determinanten rechter Hand stehen. Die Form der Gleichungen (4) 
giebt zu erkennen, dass sobald r eine Wurzel von W=—0 ist, dasselbe 
auch von ọ = er m gelten muss, so dass also die n Wurzeln in m Paare 
reciproker 


zerfallen. 


Man kann dies l'heorem ebenfalls beweisen vermöge der Form, iu 
welcher sich die Determinante X entwickeln lässt nach Potenzen von ọ. 
Wir wollen eine solche Entwickelung an der allgemeineren Deter- 
minante: 

lartobatel| 
vornehmen (die Grössen u befinden sich nur in der Hauptdiagonale). 
Zunächst ist der Coefficient von ọ° gleich: 


lair + u| = (a? — A)”. 
Für den Coefficienten von @ erhält man: 
(1 E (birai) (u?— A)", | 
ebenso für den von e°: 


2 bir ik — ubir Z Dikit == u bzi | (u? mes (—1)"-? 
X bii dik — u bzi X bitu — tbu | | 
und so weiter, so dass jede Potenz von e mit einem Coefficienten 
multiplicirt ist, welcher eine Determinante von Ausdrücken der Form: 
biais — Ubre; i=l. n 


ist. Man erhält diese Entwickelungscofficienten leieht, indem man die 
einzelnen Glieder, welche als Coefficienten der Potenzen von ọ auf- 
treten, durch Multiplication mit |a; — u | = (u? — A)" in geeigneter 
Wels: umformt. Durch successives Fortschreiten auf diesem Wege 
würde sich sogar die Determinante der Form 


D (dir + ubir + vor +.) . 

in mannigfacher Weise entwickeln lassen. 

Insbesondere hat man für u = 0 
(4) VC Dam pA Ani A Ant A Ame"), 
also, gleich Null gesetzt, eine reciproke Gleichung m Grades, wobei 

Ai = È dirbi, 

3) © birdir X birai 
| 2 Gi sb Sn d 


A, gleich einer analogen dreigliedrigen Determinante 
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| À bik Ge X birau E bir aim 
Ay = X | E ba dlik È bir dir E bit aim 
E bimar E bima E bimaim 
u. s. w. 
Bezeichnet man die Wurzeln von Y durch: 


(6) Yis O5 Vos 025 °°° Ym; Om) 
so ist 

A 
(7) Fees ZE 


Es existiren also denselben entsprechend im Allgemeinen » ver- 
schiedene Systeme der Variabeln x, welche in zwei Gruppen x, & zer- 
fallen, nämlich: 


(8) Me ER 


Ask = Es has Bu ES 
welche Lösungen der Gleichungen: 
(9 | Lant = 0 but 


sind. Zwischen den Werthen (8) besteht eine Reihe interessanter Be- 
ziehungen. 


Es ist nämlich zuerst: 
È (xi) —0, Z(E)—=0, 
Eriz! =0, Sg =O. 


2 xi ki = 0, 


(10) 


wobei auf k zu summiren ist und in der letzten Gleichung à, ! verschie- 


den sein müssen. 
Aus den Gleichungen 
(11) Xa 


i = y i 
a = T1, = bar 


folgt nämlich durch Multiplication mit ami, bus und nachfolgende 
Summation über à 


s A = ÆEl,,axr,, 
(12) [ RE | 
Ar i= Ebana 
Da ferner 


Ai er?A I(r)", 
so ist Z'(xi)* = 0, falls die Gleichung r? = S- nicht besteht. Aus 


demselben Grunde ist £ (i)? = 0. Ferner ist aus (12) 


Sair hia © Fej 

A riz) =7r,2b,,n,, mx}, 

SA Si) u S imj 
r A Zuge Diea T, 


woraus: 
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1 â . 
az) BE A ri] = 0), 
d. h.: Zzxir/—=0, Zugleich ergiebt sich: 
Zb,,a zx =, 


mid 


(13) 


POL ART BE it = 0 ’ 
Setzt man ferner die rechte Seite von (11) gleich z;, so ist 


A ` 
POI ENT Pr == T4 Euler 
also | 
n= $s 
woraus die weiteren Gleichungen (10) folgen. Endlich hat man noch : 
i se à 
(14) PE 
r, Az = Z baš. 


Im Allgemeinen existiren also n Werthsysteme, welche die nämlichen 
Conjugirten in Bezug auf die beiden Formen f und ọ haben. Sie ge- 
hören sämmtlich dem Gebiete X =0 an und je zwei derselben, mit Aus- 
nahme der conjugirten Paare liegen unter sich in Involution. 

Aber auch die conjugirten Paare x; &; haben eine Eigenschaft, die 
hier nicht unerwähnt bleiben soll. Da nämlich: 


1 
37-5 JE “A, 


so ist 


Setzt man daher u = -+ —-, so hat man durch: 


VA 
7 + yA zi 
Lösungen der Gleichungen : 
LORS 
Eos os 
Ebenso ist 
Ti 09 1 op — 
<a Ga DE et 
woraus Lösungen von S 2o = ọ x; hervorgehen. Während also die 


lineare Reihe zi + AH immer dem Gebiete X = 0 angehört, finden 
sıch in der Reihe xi + AEi je zwei Werthsysteme, welche zu verschie- 
denen Classen der mit f und p involutorischen Gruppen gehören. 
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Die Werthe x, & ergeben nun in der bekannten Weise die gleich- 
zeitige kanonische Transformation der drei Formen 


X, f, 9. 
Es wird dabei gestattet sein anzunehmen, dass: 
Srg =l. 
Setzt man dann: 


(14) ti = yA Ere + EEE, 
so ergiebt die Multiplication mit x’, &’ nach Summation über i: 
re, 
VA e = irt 
ferner folgt aus (14) unter Berücksichtigung von (13): 


+ Ea r, = VA Ent + A Et, 
(15) y a y H eo, k 
Zb zr, = VA Sa + À 2257, - 


Aus den Gleichungen (14), (15) entsteht endlich: 


x EARD, 
Sy? ? 
(16) 4 RS i=l.. m. 
> za g 
PER Tr, 


I 
M 

= 

Pr 

> y 
Is 
| © 
> 


(16°) 5 


M 
| 
t4 
Bar) 
O2 
8 
0p 
$ 


in: 


Sagnat EO, 
Au SEN 
N) FA 


Unter der grossen Zahl specieller Fälle, welche durch das ‘Auf- 
treten gleicher Wurzeln von Y hervorgerufen werden können, soll 
hier nur ein einziger betrachtet werden, welcher besondere Beachtung 
verdient. : 
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Sollen überhaupt zwei Wurzeln und nur zwei von Y =Q einander 


gleich werden, so ist dies nur möglich, wenn ọ = + Va In allen 


anderen Fällen würden sofort zwei Paare gleicher Wurzeln auftreten. 
Dabei findet nun der interessante Satz statt: 


Sobald + y- de eine Wurzel von Y —0 ist, verschwinden für dic- 
selbe die sümmtlichen ersten Unterdeterminanten der Determinante Y. 

Den Beweis dieses Satzes kann man in verschiedener Art führen, 
von denen folgende nicht unelegant sein dürfte. 

Unter der Voraussetzung, dass + ya eine Wurzel von Y = 0 
sei, bilde man das Product der Determinanten 


aix + oba O 
0 1 


ar — Ọ bik W | 
und 


Ur 0 


für ọ = + ve, wo die u beliebige Grössen vorstellen. Es entsteht 
dann: 


i Bi: ui | 
(4 Sala ER 0: |: 


deren von den B;, gebildeter Kern eine schiefe Determinante ist, da: 
D; = È Gex Unii Zu Amilmt - 


Nun sind aber Lüsungen der Gleichungen 


(18) È Gin £m = JE 2 (bim Lm) 
vorhanden. Bezeichnet man durch & ein System derselben, so folgt 
aus (18): 
E Aimbin Ex = Eu KAN, 
E alim Din Em = En VAA ’ 
mithin 
2 Dir Er == Ü, 

Es verschwindet mithin die schiefe Determinante gerader Ordnung 
der B;}. Danu verschwinden aber auch ihre sämmtlichen Unterdeter- 
minanten erster Ordnung, womit denn das identische Verschwinden 
der in den u quadratischen Form (17) nachgewiesen ist. 


Man kann dasselbe auch folgendermassen einsehen. Setzt man: 


/A = 
li SRE = 


so ist 
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=A Xi; 
= VA Xi, 


ers ue 


Nun kann im Allgemeinen nicht X; = =; sein. Denn wenn nur 
eine einzige Auflösung der Gleichungen (9) existirte, so müssten, da 


mithin auch 


die Wurzel v2. nothwendig eine Doppelwurzel ist, gleichzeitig /, $ 
und X verschwinden, es würde mithin ein dem Gebiete X = 0 ange- 
höriges Werthsystem existiren, welches gleichzeitig mit f und p in 
Involution liegt, was offenbar ein viel speciellerer Fall ist. Vgl. übri- 
gens § VII. 

Demnach existiren im Allgemeinen zwei verschiedene Lösungen 
der nämlichen linearen Gleichungen (9), womit zugleich das Verschwin- 
den der Unterdeterminanten folgt. Daher ist nun weiter 


fi = fi, tef,==+uAX,, 


X+uz 
= piy +up =} pl t AX]. 


Setzt man jetzt: 


=Z: + HA Xi = Q(Xi+uz;), 


Se, 


d. h.: 
ENE ae le 
u = A? = m 3 
so ergiebt sich: 
Unter der Voraussetzung, dass 42 x, eine Wurzel von Y = Q ist, 


existiren zwei lineare Formen: 

Exi (X; +7 ya — 5,), 
(19) 

y AE r A 

s Li (X: A Z;), 
welche mit den beiden quadratischen Formen f und g gleichzeitig in In- 


volution liegen. Dieselben gehören verschiedenen Classen an, der Art, 
dass, wenn man die Coefficienten von (19) durch a, b bezeichnet: 


1 @ 


>. Ga, = HVDa, 


ol mt 
al 
= | 
| 
+ 
D 
= 


(21) 
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Wenn nun auch — ya + eine Wurzel von ¥ = 0 ist, so existirt 


ein zweites Werthsystem X/, für welches ganz ebenso: 


Ra =A4AX;, 
Piz, = VAs X, 
also 
Lie aus AE à ys Piz. 
ist. 
Daher ist denn wieder 
figas =3; + uAxX;, 
4/ À j=: , 
Picpus = y3 (=; + uA X;). 
Man hat daher unter Berücksichtigung von (19) und der Glei- 
chungen : 
, = A X; e ? 
hyg e ET ( 2 VA ) 
ar re 1 _ 
Pi En am Rn (X za =) 
i— yá í 
wenn zur Abkürzung 
> = vr 1 =x 
Aue si =, Ty =“, 
x r l — rs L =} 5 
À: — VA Zi = b; , Xi — VA =i ß: 
gesetzt wird: 
er VA Ba, SDa, = VA 
da y ôi, 3a As lis ka T] Gis ht di, 
10 or Doa 1əf K 109 FÜ 
3 06, — VAL, iab T >ya bi, 274, 77V Abo 23g, tr VA ß: 
Dabei ıst dann: j 
(ab) =0, (ba)=0, (ap)=0, (xp) —0. 
Man hat weiter für jedes A: 
1 7) r Br! © er . 
| 2 a VA (+4), | 2 LEIT = yA (ai— Zu), 
EL PC | PSC PR CNET 
® Du HAB, Fr VA (GAB), 2 eb,+ im yA (b; 2B), 
1 Ô Ar 1 P] 7 
| 7 TRIIR = VA (atA), | $ ja ag =+VA (ai —46;), 
1 op 1 af. 
k soir Vi latib, |! = + VA ma). 


Mathematische Annalen. X. 


11 
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4 

Aus den Gleichungen (20), (21) geht hervor: 

Es existiren zwei lineare Reihen a; + Aai, bi + AB; von sich selbst 
conjugirten Werthsystemen in Bezug auf f, deren Elemente paarweise 
in Bezug auf p conjugirt sind, und umgekehrt gwei ähnliche a; + Aß,, 
a; + Ab; in Bezug auf 9. Im jeder Reihe finden sich zwei dem Ge- 
biete X = 0 angehörige Elemente, welche untereinander conjugirt in Bezug 
auf die eine Form, sich selbst conjugirt in Bezug auf die andere sind. 

Endlich liegen mit f und y in Involution vier lineare Formen 
a, De @ Bz und zwar in der folgenden Gruppirung: 


mit f mit p 
in Classe + A, inClasse — YA inUlasse +yY&A’, inClasse — YA’ 
Ar — | Az — 
= b, = b: 
Cr — — az 
ze BE Bz == 


Die Untersuchung der weiteren speciellen Fälle wird mittelst der 
folgenden Bemerkungen sehr erleichtert. 


Verschwinden die k — I!" Unterdeterminanten von Y für eine 
Wurzel @, so giebt es eine A-gliedrige Gruppe 
= Era, 
welche die Gleichungen (9) befriedigt. Da noch immer: 
(A—epe A)Z2:?=0, 
so folgt: 

Findet das Verschwinden der k— 1! Unterdeterminanten für eine 
Wurzel statt, welche von + Y verschieden ist, so gehört die ganze 
Gruppe z; dem Gebicte X = Q an. 

Setzt man ferner: 

b= Eaa = E Eba = BE, 
so ist 
Eat = AE, =e4, 
mithin: 
Zah. Fb, AE, # 
ik k e À fk k Du 
Hieraus folgt: 
Findet das Verschwinden der k— 1! Unterdeterminanten für eine 


Wurzel ọ, welche nicht +- y A, ist, statt, so findet es auch statt fiir 


die reciproke Wurzel, und zwar werden die Potensen, in welchen die 
Wurzelfactoren in den Unterdeterminanten auftreten, in beiden Fällen 
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die nämlichen sein; die Elementartheilergruppe ist für reciproke Wurzeln 
die nämlıche. 

Den Beweis des letzteren Zusatzes, welcher für die vollständige 
Untersuchung der speciellen Fälle besonders wichtig erscheint, kann 
man, obwohl er in den vorigen Bemerkungen schon implicite enthalten 
ist, etwa in folgender Weise führen. 

Wenn die p'e” Unterdeterminanten von Wọ sämmtlich den Factor 
(e— 0,)? haben, so wird die horizontal und vertical mit ganz beliebi- 
gen Grössen u v w +» U V W... p-fach geränderte Determinante 
der au — pb, welche durch Te bezeichnet werden möge, die fol- 
gende Gleichung befriedigen: 


Te=(e—o)r(urw.--UVW-..), 
wo unter x, wie auch im Folgenden unter =’, ein die eingeklammer- 
ten Grössen enthaltender Ausdruck verstanden ist. 
Multiplieirt man Mọ mit der Determinante der b;,, so entsteht: 
(-1"TTed"—Ne, 
Re ist dabei wieder eine geränderte Determinante, die verticalen Rän- 
der sind ungeändert geblieben, die Grössen U, V Wr in den horizon- 
talen je in ZU, bi, £ Vibri, + - + verwandelt, der Kern wird gebildet 
aus der Determinante: 
|B- eb |, 
wo die B;, definirt sind durch die Gleichungen (3). 
Setzt man nun: 
> Us; = N ; U = Zar; V; ; 
E Viby = ve ete. 00, V = Xay Vi ete. ---, 


so sind auch die w v». U’ V .. als ganz willkürliche Grössen 
zu betrachten, da die Determinanten der a;r, bix nicht verschwinden, 


überdies ist: Á 
U; = Ebr, U; = È Ur Ay, 


V= Emba, Vj = Erap ete. 
Demnach ist: 
Qg = (e— oa (wv. UV W'...). 
Setzt man jetzt: 
pin Au? 


1)" 
ENT. 


so verwandelt sich Qọ in (Qu) Ru ist dabei eine Deter- 


minante, welche horizontal mit den Xai Ui, X air Vi, ++, vertical 
mit den «vw geründert ist, während der Kern aus der Determinante: 
|A—uBul 
. 11° 
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besteht. Demnach ist Qu gleich dem Producte von My mit der De- 


terminante der a;ı; oder: 
= (IT Mala > 


DOME ur 
Hieraus ergiebt sich dann: 
= (pHo 
= —Ë — tee ae. U V ’ 
Tu = ek (u — 2) = Wie UV WSN, 


womit der angegebene Satz bewiesen ist, da Tu = (u — g,)! x”. 
Sich selbst in Bezug auf f und @ conjugirte Werthsysteme können 


aber nur vermöge einer Wurzel + V = auftreten. 


Man kann, auf diese Bemerkungen gestützt, Tabellen für die mög- 
lichen Charakteristiken der Elementartheiler von Y anlegen. Mau wird 
auf diesem Wege indess eine grössere Zahl von Combinationen erhalten 
als wirklich möglich sind, deren Reduction noch weiterer directer Be- 
trachtungen bedarf. 


§ HI. 
Geometrische Deutung. 


Die Betrachtungen der beiden vorigen § würden sich nun sehr 
leicht im Sinne einer Theorie vou Flächen zweiten Grades in einem 
Raume von #n—1 Dimensionen deuten lassen. Indem wir von dem 
Falle n = 2, welcher zu keinen besonderen Bemerkungen Veranlassung 
giebt, absehen, hat man zunächst für n = 4 Flächen zweiten Grades 
im Punkt- oder Ebenenraum. | 

Aus den Untersuchungen der $$ I. und IF. folgt, dass jedem Punkte 
x in Bezug auf X=0 x selbst, in Bezug auf f= 0 sein conjugirter 
entspricht. . Aber es giebt zwei gerade Linien, deren Punkte in Bezug 
auf f und X gleichzeitig sich selbst entsprechen; es sind die beiden 
Diagoualen eines von Erzeugenden von f und X gebildeten Vierseits, 
in welchem f nnd X sich schneiden, d. h. die gemeinsamen conjugir- 
ten Polaren von f und X. Der in Bezug auf f conjugirte Punkt eines 
auf X = 0 gelegenen Punktes liegt wieder auf X, die Verbindungs- 
linie solcher conjugirter Paare schneidet f in einen zu ihnen harmo- 
nischen Paare. Den Punkten von f—kAX—=0 entsprechen analog 
Punkte der nämlichen Fläche, deren Verbindungslinien mit den ersten 
f in constantem Doppelverhältniss schneiden. 

Für eine zweite Fläche pọ = existiren nun zwei Pnnktepaare 
aa, bb‘, welche sich in Bezng auf beide Flächen f und ọ als conju- 
girte verhalten; sie bilden wieder Ecken eines Vierseits von Erzeu- 
genden anf der Fläche X. Die Verbindnngslinien (aa), (bb) schnei- 
den beide Flächen f und ọ in Puuktepaaren, welche zu aa’ resp. bb’ 
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harmonisch liegen, gleichzeitig aber nach $ IT. (19) die conjugirten 
Polaren, welche f und X resp. p und X gemeinsam sind. Demnach 
hat man den folgenden Satz, welcher sich freilich auch leicht geo- 
metrisch beweisen lässt: 

Die beiden Geraden, welche zwei Systeme conjugirter Polaren in 
Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung X = 0 schneiden, sind selbst 
conjugirte Polaren dieser Fläche und schneiden dieselbe in Punkten eines 
Vierseites von ‘Erzeugenden. 


8 IV. 
Anwendung auf Liniengeometrie. 


Es werde nun 2=6 vorausgesetzt. Daun ist f=0 ein Complex 
zweiten Grades und zwar nach § II. (18) ein specieller, d. h. alle Ge- 
raden, deren Coordinaten die Gleichung f= 0 befriedigen, sind Tan- 
genten einer Fläche zweiten Grades; wie denn ja auch unmittelbar 
aus den genannten Gleichungen hervorgeht, dass im allgemeinen Falle 
(vgl. die folg. Anm.) sämmtliche Complexgerade sich in oo? lineare 
Büschel anordnen, deren Ebenen und Mittelpunkte die nämliche irre- 
ducibele Fläche zweiten Grades erzeugen. Ferner liegen mit f zwei 
Classen dreigliedriger Gruppen linearer Complexe in Involution*), von 
denen je zwei verschiedenen Classen angehörende unter sich in Invo- 
lution stehen. Es sind dies die beiden Gruppen, deren specielle lineare 


Tr 


*, Die entsprechenden Untersuchungen für Complexe n'e Grades vgl. Göt- 
tinger Nachrichten Febr. 1875. Erst nachher habe ich bemerkt, dass Herr Pasch, 
von Betrachtungen ausgehend, die von diesen Untersuchungen ganz verschieden 
sind, bereits (Crelle 75) analoge Formeln für die conjugirte Polare cines speciellen 
Complexes zweiten Grades gegeben hat. Implicite findet sich diese Bestimmung 
auch schon bei Plücker, Neue Geometrie p. 29 u. ff. 

Zu den speciellen Complexen gehören nach I.: 


1) [aı)aı1)]) 2) [Q11 (1) 3) [(11111) 1) 
mit nicht verschwindender, und 
41622] 5) {(2211)] 6) [21111] 


mit verschwindender Determinante. 2) ist der Complex f = a,b, — (20) X=0, 


wem A=0, B—0, Die conjugirte Polare einer Geraden z ist hier diejenige, 
welche in der aus den Geraden a, b, z gebildeten Regelschaar zu a, b, z har- 
monisch liegt. 3) ist der doppeltzählende lineare Complex f = a,?— 4 AX, die 
conjugirte Polare ist hier identisch mit der Polare ia Bezug auf den linearen 
Complex. 

Für die Xegelcumplece [4) der allgemeine Fall, 5) und 6) die aus 2) und 3) 
abgeleiteten, wenn {ab} =0 resp. A=0], vgl. auch § IX., geht die conjugirte 
Polare immer durch die Spitze des Kegels (Ebene des Kegelschnittes). 
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Complexe die beiden Schaaren der Erzeugenden von f darstellen. Die 
Coordinaten einer Erzeugenden sind 


(1) z= fit- VAt, 
sobald unter x eine Complexgerade verstanden wird. Sie sind die 


Doppelstrahlen des Complexes zweiten Grades. Ist dagegen x eine be- 
liebige Gerade des Raumes, so geben die Gleichungen 


(2) ; & = fi 

die Coordinaten ihrer conjugirten Polare. Allgemein ordnen die Glei- 
chungen (2) jedem linearen Complexe x einen conjugirten zu. Unter 
den linearen Complexen, welche dem aus zwei conjugirten gebildeten 
linearen Büschel angehören, befinden sich immer zwei in verschiedenen 
Classen befindliche, welche mit der Fläche in Involution liegen. 


Um ein Polartetraeder von f zu construiren, kann man die Gerade 
x beliebig wählen. Damit ist ihre conjugirte Polare z’ gegeben. Eine 
zweite Gerade y, welche x und x’ schneidet, liefert mit ihrer conju- 
girten y dann ein Vierseit, dessen beide Diagonalen die noch fehlen- 
den Kanten s z des Polartetraeders bilden. 

Es führt das aber zu dem allgemeineren Begriffe von sechs linea- 
ren Complexen x x’ y y z z, welche, zu zwei und zwei conjugirt, 
unter sich in Involution liegen, sobald sie nicht conjugirt sind. Solche 
Complexe bilden ein Polarsextupel von f, es giebt deren œœ. 

Die Einführung der Polarsextupel führt nun zu der allgemeinsten 
kanonischen Transformation eines Complexes f. 

Es seien nämlich: Dr 

ZT YYLE 
die Complexe eines Sextupels, so dass 


» 0 f ._ © of s "0 Ol 
es dr’ Yi = 3 one SR à 
Dann ist: 
(xy) =0, (y2) = 0, (x) = 0, 


(zy) = (xy) =0, (xr)=(x2=0, (yz)= (y2) =0, 


während die Summen der Quadrate der £i, Yi, Ziy +- gleich eins ge- 
setzt werden können, wenu 
GA = 1. 
Endlich ist: 
(a2) = Ofis 
(vy)=of,, 
AEF = ofi Aether Ete. 
Benutzt man nuu zur Transformation der Variabelen X; in &, die 
Substitution: 
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(3) Xi = at F tib ty ty tra ti, 
so ist: 
(4) X = Z +20 [fz56 + ht hës ës], 
während aus: | 
X Xidir = tr a + Ao [fexr + Ey + ezr] 
folgt: $ 


er HAH HS [tt]. 
Die Transformation auf ein Polartetraeder liefert dagegen : 


(6) ! X= bik + 66 + E$, 

P= HHH HHE, | 
welche Gleichungen mit der kanonischen Form, die in $ Il. gegeben 
wurde, zu vergleichen sind. 


g V. 
Das simultane System zweier speciellen Complexe zweiten Grades. 


Wenden wir uns nun zur Betrachtung zweier Flächen f—0, p—0; 
so ist ersichtlich, dass die Wurzeln der Gleichung Y=0 8 lI. sich 
auf ihr gemeinsames Polarsextupel beziehen. Im Allgemeinen eristirt 
nur ein einziges Polarsextupel und zwar in der speciellen Gestalt des 
Polartetraeders. In der That erhalten wir drei Paare gerader Linien, 
welche sich mit Ausnahme der ein Paar bildenden gegenseitig schnei- 
den, d. h. Kanten eines Tetraeders conjugirter Polaren bilden. 

Der Complex zweiten Grades: 

(1) R = E aiba tizi = 0, 


welcher wach § I. (13) sämmtliche Tetraederkanteu enthält, hat dem- 
nach die Ecken und Seitenflächen desselben zu Ausnahmepunkten und 
Ebenen. Er ist“also ein tetraedraler Complex. 

Da nun die Gleichung (1) in der Form: 


geschrieben werden kann, so hat man den Satz: 

Alle Geraden, deren conjugirte Polaren in Bezug auf zwei Flächen 
zweiten Grades sich schneiden, treffen ihr gemeinsames Polartetraeder 
in Punkten eines constanten Doppelverhältnisses*). 


— e 


*) Es ist leicht, diesen Satz, den ich anderswo noch nicht bemerkt habe, 
auch analytisch zu verificiren. Der Werth des Doppelverhältuisses ergiebt sich 
sehr leicht aus der unter (2) gegebenen kanonischen Form von R. 
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Für die Tangenten der gemeinsamen Raumcurve vierter Ordnung 
oder die Erzeugenden der umhüllenden Developpabelen vierter Classe 
der beiden Flächen findet daher ebenfalls Unveränderlichkeit dieses 
Doppelverhältnisses statt, ein Satz, den man geometrisch als eine un- 
mittelbare Folge aus dem Begriff eines Flächenbüschels zweiter Ord- 
nung leicht erkennt. 

Der tetraedrale Complex R ist das einfachste Beispiel einer simul- 
tanen Covariante. Man kann leicht die Gleichungen anderer Covarian- 
ten angeben, z. B. derjenigen S und Z, welche von den conjugirten 
Polaren der Tangenten der einen Fläche in Bezug auf die andere ge- 
bildet werden. Dieselbeu sind bereits unter § IT. (16°) gegeben. 

Wir geben endlich noch die kanonischen Formen an, welche nach 


$ AI. durch Transformation auf das gemeinsame Polartetraeder ent- 
stehen: 


X = rt + 232, + az, 
fee a Lors, - 
ME LL ee © Je 

sd NH Em Co TR ot? 

R = 2,2, (0 +02) + 232, (03+ 01) + 252s (0s +0), 

S == 26 + 2° 02 + 2503 + 2701 + 25705 + 2°% 

mien ner FA de 

= e” + 02° + e3? ii e + es La 06° 
Die Coefticienten @,@,, 0,0,, 0,0, sind die conjugirten Wurzeln 
der Gleichung sechsten Grades: 


(3) AŸ—04,4°+04,4 —0*4,+0"4,4 — AA? +eA=0, 
so dass: 


(3) 


A 
Ore = Orpi CNO Re 


Die Gleichung (3) enthält neben A, A’ noch drei simultane In- 
varianten A,, A,, A3. Wir verwandeln nun (3) durch glie Substitution: 


1 À 
(4) ITS 
in die cubische Gleichung: 
(5) A — A,Z2A7+C(A'A,—3A'A) — 4, + 2A,AA = 0. 
Diese cubische Gleichung ist nun offenbar eine Resolvente der bi- 
quadratischen Gleichung, auf welche das Problem des gemeinsamen Po- 
lartetraeders in Punkt- oder Ebenencoordinaten führt. Um die Abhängig- 
keit, in welcher die Gleichungen sechsten und vierten Grades stehen, 
genauer kennen zu lernen, werden wir die Transformation kanonischer 


Formen in Punkt- oder Ebenencoordinaten in Plücker’sche Linien- 
coordinaten betrachten. 


` 
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Ist: 
(6) z? + at ta + arf = 0 
die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, so geht dieselbe durch 
Einführung der Plücker schen Coordinaten: 


Pi = iY — Lois Pa =S La — alor PB S Li — Li) 
Pi LU u, P3 = TaY — Lois Ps = LoY3 — Las) 
wobei 


-A E T = piP, + PPs + Ps Pe = 0, 
über in i 


(7) aap? +a ap? +a pP’ Haap Haap Haap =0. 
Dabei ist dann, wie man unmittelbar sieht, A = a,a,a,a,, also 
gleich der Determinante der Form (6). 


Bildet man ferner, von der durch YA dividirten adjungirten Form 


von (6) ausgehend: 
? 


u: ? 1 2 
(8) ya Hr M] 0, 
wieder die Gleichung des Complexes zweiten Grades, so erhält man 


die nämliche Gleichung (2), so dass dieselbe gleichzeitig auf die bei- 
den Formen (6) und (8) bezogen werden kann. 


Betrachtet man ferner zwei Formen: 
(a) =0, (b:-} =0, 


so sind die biquadratischen Gleichungen, auf welche die Frage nach 
dem gemeinsamen Polartetraeder führt: 


Atete -p'a =O, 
Ateo A teoteo pS Hao. 


Bezeichnet man nun die Resolvente der biquadratischen Gleichung: 


a tartar + a; + a = 0 


(9) 


in der Form 

e a a ba = 2 Dez 
az — aaz? + (a) a; — 4a,a,)a,z — (a,a,?— 4a,a,a,+ 4,03?) =0 
als Euler’sche Resolvente, so hat man den Satz: 


Die Euler'schen Resolrenten der beiden Gleichungen (9) sind 
identisch. 


Man erhält in der That beidemale die cubische Gleichung: 
A323 - Aor (00 — 4AA')A’:—[A'60!— 1PAA' + A0'?]—0. 

Bildet man jetzt auch die Gleichung in Liniencoordinaten für die 
Form (b,)? = 0 und dann die Discriminante W, so zeigt eine directe 


Vergleichung, dass die Coefficienten A,, A,, A, die folgenden Werthe 
haben: 
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A,=0, 
(10) À, = 06: — AA, 
A, = @ A — 2DAA + 0A. 

Dieselben beweisen den Satz: 

Die Resolvente der bicubischen Gleichung (3), wie sie in (5) vorliegt, 
ist identisch mit der Euler'schen Resolvente der Gleichungen (9). Denn 
von der Identität beider ausgehend, würde man gerade die Formeln (10) 
erhalten. | 

Damit ist der Zusammenhang aufgedeckt, in welchem die linien- 
geometrischen Invarianten A A’ A, 4, A, zu den früheren Invarianten 
stehen. 

Dass A, A’ nicht wesentlich von den gleichnamigen Punktinva- 
rianten verschieden sind, mag man schon aus dem Umstande entneh- 
men, dass ihr Verschwinden in beiden Fällen dasselbe, nämlich Dege- 
neration der Flüche in einen Kegel oder Kegelschnitt bedeutet, ihre 
Grade sind ausserdem in beiden Fällen dieselben. Ferner wird die 
Eigenschaft, dass Polartetraeder der einen Fläche existiren, deren Kan- 
ten Tangenten der anderen sind, durch A, = 0 ausgedrückt*). Dabei 
mag auf die interessante Analogie aufmerksam gemacht werden, in 
welcher die Invarianten O und ® stehen. © ist bekanntlich die Summe 
der Producte der Coefficienten von f in die der adjungirten Form 
von p. Die Invariante ®, welche in der Punktgeometrie cine compli- 
eirtere Bildung hat, befolgt nun auf liniengeometrischem Standpunkte 
genau dasselbe Bildungsgesetz**). Damit dies klar hervortrete, hat man 
A, vermöge der Identität der Form p und ihrer adjungirten sich pas- 
send umgeformt zu denken***). 

Die Werthe der O, ©’ sind übrigens nicht eindeutig bestimmt durch 

‚die Formeln (10). Es beruht das auf dem Umstande, dass iu der That 
diese Formeln sich sowohl auf die Darstellung der Fläche in Punkt- 
als auch in Ebenencoordinaten, also gleichzeitig auf die beiden Glei- 
chungen (9) beziehen müssen. 

Die gleichzeitige Betrachtung der liniengeometrischen Invarianten 
neben den bisher bekannten leitet nun zu weiteren Covariauten-Com- 
plexen. Unter ihnen ist besonders hervorzuheben die (nicht in sich 
dualistische) Covariaute », für welche: | 


. *) Auch dies lässt sich auf dieselbe Weise, wie man das Verschwinden der 
Invarianten ©, ©’ zu deuten pflegt, an den liniengeometrischen Formen darthun. 
++) Man vgl. hiermit den Ausdruck für ®, welchen nach Salmon-Fiedler's 
Raumgeometrie I, p. 236, 2. Auflage Cathcart gegeben hat. 
*+*) Das gleichzeitige Verschwinden vou A, 4, führt das Verschwinden der 
Determiuante der Covarianten mit sich, welche in Punktcvordinaten mit 7, T 
bezeichnet werden. Vgl. Salmon-Fiedler p. 259. 
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(11) Potem 

für jedes A einen speciellen Complex zweiten Grades darstellt. 
Man hat dann zu setzen: 

(12) Y = az? + az? + a, e az F ass + a, 


wo; 


a (ex — Dame uen: Ta 
aee (ei 5 u z) eu “a” " le a a’) = eu’ 
De ART Des 


Dass F in der That einen RAR Complex und zwar in der 
Normalform darstellt, ergiebt sich aus der Formel: 
CES OF. dF ?F a eF F 
22 CA da 0 22, 9 
= 4 (2,2, +2,25, +22) [A+10+4:0+4%0 ai. 
Zum Beweise derselben hat man zu beachten, dass aus den Eigen- 
schaften der Wurzeln von (3) sich leicht die Gleichungen: 


(13) 


tete eHe] + ete letem s, 


84 A 
(14) + (e+ e) (s+ 04) (0, + oi) = N: 
, lto) A (A+ AA) — 2044" - - À, nt 
Atete) + lei — 6e)" A"? ®, 


sowie die analogen ergeben, welche man durch Vertauschung von 0,0, 
mit p,0, oder 0,0, erhält. - 

Den zweifachen Werthen der Iuvarianten ©, ©’ entsprechend er- 
hält man so zwei Covariauten #. Es sind diejenigen, deren Gerade die 
beiden Flächen f und in harmonischen Punktpaaren schneiden, re- 
spective harmonische Tangentenebenenpaare mit ihnen bestimmen. Bei- 
läufig folgt aus der Gleichung (13): 

aan +a+o—=®, 

Gate +=, 

aste tt, ta =P, 
d. h.: Die singulären Linien der Complexe y — 0 werden durch den 
tetraedralen Complex R ausgeschnitten. 


Die Gleichung (11) stellt das Büschel von Flächen zweiten Gra- 
des vor, welches die nämliche Durchschnittscurve resp. die nämliche 
umbhiillende Developpabele besitzt wie f und 9. Auf eine weitere Be- 
handlung derselben, z. B. für confocale Flächen zweiten Grades, soll 
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a 


hier nicht eingegangen werden. Es sei nur noch darauf hingewiesen, 
wie durch den Umstand, dass in (13) ausschliesslich Invarianten vor- 
kommen, das allgemeine Problem erledigt ist, die fundamentalen Cova- 
rianten y aus den allgemeinen Formen f und p abzuleiten, wozu man 
ohne Einführung der liniengeometrisch-irrationalen Invarianten ©, ©’ 
nur schwierig gelangen dürfte*). ° 
Endlich sei noch bemerkt, dass die Gleichung: 

(15) A+IE+- 46 + 40 +1'A —0, 

wie es sein muss, die vier Kegel resp. Kegelschnitte bestimmt, welche 
fı dem Büschel (13) vorkommen. Denn das Verschwinden von (15) 
ist wegen (13) die Bedingung, unter welcher der Complex (11) einen, 
Kegel resp. Kegelschnitt darstellt. 


8 VI. 
Specielle Fälle. 


Die Untersuchungen des § Il. gestatten, die sämmtlichen denk- 
baren speciellen Fälle a priori hinzuschreiben, welche die Discrimi- 
nante Y darbieten kann. Indem wir dies für n == 6 in der folgenden 
Tabelle ausführen, sollen die Elementartheilergruppen, welche einer 


Wurzel + y A entsprechen, durch einen übergesetzten Strich hervor- 


gehoben werden **). Links daneben gesetzt sind zur Vergleichung die 
Elementartheilercharakteristiken der entsprechenden Discriminante in 
Punkt- oder Ebenencoordinaten. 

Erste Gruppe 


Keine der Wurzeln hat den Werth + y: - Wir erhalten 6 Fälle: 


à 
(1) iN a 1 
(2) [244] [2211] 2 
8) KD] f[ananıı]) 3 
(4) B1 [33] 4 


D 


(6) [211] nen] it 
(6%) [111] [VAL 


*) Die Untersuchung über die zugehörigen Formen von a,,— @b,, kann mit 
Hülfe der in $ L und 1l. entwickelten Betrachtungen leicht geführt werden. Hier 
treten namentlich die mit S, E bezeichneten Covarianten und einige andere auf; 
um nicht zu weitläufig zu werden, sind diese Verhältnisse hier übergangen. 

+*+) Eine mehr als eingliedrige Elementartheilergruppe bezieht sich im Allge- 
meinen anf die Existenz einer linearen Reihe (Biischel) conjugirter Polarcomplexe. 


= 


m nn 


Dieselben sind sämmtlich «peciell, wenn die betreffende Wurzel von + 4 S, 


verschieden ist, im anderen Falle allgemein. Ueber die Discriminante des Polar- 
tetraeders vergleiche die Arbeit des Herrn Lüroth (Schlümilch's Zeitschr. f. 
Math, VIII, 1868), der Fall (12) ist dort nicht angegeben. 


Là 
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Die Wurzeln + ve sind höchstens als Doppelwurzeln vorhan- 
den, 4 Fälle: 

(it ir] 

(2 2] 

[1141(1)] 

[AT TT 11] © 


© © s 


Dritte Gruppe. 


Eine der Wurzeln +y& ist vierfach, 8 Fälle: 


(y PA [8111] 11 
[8110] 12 
(8) eai [22) 11] 13 


[22 (11)] 14 

[1111] 15 

; [(211)(11)] 16 
(9) [ayan) MTE] 17 
KiTA) 18 


Vierte Gruppe. 
Eine der Wurzeln + y= ist sechsfach. 


(10) [4] [61] 19 
[42)] 23 

[(411)] 24 

(11) [8D] [(33)] 20 
| [821] 25 

(12), [22] [3111] 21 
222)] 26 

(13) [11] [221D] 22 


Die beiden letzten Fälle (31117 {IT1 1 11] können von vornherein 
ausgeschlossen werden, der erste würde ọọ = f + a , der zweite 
ep=f bedingen. Aber auch die Fälle 23, 24, 25, 26 treten in 
Wirklichkeit nicht auf; die übrigen wird man im ee angegeben 
finden. 


Es werde zunächst der Fall betrachtet, wo eine der Wurzeln der 
Gleichung § V. (3) gleich + Vz ist. Die erforderliche Bedingung ist: 
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(1) (24,4 4’+4,) = 2 VAA (4, +48), 

oder = : 

(2) [0 A’ -eo yA = 0. ` 


Nach den allgemeinen Untersuchungen des § II. existirt dann ein 
Büschel linearer Complexe, deren Coefficienten x, z die Gleichungen 


(3) D likly = K x D brz = £; 


befriedigen. Unter ihnen befinden sich zwei, welche mit f und o gleich- 
zeitig in Involution liegen. 

Sie bilden mit den, den 4 anderen Wurzeln entsprechenden, Geraden 
ein Biüschel von linearen Polarsextupeln. Die Directricen der linearen 
Congruenz sind die beiden Kanten des eigentlichen Polartetraeders, die 
Charakteristik: Bu 
(7) mpari]. 

ke / A TE Pros a: 
Es können aber auch u É und — } = beide Wurzeln der Glei- 
chung sechsten Grades sein. Dazu ist erforderlich: 

A, L'OA AA el, LA, EA 
8, =0, 9-0, 


während die Gleichung Gt Gerades übergeht in 


D , A ọ a 
Wera atata =, 


oder 


so dass die beiden letzten Wurzeln gegeben sind durch: 


A Ag: A 
0m eher + Ve EE à 
Diesen letzteren beiden entsprechend existiren zwei einfache conjugirte 
Polaren (Kanten des Polartetraeders), ausserden aber zwei Büschel 
von linearen Polarcomplexen, demgemäss eine Doppelschaar von Polar- 
sexlupeln. Auch hier liefern die Directricen der linearen Congruenzen 
die übrigen Kanten des Polartetraeders; die Charakteristik ist: 


(10) LA 1) (1) 11]. 

Liniengeometrisch ist dieser Fall ausgezeichnet durch die Existenz von 
vier linearen Complexen, welche mit f und o gleichzeitig in Involution 
liegen, wie dies in $ IT. (19) nachgewiesen ist. Und ferner folgt aus 
den dort angeführten Entwicklungen: Für jede Fläche existirt ein Polar- 
tetraeder, von welchem vier Kanten Erzeugende der anderen Fläche sind. 
Die beiden einfachen Wurzeln entsprechen demnach zwei geraden Linien, 
welche beide Flächen in Vierseiten von Erzeugenden schneiden. Jedes 
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Vierseit bildet sammt seinen Diagonalen ein Polartetraeder derjenigen 
Fläche, der es nicht angehört. 


Um diesen Fall an einem Beispiel zu erläutern, betrachte man 
die beiden Complexe: 
PER T T TITA FPE 0, 


= ap? — ap, — ap? + ap — en? -pn = 0. 
Pi D: P3 4 5 Po 


Die Wurzeln der Gleichung sechsten Grades sind, da S, = «?: 
A A . 
4 YA. sy? o——1, =s- æ. 


Den Doppelwurzeln entsprechen als Lösungen der Gleichungen: 
für im +- 4 à 
r=0, p=0, 1-0, m0, 
für e = — YA. 
m=0, m=0, m0, m—0, 
d. h. zwei lineare Congruenzen, deren Directricen vier Kanten des f 


und @ gemeinsamen Polartetraeders bilden. Die Gleichungen der vier 
linearen Complexe, welche mit f und ọ in Involution liegen, sind 
n+n=0, pan, p+n=0, mp0. 

Der Begriff der Involution eines linearen Complexes mit zwei Flächen 
zweiten Grades, zu welchem die bisher besprochenen Fülle geführt haben, 
soll nun in dem Folgenden noch genauer untersucht und seinem geome- 
trischen Inhalte nach dargelegt werden. 

Liegt ein linearer Complex mit einem speciellen Complexe zweiten 
Grades in Involution, so enthält derselbe alle Erzeugenden der einen 
Art. Aber man beweist leicht, dass demselben auch noch zwei Erzeugende 
der anderen Art angehören, dass mithin das Strahlensystem, welches durch 
die beiden Complexe bestimmt ist, aus den Tangentenbüscheln längs zwei 
Erzeugenden der anderen Art besteht. 

Bezeichnet man nämlich die dreigliedrige Gruppe der involutori- 
schen Complexe des Complexes zweiten Grades durch: 


«=aA+buter, 
so giebt a, = 0, b; = 0, c,—=U die Erzeugenden erster Art, während 
die speciellen Complexe von (', die Geraden der anderen Schaar zu 


Axen haben. Damit nun z. B. der Complex a, = 0 eine der letzteren 
enthalte, ist zu setzen: 


Za;à + biu + ar? = 0, 
A2 + (abju + (ac)v =, 
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so dass sich eine quadratische Gleichung für die A u v ergiebt, deren 
Determinante nach $ I. (15) nicht verschwindet. 

Liegt npn der lineare Complex C, = a, mit f und ọ in Involution, 
so werden die correspondirenden Schaaren von Erzeugenden gegeben 
sein durch: 

el, 0, Ces l für f, 
0, Bz=0, y: 0 für y. 


Aus diesen Gleichungen folgt aber unmittelbar, dass noch ein zweiter 
Complex existirt, welcher ebenfalls mit beiden Flächen in Involution liegt, 
dem dann die beiden anderen Schaaren angehören. 

Die Coefficienten desselben sind nämlich durch das System der z 
gegeben, welches die Gleichungen: 

a; =0, b, = 0, ud, B=D, Y: = () 

befriedigt. Bezeichnet man diesen Complex durch C,, so finden sich 
also auf jeder Fläche zwei Erzengende der zweiten Art, welche C,, und 
zwei der ersten Art, welche C, angehören. Die beiden Geradeu, welche 
die vier C, augehörigen Geraden schneiden, sind conjugirte Polaren in 
Bezug auf C,. Daraus folgt dann ohne Weiteres: Diese beiden letzteren 
Geraden schneiden beide Flächen in je einem Vierseit von Erzeugenden. 
Dasselbe gilt von dem Geradenpaäre, welches analog zu C, gehört, wo- 
mit eine bemerkenswerthe Gruppirung von Vierseiten auf beiden Flächen 
gegeben ist. 

Man bezeichne ferner durch C;y die Schaar der Erzeugenden einer 
Fläche y, welche dem linearen Complexe C, angehört. Man betrachte 
nun C,f und irgend zwei der anderen Art, welche conjugirte Polaren 
in Bezug auf C, sind. Sie werden offenbar gleichzeitig von zwei Er- 
zeugenden der Schaar C g geschnitten, denn alle Complexgeraden, welche 
die eine von zwei conjugirten Polaren des Complexes treffen, treffen 
auch die andere. Das liefert den folgenden Satz: 

In die Raumcurve vierter Ordnung, welche den Schnitt der beiden 
Flächen bildet, lassen sich zwei einfach unendliche Schaaren von wind- 
schiefen Vierseiten einschreiben, deren Gegenseiten aus je zwei Erzeugenden 
der einen und der anderen Fläche bestehen*). Die nämlichen Vierseite be- 
ziehen sich gleichzeitig im dualistischen Sinne auf die umhtüllende Deve- 
loppabele. 

Ist C, ein specieller Complex, so ist seine Äxe eine beiden Flächen 
gemeinsame Erzeugende. Der Complex C, ist dann im Allgemeinen 


*) Auf diesen Satz wurde ich zuerst durch Herrn Sturm aufmerksam. Zu 
einer Reihe weiterer Sütze gelangt man, wenn man die Raumcurve von verschie- 
denen Punkten aus auf eine beliebige Ebene projieirt. Es sei noch bemerkt, dass 
die Gleichung der Raumeurve resp. der Developpabelen durch die drei Gleichungen 
f=0, 9=0, À = 0 vorgestellt werden, 
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noch nicht speciell, er enthält von den Schaaren Cf, C,p zwei Ge- 
radenpaare z’, x”; §', 5°, bestimmt durch: 


sam, un el, ee Fe, 
g: =), a; = 0, B:=0, yg = 0, = =0, 


Keines dieser Geradenpaare kann coincidiren, dagegen existirt nur eine 
einzige Gerade, welche beide Paare trifft, nämlich die Erzeugende a. 
Maultiplicirt man nämlich die mit den z x” &'E” horizontal und vertical 
geründerte Determinante der Form x (d. h. die Cayley’sche Deter- 
minante der vier Geraden) mit dem Quadrat der Determinante (zabcßy), 
so entsteht: 

2 


(BE) (CE) |? | (82) (82°) 
AZ une 02 62 


welcher Ausdruck wegen A = Z a; = Q verschwindet. Verschwinden 
endlich die beiden Invarianten ©, ©, so haben wir vier lineare Complexe 
CCCG, welche mit f und @ in Involution liegen. Bezeichnet man 
die Schaar von Erzeugenden auf einer Fläche y, welche zwei Complexen 
Cr, C: angehört, durch Cr; Y, so finden sich nach § II. 

auf f die Schaaren Cf und C,f 

nP on n Crp und 0,9. 

Nun giebt es zwei Gerade von C,,f, welche conjugirte Polaren 
sind in Bezug auf C, und (’,. Sie werden von zwei Erzeugenden 
der Schaaren Cpp und Co gleichzeitig geschnitten. Es entsteht so 
ein Vierseit von Erzeugenden der Fläche œ, dessen Diagonalen Erzeugende 
von f sind. Ein zweites Vierseit correspondirt mit der zweiten Schaar 
von f, so dass im Ganzen vier Vierseite für die Flächen existiren, bei 
denen je vier Kanten aus Erzeugenden der einen und die Diagonalen 
aus Erzeugenden der auderen Fläche gebildet‘ werden. 

Der früheren Betrachtung analog ergiebt sich noch: 

In die Raumcurve vierter Ordnung, in welcher sich f und g schnei- 
den, lässt sich auf vierfache Art eine einfach unendliche Schaar von 
Vierseiten einschreiben, deren Gegenseiten Erzeugende der einen und 
anderen Fläche sind. 


? 
. 


Auf die Existenz von Polartetraedern der einen Fläche, deren vier 
Kanten Erzeugende der anderen sind, ist schon oben hingewiesen. 


$ VII. 
Fortsetzung. 


Die Gleichung § V. (3) erhält ferner ein Doppelpaar gleicher 
Wurzeln, wenn die Discriminante ihrer cubischen Resolvente ver- 
schwindet. Sei demnach @, = @;, E, = 0,; Q; und ọ, beziehen sich 
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auf zwei conjugirte Polaren. Dagegen entspricht der Wurzel og, = e, 
in den Gleichungen: 
Z Arte == ọọ; Z birt: = fi 
ein Werthsystem der z, für welches: ° 
Editie =0, Zum, KU, 
ausserdem folgt hieraus: 
(el, Z=0, 
Zauza=0, ÆEbiazz =Q. . 
Wir erhalten demnach zwei Gerade r, z, welche conjugirte Polaren 
in Bezug auf beide Flächen, zugleich aber Tangenten derselben sind, 
die von, einem gemeinsamen Punkte auslaufen. Die Flächen haben daher 
einen gemeinschaftlichen Berührungspunkt. Das System der conjugirten 
Polaren besteht aus den beiden Geraden x, z und den beiden den 
Wurzeln o,, ọ, zugehörigen Geraden, von denen die eine durch den 
Punkt (xz), die andere in der Ebene (zxz) verläuft. 
Setzt man etwa*) 
| rir, + trs = 0 
9 Í À pë + p — pin + 2P = 
2 3 124 s16 ? 
so ist die Gleichung einer sie berührenden Fläche: 
azi +2a,7,%+25,7,1, tar +c2?+2b,2,2,+2i2,0,=0, 
p? (az? — aza,) + 2%a,p pi + 2(@b, — azb) pi Pa —2Ab,pıP, 
(2) pi +2(ab, — a, b,) pi + 22 a pi + pe + 21l, pp, 
Fps (b; — ca) +2(ca,- bib) Pap,- 2chi pst b’ ca,)p,? 
+ 24b,p.p =. 
Da die Gleichung Yo= 0 die Gestalt 
(2?— 0) (b? — ca,—e) [(Ab, — 0? — Aa, c} = 0 
annimmt, so hat man in der That die Charakteristik: 


(2) (22 4111, 
in dem besonderen Falle A? = b, — ca, dagegen: 
(8) [22 QD]. 


Es werden sich die beiden Flächen stationär berühren, wenn die Resol- 
vente von Y drei gleiche Wurzeln hat. Um diesen Fall an dem ange- 
geführten Beispiele darzustellen, hat man in (2) zu setzen: 


"e) Es sind immer gleichzeitig die Gleichungen der Flächen in Punkt- und 
Plücker’schen Liniencoordinaten angegebeu; im letzteren Falle natürlich in der 
Normalform, so dass 


OL, a OT + A ent. 


op 6» ÖP: OPs OPs OP 
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j (b,—1}) = a,c 
und damit wird die Charakteristik: 
(4) [33]- 


Es können aber auch für ọ, = 0, alle ersten Unuterdeterminanten 
von Y verschwinden; wie vorhin gezeigt, findet das Gleiche daun auch 
für ọ, = 0, statt. Wie zu Ende des $ IT. bemerkt ist, existiren dann 
zwei lineare Reihen von Werthen: 

dx + Adı, 

fr + Ab, 
welche die Gleichungen II. (9) befriedigen. Dabei ist nothwendig 

E (arthi) =0, Z(atin) =0, 

so dass zwei Büschel von Geraden vorhanden sind, deren Strahlen in 
Bezug auf beide Flächen die nämlichen conjugirten Polaren zukommen. 
In demselben befinden sich zwei ausgezeichnete Gerade, für welche: 
(3) E (srt åke) at) = 0, 
d. h. der quadratischen Gleichung (3) entsprechend, deren beide 
Wurzelu A,, A, sein mögen, giebt es zwei Paare sich schneidender 


conjugirter Polaren. Da nun auch für A = A, oder A — 4, die folgenden 
Gleichungen bestehen: 


(4) i © (art Age) (zit 26) ax = 0, 

Eat 44) (ei + 46)bix = 0, 
so sind dieselben gleichzeitig Tangenten beider Flächen. Daraus folgt, 
dass f und œ sich in zwei verschiedenen Punkten berühren; die Ver- 
bindungslinie der Berührungspunkte, sowie die Verbindungslinie der 


Centra der beiden genannten Büschel ist dann das System der conju- 
girten Polareu, welches den beiden Wurzeln ọ,, ọ, entspricht. 


Man kann, unter Beibehaltung der Gleichung für / — 0, etwa 


setzen: 
5 ann +H az? + 2a,x,x, + ax; = 0, 
A ps +24 (ap pit Pipe aP Po Pi Di) + Pr" (a — a, a) =0. 
Damit wird: 
Y = (a?—a,a,—e) (A?—o) [(e— a.) — a,a,] 
mit der Charakteristik: 
(3) (11) (11) 11]. 
Auch hier findet ein besonderer Fall statt. Wenn nämlich: 
à = a — 443; 


so werden die conjugirten Polaren, welche ọ,, o, entsprechen, Direc- 


12° 
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tricen einer Congruenz conjugirter Polarcomplexe, und die Charakte- 
ristik ist 2 
(9) (ayman]. 

Wenn f und p eine Erzeugende, z. B. x, =0, x, —0 gemeinsam 
haben, so ist etwa zu setzen: 


aT 4202023 + 4273? + 23 Ts + 20,02, + 203278, 
+?autit, =0, 
(6) p À [Piai — Pean HP: Ps a, Pad 
— (mai —203P H241 P3) (Pi Cor + 2 Pa + 2P, aa) 
— 2 (ais — ayay) M = 0. 


Im Allgemeinen kann man noch a, = 0, a}, = O voraussetzen. Die 
Discriminante Y = 0 hat vier gleiche Wurzeln ọ = a,,a,, und zwei 
einfache, die Charakteristik ist 


y - HN: 

Der linearen Reihe, welche der vierfachen Wurzel entspricht, gehört 
ein specieller Complex an (die Congruenz der conjugirten Polarcomplexe 
ist eine specielle), dessen Axe die gemeinsame Erzeugende ist. Den 
beiden einfachen Wurzeln dagegen entsprechen zwei conjugirte Polaren. 
Sie liegen in den beiden längs der gemeinsamen Erzeugenden beiden 
Flächen gemeinsamen Tangentialebenen und zwar so, dass eine jede 
durch den Berührungspunkt derjenigen Ebene geht, der sie nicht an- 
gehört. 

Einen besonderen Fall bildet die Annahme a, —0, a, == 0. 
Es ist dann die vierfache Wurzel ọ =.— a,,a,,, die doppelte ọ =a; 4,5, 


« f 
aber beide sind jetzt von der Art + Y a so dass die Charakteristik 


wird: po» 
(12) 18 (iD). 

Die beiden conjugirten Polaren, von denen eben gesprochen wurde, 
erscheinen nun als Directricen einer linearen Congruenz. Geometrisch 
ist dieser Fall ausgezeichnet durch eine involutorische Paarung der 
Tangentenebenen von f und q längs der gemeinsamen Erzeugenden : Jedem 
Punkte derselben entsprechen zwei Tangentialebenen in Bezug auf 
f und 9, denselben ist danu ein anderer Punkt zugeordnet, dem die 
nämlichen beiden Ebenen, aber in Bezug auf @ und f entsprechen. 

Ist die gemeinsame Erzeugende Tangente der Raumcurve dritter 
Ordnung, in welcher sich f und @ schneiden, so kann man in (6) 
aig = dy, 4,=0 setzen. Dann sind G gleiche Wurzeln g = a,,° 
vorhanden, mit der Charakteristik 


(19) [51], 
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besondere Fälle finden hier nicht statt, da die ersten Unterdeterminanten 
nicht ohne wesentliche Aenderung der gegenseitigen Beziehungen von 
f und $ den Elementartheiler 2 erhalten können. 

Will man den Fall zweier unendlich naher Erzeugenden, welche 
beiden Flächen gemeinsam sind, aus (6) ableiten, so wäre zu setzen: 


a = äp = A = App = 0, 
ayu = As 
uud die Charakteristik wird: 
(21) (Sir). 


Wir gehen jetzt zu dem Falle über, dass sich die beiden Flächen in 
einem Kegelschnitt und zwei Erzeugenden schneiden. Mau kann hier 
setzen: 

| tt tait) + Ars, = 0, 
(G) P am sp + a, Ps + ll) + ip (ap, + ar, + aps) 
| — 2a AM = 0. 

Es ist eine vierfache Wurzel ọ = Aa, und zwei einfache ọ = 2?, 
ọ = a,’ vorhanden, mit der Charakteristik: 

(13) [(22) 11]. 

Es existirt ein Büschel conjugirter Polaren, gebildet aus den beiden 
gemeinsamen Erzeugenden. Den einfachen Wurzeln entsprechen die 
Durchschnittslinie ihrer Ebene mit der Ebene des Kegelschnittes und 
die Verbindungslinie ihres Poles in Bezug auf jenen Kegelschnitt mit 
dem Schnittpunkt der Erzeugenden. 

Dieser Fall ist ausgezeichnet durch eine Reihe von besonderen. 
Zunächst kann 4 = a, sein. Die Erzeugenden schneiden sich dann auf 
dem Kegelschnitte. Die Charakteristik wird: 

(20) (83). | 
Ist dagegen å = — a,, so sind sowohl die Doppel- als auch die vier- 


fache Wurzel vom Charakter + RR und die Charakteristik wird: 


(14) [22) (11)]. 

Endlich können aber für die vierfache Wurzel noch die zweiten 
Unterdeterminanten verschwinden, wodurch man zu den beiden Fällen 
(15) JOUR 
(16) 211) (41) 
geführt wird. 

Der Fall, wo f und œ sich in Kegelschnitten schneiden, ist schon 
oben unter [(11)(11) 11] behandelt. Berühren sich diese Kegelschnitte und 
setzt man demgemäss etwa 
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2azx,x, + EL + 2(a+c)x, x; + x? H dr? = 0, 
p | aps +(a*+2ac)p—2a(a+c)mp+2a(a+c)p;n +2apir 
— 2a p,p, — "dp? + 2d(a+c)pip,; — dm = 0, 
so sind zwei dreifache Wurzeln ọ = a?, ọ = a? + 2ac vorhanden; 
zugleich ist die Charakteristik: 


(6) [20 en], 
und man erhält zwei Büschel von Geraden, welche in Bezug auf f 
und ọ conjugirte Polaren sind. 


Berühren sich f und o längs eines Kegelschnittes, so hat man zwei 
dreifache Wurzeln mit der Charakteristik : 
(6) (111) (111)), 
so dass zwei Bündel conjugirter Polaren vorhanden sind. In diesem 
Falle verschwindet die Covariante KR für jede Gerade des Raumes, so 
dass der Flächenbüschel in der einfachen Form f + Ay dargestellt 
werden kann. 


Ein specieller Fall hiervon ist wieder, dass f und p zwei Paare 
unendlich naher Erzeugenden gemeinsam haben. Man wird hier setzen: 


ee +2, thr? =O, 

P? +P? F 2Ps Ps — 2m, — 4p p = 0, 
und erhält die Charakteristik 

(22) [2211]. 

“Schneiden sich die Flächen in einem Vierseit von Erzeugenden, 
so hat man eine vierfache und zwei einfache Wurzeln, den letzteren 
entsprechen die Diagonalen des genannten Vierseites, und jede Gerade, 
welche beide Diagonalen trifit, hat in Bezug auf beide Flächen die 
nämliche conjugirte Polare. Die Charakteristik ist: 

(17) - CTI) 11]. 

Auch hier kann noch ein specieller Fall stattfinden, der sich auch 
aus dem schon oben behandelten Falle, dass vier Erzeugende von f ein 
Polartetraeder von p bilden, ableiten lässt. Setzt man nämlich: 


2 2 4 
| dt + at? + at? + ax =O, 
2 2 2 2 2— 
aap? + a ap Haan + ap + aa aP Haap = À, 


so ergiebt sich, wie schon in § VI. gefunden wurde: 


(10) ann 11), 
während dem besonderen Falle a,a, = a,a, 
(18) (1111) (IN) 


entspricht, welches als Specialfall von [(1111) 11] aufzufassen ist. 
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Conjugirte Polaren in Bezug auf lineare Complexe und lineare Complexe 
in Verbindung mit Flächen zweiten Grades. 


Indem wir die Untersuchungen von mehr als zwei speciellen Com- 
plexen für jetzt nicht weiter verfolgen, wollen wir noch darauf hin- 
weisen, wie ganz ähnliche Betrachtungen über gemeinsame conjugirte 
Polaren auch in Bezug auf lineare Complexe und specielle Complexe 
zweiten Grades angestellt werden können. 

Zwei lineare Complexe a, = 0, b,=0 haben die nämliche con- 
Jugirte Polare der Geraden x (des Complexes x), wenn die Gleichungen: 


Thi b. 
(1) Li — 2a, = = | (2—20. à) 


bestehen. Man erhält so wieder eine Gleichung sechsten Grades für 
o, welche die Form: 


2 wi Ei e— e+1)°] e 


hat. Der Wurzel ọ = 1 entspricht die Lösung a, = 0, bz = 0, d. h. 

die Congruenz der beiden Complexen gemeinsamen Geraden (allgemeiner 

das System der zu beiden in Involution liegenden Complexe) für die 

“anderen beiden Wurzeln ist dagegen, da aus (1) folgt: 
X(1—¢)=0 

im Allgemeinen X = 0; sie führen auf die beiden Directricen der ge- 

nannten Congruenz. 

Ein besonderer Fall ist hier (ab) = 0, d. h. involutorische Lage 
der beiden Complexe. Die Wurzel ọ == — 1 ist dann ebenfalls eine 
Doppelwurzel, für welche überdies alle ersten Unterdeterminanten der 
aus (1) zu bildenden Determinante verschwinden. Es existirt also eine 
lineare Reihe conjugirter Polarcomplexe, unter denen die beiden Direc- 
tricen wieder die bekannte Stelle einnehmen. Der andere Ausnahme- 
fall (ab)? == AB ist ebenfalls leicht zu deuten. 

Sollen ferner gemeinsame conjugirte Polaren eines linearen Com- 
plexes 

ad, = 0 
mit dem speciellen Complexe zweiten Grades 
f= S 04T: % = 0 


aufgesucht werden, so ist zu setzen: 
(3) Q (x—2a, =) = D likl. 
Mau erhält die Gleichung sechsten Grades: 
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(4) 


Sie hat offenbar zwei Paare gleicher Wurzeln + YA, für welche 
noch alle ersten Unterdeterminanten der Determinante von (3) verschwin- 
den. Dadurch wird es möglich, die Gleichung (4) völlig entwickelt hinzu- 
schreiben. 


Setzt man nämlich: 


R d—0 l 
le RE FE Fe Fr, 
so erhält man leicht: 
a=(ab), 
` © 
b = 5 (ai ge) = [ab], 
c = — 2(ab)A, 
f = [ab]A?, 
und da bereits bekannt ist, dass & durch (ọ?— A)? tlıeilbar ist: 
d = — 2A [ab] , 
e ="A?(ab), 
so dass die Gleichung (4) wird: 
(5) (et—Aÿ[et + A+ 2e n-o. 


Da ausserdem: 
(A u e)X = () , 

so ist X = 0 für die beiden einfachen Wurzeln der Gleichung (5). 
Ferner sind diejenigen Werthsysteme der x’z’, welche zu zwei nicht 
reciproken Wurzeln ọ;ọ; gehören, immer in Involution. Denn aus der 
Gleichung: 

0:9, (xx?) = A (xx) 
folgt (z'x’) = 0, sobald nicht 0,0, = A. 


Es existiren daher zwei Reihen linearer Complexe, welche die 
nämlichen Conjugirten in Bezug auf die beiden gegebenen Complexe 
besitzen. In jeder befinden sich zwei specielle; ihre Axen sind Er- 
zeugende von f und bilden ein Vierseit, dessen Diagonalen den ein- 
fachen Wurzeln entsprechen. Einen besonderen Fall bildet die An- 


nahme: 
{aa} = AA. 
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Die Gleichung (5) hat dann nur die Wurzeln + YA, vou denen 
die eine vierfach ist, Es sind dann zwei doppeltzählende Büschel von 
Tangenten der f vorhanden, welche zugleich dem linearen Complexe 
angehören. Der Fall À = 0, [aa] = 0 endlich ist sehr leicht zu er- 
ledigen. 


§ IX. 
Metrische Probleme. 


Der Fall, dass für die Form in § 11. A = 0 ist, ist daselbst 
nicht mit berücksichtigt. Wir werden dalıer hier eine Discussion des- 
selben gebeu, zugleich aber auf eine besondere Deutung hinweisen, die 
sich diesem Falle in Bezug auf metrische Anschauungen geben lässt. Da- 
bei mag es genügen, n = 6 zu nehmen. 

Bereits von den Herren Frahm, Lindemann, Ovidio ist in 
ausgedehntestem Masse von metrischen Untersuchungen in der Linien- 
geometrie Gebrauch gemacht worden. Es mag daher in Betreff des 
Folgenden namentlich auf die Arbeit des Herrn Lindemann verwiesen 
werden*). Um in engerem Anschluss an bekanute geometrische Vor- 
stellungen bleiben zu können, soll hier als Fundamentalgebilde der 
Massbestemmung ein specieller Complex zweiten Grades mit verschwinden- 
der Determinante zu Grunde gelegt werden. 

Es sei 


(1) Fat + pe + y = 0 


die Gleichung eines Xegelschnitt (Kegel) -Complexes, dessen durch «, f, y 
bestimmte Ebene E als unendlich ferne Ebene anzusehen ist. Dabei ist: 


Zaÿ=0, EB? =0, Ey? =0, (ap) —0, (By) = 0, (ya) = 0. 


Eine beliebige Gerade (linearer Complex) a schneidet die Ebene E 
in einem Punkte, dessen Polare in Bezug auf Æ die Coordinaten 


‘ 1802 
(2) . = ® 


hat; sie gehört dem Complexe F' selbst an, wenn 


(aa)? + (ap? + (ay? = 0. 


Sind die a Coordinaten eines linearen Complexes, so bedeutet ‘die 
letztere Gleichung, dass das Büschel der Complexgeraden in Æ sein 
Centrum auf dem Kegelschnitt F hat. 


*) Lindemann, Projectivische Mechanik, Math. Annalen Bd. VII, p. 56. 
Die Arbeiten von Frahm und Ovidio waren mir leider nicht zugänglich. 
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Zwei gerade Linien a, b; allgemeiner zwei Complexe a,, b, bilden 
ferner ein gewisses Doppelverhältniss mit dem Kegelschnitte. Es ist 
darunter das Doppelverhäültniss der beiden Centra der den beiden Com- 
plexen in E angehörigen Büschel in Bezug auf den Kegelschnitt zu 
verstehen. Der Werth desselben ist das Verhältniss der beiden Wurzeln 
ọ der quadratischen Gleichung, welche entsteht, wenn in der Glei- 
chung (1) an Stelle von x; a; + ob; gesetzt wird. Insbesondere werden 
also zwei Complexe auf einander senkrecht stehen, wenn: 


(3) (aa) (ba) + (aß) (bB) + (ar) (by) = 0. 


Die letztere Gleichung aber kaun mau auch so interpretiren, dass 
C mit dem in Bezug auf F zu a conjugirten Polarcomplexe in In- 
volution liegt oder umgekehrt: Complexe, welche zu einem gegebenen 
senkrecht stehen, liegen zu dessen conjugirtem Polarcomplexe in Invo- 
lution*). 

Die conjugirte Polare einer unendlich fernen Geraden: 


(4) yi = å a; + uf: + vy: 
in Bezug auf den speciellen Complex zweiten Grades: 
f=0 
ist r . 
sA er er]. 
(5) a= [4 Ca, +u CB, En) 


Die Geraden z; bestimmen deu Mittelpunkt der Fläche f durch ihren 
gemeinsamen Schnittpunkt. Soll demnach die Fläche zur Classe der 
Paraboloide gehören, so muss die Determinante: 


[SE Li s B 7| 


verschwinden, welche man leicht in die Form: 


| [ea] [ef] [ay] | 
[Be] [BB] [87] | 
| [re] [x8] [77] 
bringt, in welcher, wie auch vorhin [«ß] = 5 Za; n ist. 


-Mau erhält die Gleichung des Kegelschnittes, in welchem die 
Fläche / der Ebene E begegnet, wenn man die Coordinaten y der 
unendlich fernen Geraden in f= 0O einsetzt. Damit also die Fläche 
eine Kugel sei, muss die aus f resultirende Gleichung für A, u, v mit 


*) Vgl. Lindemann p. 66. 
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der Form 4? + p? + v? = 0 sich identificiren lassen. Die entsprechen- 
den Bedingungen sind: 


[af]=0, Brl=0, [ya] =0, 
[ea] = [BP] = [77]. 

In ähnlicher Weise würde man auch die Bedingungen für Ro- 
tationsflächen u. s. w. aufstellen können. Einen allgemeineren Weg dazu 
erhält man indessen durch Benutzung der Discriminante Y des $ II. 

Ist nämlich der Complex y ein Kegel- (Kegelschnitt) Complex, so 
verschwindet A’. Die Gleichung sechsten Grades § V. (3) reducirt 
sich aber auf: 


(6) A—opA'A'+e 4,4 — A, —=0. 

Den drei Wurzeln @, 0, 0, derselben entsprechend hat man dann: 
Eat = Qi bu = z, 

(1) Dtk == 0, Ebar F= S, 


ver 


Fa = 03 bu = Z; . 
Aus diesen Gleichungen schliesst man sofort, dass im Allgemeinen: 
a0, Zar, Vet, ZI, 70, Ft. 
(x'3")—=0 f (ze) =0, ee, (x'"3")==0, (x'5)—=0 ; (2”3)=0, 
Fi), Et, (rl, 
Ge, Fee, (er), 

D. h. es entsteht ein gemeinsames Polartetraeder von f und y, 
dessen Kanten x, x”, x”, g, 2", 3” sind. z, 2”, z” verlaufen durch 
die Spitze des Kegels, x x” x” in der Polarebene der letzteren in 
Bezug auf f. 

Man kanun nun der Gleichung (6) eine andere Form geben, welche 
eine interessante Vergleichung unseres liniengeometrischen lPolarpro- 
blems mit dem analogen für Punkt- oder Ebenencoordinaten gestattet. 


Legt man nämlich an Stelle von p = 0 geradezu die Gleichung (1) 
F = 0 zu Grunde, so ergiebt sich durch eine leichte Umformung der 
Diseriminante Y des § IE, wenn noch > = u gesetzt wird, die folgende 
Determinante dritten Grades: i 


[««e]—u [af] Lay] 
(8) [Be] [BB]—w [87] Fr 
[ya] [x6] [yy] — u 


Wie leicht zu übersehen, ist damit die cubische Gleichung gegeben, 
welche das Polartetraeder von f liefert, dessen drei vom Mittelpunkte 
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von f auslaufende Kanten Hauptaxen der Fläche sind. Und man kann 
an die Gleichung (8) natürlich alle diejenigen Betrachtungen über die 
gegenseitige Lage des Complexes F' und der Fläche f anknüpfen, die 
im Problem der Hauptaxentransformation einer Fläche zweiten Grades 
bei der analogen cubischeu Gleichung auftreten; womit eine Behandlung 
der Theorie der Flächen zweiten Grades angedeutet ist, welche gleich- 
zeitig die drei geometrischen Anschauungsweisen der Punkt-, Ebenen- 
und Liniengeometrie in sich begreift. 


Darmstadt, im Januar 1876. 


Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven. 


Von AxeL Harnack in Leipzig. 


— 


Die Frage, aus wie vielen von einander verschiedenen reellen Zügen 
eine Curve n! Ordnung mit oder ohne Singularitäten höchstens zu- 
sammengesetzt sein kann, ist, wie es scheint, bisher nicht aufgeworfen 
worden; jedenfalls findet sich, soweit mir die hierher gehörige Litteratur 
bekannt ist, eine Beantwortung derselben nur für einzelne Fälle. Bei 
der Classification der Curven nach ihrem Geschlechte trat zunächst die 
Eigenschaft gleich zu Tage, dass alle Curven vom Geschlecht: p=0 (von 
Cayley Unicursalcurven benannt), falls sie überhaupt reell sind, nur 
einen Zug besitzen, wobei die Singularitäten (vielfache Punkte, bezig- 
lich vielfache Tangenten), auch wenn sie isolirt vorkommen, nicht als 
Züge gezählt werden. Diese Eigenschaft liess sich aus der rationalen 
und eindeutigen Darstellung der Curve vermittelst eines Parameters 
ohne Weiteres erschliessen*). Die Untersuchung der Curven dritter 
Ordnung hatte schon früher zu dem Resultate geführt, dass hier nicht 
mehr als zwei getrennte Züge auftreten, ein Satz, der sieh vermöge 
der eindeutigen Beziehung, welche zwischen Curven gleichen Ge- 
schlechtes besteht, oder, was in diesem Falle das nämliche besagt, 
vermöge der Darstellbarkeit aller dieser Curven durch elliptische Func- 
tionen leicht dahin erweitern lässt, dass alle ('urven vom Geschlecht: 
p = 1 höchstens zwei von einander verschiedene Züge besitzen. Auch 
ist bekannt, dass die allgemeine Curve vierter Ordnung vom Geschlecht: 
p= 3 aus vier gesonderten Theilen zusammengesetzt sein kann. 

Es ist nun der Zweck dieser Note, nachzuweisen, dass ein gleich 
einfaches Gesetz für Curven beliebigen Geschlechtes gilt, demgemäss 
eine Curve vom Geschlecht p nie mehr als p + 1 getrennt verlaufende 


*, Dass diese rationale und eindeutige Darstellung des Curvenelementes x 
durch einen Parameter 2 zugleich zu einer wechselseitig eindeutigen gemacht 
werden kann, so dass die Werthe von x durch eine continuirliche Aufeinander- 
folge aller Werthe von A im Allgemeinen eindeutig erhalten werden, ist neuer- 
dings von Lüroth nachgewiesen worden. Math. Ann. Bd. IX, p. 163. 
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Züge enthält, sodann aber zu zeigen, dass auch wirklich, fiir jede Ge- 
schlechtszahl p, Curven mit p 41 Zügen existiren. Die Methode, welche 
bei dieser Darstellung zur Anwendung kommen wird, gründet sich, 
entsprechend der Definition der Curve durch eine algebraische Glei- 
chung mit reellen Coefficienten, - ausschliesslich auf das Bezout’sche 
Theorem und auf die nach den Untersuchungen von v. Staudt und 
Möbius geläufige Unterscheidung der algebraischen Curvenzüge in 
paare und unpaare. 

Unter einem vollständigen Zuge wird im Folgenden die Gesammt- 
heit aller der Theile zu verstehen sein, deren Durchlaufen nothwendig 
ist, um von einem Punkte des Zuges nach Ueberschreituug anderer 
Punkte, und zwar eines jeden im Allgemeinen nur einmal, zu dem 
Ausgangspunkte zurückzukehren, mag dann auch dieser Zug im End- 
lichen in verschiedene Aeste zerrissen erscheinen, wie z. B. bei der 
Hyperbel. Dabei muss ferner betont werden, dass die Aenderung 
der Tangentenrichtung eine continuirliche sein soll. Zufolge dieser 
Bemerkung sind zwei Curvenzüge, auch wenn sie sich schneiden, noch 
immer als zwei gesonderte zu betrachten. 

Endhch soll hier gleich gesagt werden, dass die nachstehenden 
Untersuchungen, zunächst für Ordnungscurven ausgesprochen, einen 
vollständig dualen Charakter tragen, so dass sie giltig bleiben, auch 
wenn die Curve als durch die Bewegung einer Geraden erzeugt ge- 
dacht wird. Denn hierbei lassen sich die Curvenzüge in gleicher 
Reihe in paare und unpgare trennen, je nachdem die Anzahl der von 
einem Punkte der Ebene an den Zug ausgehenden Tangenten gerade 
oder ungerade ist. Die in diesem Sinne unpaaren Züge sind durch 
eine ungerade Anzahl von Rückkehrpunkten charakterisirt; und zwar 
muss diese ungerade Zahl, falls keine Doppeltangenten oder Wende- 
tangenten am Zuge auftreten sollen, auch hier mindestens gleich drei 
sein. Das Auftreten dieser beiden Singularitäten aber, von denen jede 
als zwei Rückkehrpunkte absorbirend betrachtet werden muss, ändern 
den Charakter eines paaren oder unpaaren Clagsenzuges ebensowenig, 
wie der des paaren oder unpaaren Orduungszuges durch das Entstehen 
von Doppel- oder Rückkehrpunkten gestört wird. 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen gehe ich zu dem Beweise 
des oben aufgestellten Satzes selbst über. Derselbe verlangt den Nach- 
weis: erstlich der Unmöglichkeit von p + 2 oder mehr Zügen, sodann 
der Existenz von p + 1 Zügen. 


I: 


Betrachtet man zunächst eine Curve n'e" Ordnung, ohne irgend 
welchen vielfachen Punkt, deren Geschlecht p mithin gleich 4 (n— 1). 
(n—2) ist, so gilt der Satz, dass diese Curve, falls n eine gerade Zahl 
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ist, gar keinen, falls n eine ungerade Zahl ist, nur einen unpaaren 

® Zug besitzt. Denn da sich zwei unpaare Züge mindestens in einem 
Punkte schneiden, so würden, falls die Curve n'e Ordnung mehrere 
solcher Züge enthielt, Doppelpunkte auftreten, was für die dé: 
Curve ebeu szene lan ist. 

Wir nehmen nun au, die Curve n't Ordnung bestände aus 
p+ | = 4(n—1) (n—2) +1 paaren Zügen (dieselben sollen der 
Kürze halber im Folgenden auch als „Ovale“ bezeichnet werden), zu 
denen, falls # ungerade ist, noch ein unpaarer, falls x gerade ist, 
noch ein paarer Zug tritt. Jeder paare Zug hat bekanntlich die Eigen- 
schaft von jedem anderen algebraischen Zuge immer nur in einer ge- 
raden Anzahl von Punkten, die auch gleich Null sein kann, geschnitten 
zu werden. Diese Eigenschaft wird uns nützlich, indem wir eine Curve 
n — 2er Orduung construiren, welche jedes der p + 1 Ovale in einem 
auf demselben willkührlich angenommenen Punkte schneidet. Durch 
Festsetzung eines Schnittpunktes wird dann jedesmal ein zweiter auf dem 
Ovale mitbedingt sein. 

Eine allgemeine Curve n — 2* Ordnung ist aber erst durch 
)(n— 2) (n +1) Punkte bestimmt, so dass, wenn auf den p + 1 Ovalen 
je ein Schnittpunkt gegeben wird, noch 

4(n—2)(n+1)= 4(n—1)(n—2) — 1l =n— 3 

Punkte gewählt werden können, durch welche diese Curve ebenfalls 
hindurch gehen soll. Verlegt mau dieselben sämmtlich auf den noch 
übrigen Zug der Curve n'e Ordnung und bestimmt die Anzahl der 
Punkte, in denen die so construirte Curve die gegebene schneidet, go 
ergiebt sich, dass diese Zahl mindestens gleich n(n — 2) + 2 werden 
würde, was der Annahme einer irreducibelen Curve n!” Ordnung wider- 
streitet. 

Denn die p + 1 Ovale, von denen jedes in zwei Punkten geschnitten 
werden müsste, liefern zusammen (n — 1)(n—2) + 2 Punkte. Der ge- 
sondert betrachtete Zug erfordert, falls er gerade ist, ebenso eine ge- 
rade Anzalıl von Schnittpunkten, so dass aus der Annahme der n — 3 
Puukte noch ein weiterer hervorgeht; ist er dagegen ungerade, so wird 
er von der construirten Curve, deren Ordnungszahl n — 2 dann eben- 
falls ungerade ist, in einer ungeraden Anzahl von Punkten getroffen, 
so dass auch hier die n — 3 gegebenen Selmittpunkte mindestens noch 
einen weiteren erfordern. In beiden Fällen ergiebt sich also die als 
unmöglich erkaunte Zahl: 

n—1)(n—2) +2 + (n—3) +1= n(n—2) +2. 

Es ist somit bewiesen, dass bei einer allgemeinen Curve n'* Ord- 
nung die Zahl der vollständigen Züge jedenfalls nicht grösser als p + 1 
sein kaun. 


4 
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Dieser Satz behält aber auch für Curven, welche mit Singularitäten 
behaftet sind, seine Gültigkeit. Bei dem Nachweise hiervon werde ich 
mich indessen, um nicht weitläufig sein zu müssen, zunächst nur auf 
die einfachen Singularitäten (Doppelpunkte und Rückkehrpunkte) be- 
schränken. 


Da bei diesen Betrachtungen das Auftreten mehrer unpaaren Züge, 
durch deren Schnittpunkte Doppelpunkte entstehen, zu berücksichtigen 
ist, so ınuss die Untersuchung hier so geführt werden, dass man die 
Anzahl dieser unpaaren Züge als bekannt voraussetzt. Es sei demnach 
eine Curve n"! Ordnung gegeben, von welcher angenommen wird, dass 
sie  unpaare Züge besitzen soll, Dieselben schneiden sich in mindestens 
4v(v—1) Punkten, welche mithin Doppelpunkte für die betrachtete 
Curve sind. Ausserdem möge dieselbe noch d Doppelpunkte oder 
Rückkehrpunkte enthalten, über deren Realität und Lage gar keine 
Annahmen getroffen werden, von denen also auch ein Theil dadurch zu 
Stande kommen kann, dass sich je zwei der » unpaaren Züge in mehr 
als einem Punkte schneiden. Das Geschlecht der Curve wird also: 

p = 4 (n—1)(n—2)— $v(v—1) — d, 
und es ist der Nachweis zu erbringen, dass solch eine Curve jedenfalls 
nicht mehr als p + 1 Züge, also im vorliegenden Falle nicht mehr 
als p + 1 — v Ovale besitzen kann. ` 

Der Beweis dieses Satzes erleidet einige Modificationen, je nach- 
dem die Zahl x und demgemäss auch v gerade oder ungerade ist. Es 
soll zunächst der erste dieser beiden Fälle näher betrachtet werden: 

Angenommen die Curve habe noch p — v + 2 Ovale, so construire 
man wiederum eine allgemeine Curve n — 2! Ordnung, welche jedes 
dieser Ovale in einem vorgeschriebenen Punkte schneidet und ausserdem 
durch die £v(v—1) + d Doppelpunkte einfach hindurchgeht (durch 
diese letzteren sind möglicherweise auch imaginäre Bestimmungsstücke 
für die Curve gegeben). Bei dieser Forderuug bleiben noch 


4(n—2) (n+1) — J(n—1)(n—- 2) + r — 2 =n 4r —4 


Bestimmongsstücke zur Construction der Curve willkührlich. Mau kann 
mithin verlangen, dass diese noch durch n + v — 4 vorgeschriebene 
Punkte (was eine gerade Anzahl ist), gelegen auf irgend einem der 
vorausgesetzten Ovale hindurchgeht. Berechnet man nun, in wie viel 
Punkten sich die beiden Curven nt und n — 2" Ordnung schneiden, 
so ist zu berücksichtigen, dass jeder der n — v + 2 Punkte, welche 
auf den Ovalen angenommen wurden, noch einen zweiten Schnittpunkt 
bedingt, selbst wenn reelle Doppelpunkte auf den Ovalen in der Form 
von Schleifen oder Spitzen auftreten, oder wenn insbesondere Doppel- 
punkte dadurch zu Stande kommen, dass sich die Ovale unter einander 
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oder mit den unpaaren Zügen schneiden; denn das Auftreten dieser 
letzteren Art von Doppelpunkten kann auf jedem Ovale immer nur 
paarweise erfolgen. Ebenso trifit die zu construirende Curve jeden der 
unpaaren Züge der Voraussetzung nach in v — 1 Punkten, und da 
diese Zahl ungerade ist, während die zu construirende Curve eine ge- 
rade Ordnungszahl besitzt, so muss auf jedem Zuge noch mindestens 
ein weiterer Schnittpunkt gelegen sein, auch wenn noch andere als 
diese y — 1 Doppelpunkte auf einem unpaaren Zuge vorhanden sind. 
Die Summe aller Schnittpunkte wird demnach mindestens gleich: 


2(p—-v+2) 4 2d +vw—)+rvr 4 n+ rv — 4 = n(n—?) 4+ 2 
sein müssen, was der Voraussetzung widerstreitet. 


Ist aber n und also auch v eine ungerade Zahl, so wird man durch 
eine ganz analoge Betrachtung auf dieselbe unmögliche Zahl von Schnitt- 
punkten geführt, nur dass jetzt die Annahme von v — 1 Punkten, in 
denen die Curve n — 2'er Ordnung einen unpaaren Zug schneiden soll, 
desshalb noch immer einen weiteren Schnittpunkt nach sich zieht, weil 
ein unpaarer Curvenzug von einer algebraischen Curve mit ungerader 
Ordnungszahl in einer ungeraden Zahl von Punkten getroffen wird*). 


lI. 


Um die Existenz von Curven mit der Maximalzahl reeller Züge 
nachzuweisen, steige man von den bekannten Curveu niederer Ord- 
nung zu denen höherer Ordnung auf, indem man zu einer allgemeinen 
Curve n'e Ordnugg, welche die ihr zukommende Maximalzahl wirklich 
besitzt, eine gerade Linie hinzunimmt und nun den Verlauf dieser bei- 
den Curven gleichzeitig ins Auge fasst. Es wird sich zeigen, dass 
man auf diese Weise eine Curve n + 1‘ Ordnung der gesuchten Art 
construiren kann, wenn man die Curventheile, welche an die gemein- 
samen Schnittpunkte herantreten, nach bekannten Principien durch 
ähnlich verlaufende ersetzt. Werden alle singulären Punkte dabei auf- 
gelöst, indem die Curve n'e Ordnung selbst ohne Singularitäten vor- 
ausgesetzt wird, so gelaugt man durch diese Betrachtung auch nur zu 
der allgemeinen Curve n + 1t Ordnung und kann also noch nicht den 
Satz aussprechen, dass es zu jeder Geschlechtszahl p Curven mit p+1 
reellen Zügen giebt. Der Vollständigkeit halber wird man daher die 


*) Für die Anwendung dieser Betrachtungsweise auf Curven mit höheren 
Singularitäten soll hier nur die Regel angeführt werden: Die Curve n — 2ter Ord- 
nung ist so zu bestimmen, dass sie in einem k-fachen Punkt der Curve nt! Ord- 
nung, welcher das Geschlecht derselben um $A(k— 1) Einheiten erniedrigt, einen 
k—1-fachen Punkt erhält, Derselbe ist demnach als Schnittpunkt der beiden in 
Betracht gezogenen Curven A(k— 1)- mal zu rechnen. 
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n— 2 Geschlechtszahlen, welche zwischen 4 (n — 1) (n—2)und$n(n—1) 
liegen, nachträglich zu berücksichtigen haben. 

Nimmt man zunächst eine Curve zweiter Ordnung und zwar der 
Einfachheit halber eine Ellipse an (a,?=0), und schneidet dieselbe 
durch eine gerade Linie (v,—0) in zwei reellen Punkten, so kann das 
Gebilde, welches durch diese beiden Curven entsteht, auf zwei ver- 
schiedene Weisen beschrieben werden: entweder man durchläuft das- 
selbe in einem continuirlichen Zuge, wobei nur jeder der beiden Schnitt- 
punkte zweimal überschritten wird, oder man setzt es aus zwei Zügen 
zusammen, welche nur in den beiden Schnittpunkten aneinanderstossen. 

Fig. I. 


Dem Durchlaufen der ersten Art entspricht eine eintheilige, dem 
der zweiten eine zweitheilige Curve dritter Ordnung. Um die Glei- 
chung solch einer zweitheiligen Curve, auf die es hier ankommt, zu 
erhalten, verfahre man folgendermassen: Es seien g0 =0, qP =0, g9 = 0 
die Gleichungen dreier Geraden, von denen keine die innerhalb der 
Ellipse liegende endliche Strecke von vz in reellen Punkten schneidet *); 
alsdann ist, wenn A einen willkührlichen Parameter bezeichnet, durch 
die Form: 

av, +a gag =0 


ein Büschel von Curven dritter Ordnung dargestellf. Giebt man der 
Grösse A einen unendlich kleinen Werth, so muss die Curve sich in 
unmittelbarer Nachbarschaft des Kegelschnittes und der Geraden er- 
strecken; ihre sechs Schnittpunkte mit jenem, so wie ihre drei Schnitt- 
punkte mit dieser sind durch die Wahl der Linien q festgelegt. Da 
nun die Curve die Linie v, an keiner innerhalb des Kegelschnittes ge- 
legenen Stelle schneidet, so verläuft sie in der Weise, dass ihr einer 
Zug längs der einen Kegelschnitthälfte und den ausserhalb des Kegel- 
schnittes befindlichen geradlinigen Strecken liegt, während der andere 
Zug längs der anderen Hälfte auch in der Nähe der innen liegenden 
geradlinigen Strecke sich befindet. Man hat also eine zweitheilige 
Curve vom Geschlecht: p = 1 construirt; der eine Zug derselben wird 
von der Geraden v, in drei reellen Punkten geschnitten. 


*) Man kann ebensowohl die Festsetzung treffen, dass swei der Linien q die 
begrenzte Strecke von v, durchkreuzen, dagegen führt die Annahme, dass eine 
oder alle drei Linien so gelegen sind, zu einem Büschel von Curven 3 Ordnung, 
welches in der Nachbarschaft von a,? v, = 0 nur eintheilige Curven enthält, 
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Von der so erhaltenen zweitheiligen Curve 3'er Ordnung gehe man 
nun zu der gesuchten Curve 4! Ordnung durch ein gleiches Verfahren 
weiter. Da nämlich zufolge der über die Linien q getroffenen Annahme 
die Gerade v, den einen unpaaren Zug in drei reellen Punkten schneidet, 
so entstehen aus dem unpaaren Zuge und dieser Geraden gleichsam 
drei Ovale, von denen zwei im endlichen geschlossen Sind, das dritte 
dagegen durch die unendlich ferne Gerade getheilt erscheint. Diese 
drei Ovale stossen in den drei Schnittpunkten zusammen, ein viertes, 
durch den paaren Zug der Curven dritter Ordnung gegeben, liegt ab- 
gesondert. 


Fig. II. 
ARTE TG S$ 
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i L2 . . 4 L2 
Indem man nun vier Linien: a -q, auswählt, welche nicht 


durch die beiden endlichen Strecken auf vr hindurchgehen , liefert die 
Gleichung: 


HR 


bei unendlich iii Werthen von A eine viertheilige Curve vierter 
Ordnung, sobald man die noch mögliche Bestimmung trifft, dass diese 
Curve durch einen Punkt gehen soll, welcher sich innerhalb eines der 
beiden im endlichen gelegenen Ovale, die aus dem unpaaren Curven- 
zuge entsianden sind, befindet. Zugleich wird wiederum der eine Zug 
dieser Curve 4 Ordnung von der Geraden v, in vier reellen Punkten 
nämlich in den Durchschnittspunkten dieser Linie mit den Geraden: 


go... q” geschnitten. 


Die allgemeine Curve 5'e Ordnung, vom Geschlecht p = 6, mit 
sieben Theilen entsteht nun aus der viertheiligen Curve vierter Ord- 
nung, da wiederum die Linie v, so liegt, dass sie den einen Zug der- 
selben in vier reellen Punkten trifft. Denn dieses Gebilde lässt sich 
nach denselben Principien, die oben angewandt wurden, in drei Ovale 
und einen unpaaren Zug zertheilen. Die Linie v, schneidet diesen 
letzteren Zug in fünf reellen Punkten. 

Es ist leicht einzusehen, dass man auf diese Weise weiter vor- 
gehen kann. Man gelangt dabei immer von einer Curve n'e Ordnung 
mit 4 (n—1)(n—2) + 1 Zügen, von denen mindestens ein Zug durch 

13% 
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eine Gerade +, in n reellen Punkten getroffen wird, zu einer Curve 
n + 1! Ordnung mit 4 (n—1)(n—2) + n = $ n(n—1) + 1 reellen 
Zügen, womit der verlangte Nachweis erbracht ist. 

Es kommt bei diesem Fortgange nur auf zwei Dinge an: erstlich 
muss unter den p + 1 Zügen der Curve n'e Ordnung mindestens einer 
existiren, welcher von einer Geraden v, in n reellen Punkten getroffen 
wird; sodann müssen die an + 1 Linien q® so gewählt werden, dass 
keine die Gerade v, innerhalb der n — 1 endlichen Strecken schneidet, 
welche durch die Durchschnittspunkte der Curve n't Ordnung gebildet 
werden. Sind diese Bestimmungen getroffen, so hat man die noch 
immer erfüllbare Forderung zu stellen, dass die zu construirende Curve 
n + 1 Ordnung durch einen Punkt geht, welcher innerhalb eines der 
n — l im endlichen geschlossenen Räume, welche zur Bildung von 
ebensovielen Ovalen Anlass geben, in hinreichender Nähe der ursprüng- 
lichen Curve gelegen ist*). 

Um die Allgemeingiltigkeit des Satzes, dass es zu jeder Geschlechts- 
zahl p Curven mit p+-1 Zügen giebt, einzusehen, müssen auch Curven, 
welche mit Singularitäten behaftet sind, in den Kreis der Betrachtung 
gezogen werden. Es fragt sich nämlich, ob man bei einer allgemeinen 
Curve n + 1'" Ordnung mit p + 1 Zügen successive soviele reelle 
oder imaginäre Doppelpunkte entstehen lassen kann, dass das Geschlecht 
derselben um eine, zwei - - - bis mindestens n—2 Einheiten verringert 
wird, wodurch dann alle zwischen ihrem anfänglichen Geschlechte und 
dem Geschlechte einer allgemeinen Curve n'e“ Ordnung liegenden Zahlen 
erhalten werden. Geht bei diesem Fortgange jedesmal nur ein Zug ver- 
loren, so ist der behauptete Satz bewiesen. 


Entsprechend dem Principe, welches bisher angewandt wurde, soll 
nun, um dieses zu erweisen, ein Weg gezeigt werden, auf den man 
von einer Curve n'e Ordnung mit n — 3 (oder weniger) Doppelpunkten 
zu einer Curve n + Il!" Ordnung mit n — 2 (oder weniger) Doppel- 
punkten wirklich gelangen kann, so dass nicht mehr als die erforder- 
liche Zahl von Zügen verschwindet, das heisst: noch immer p + 1 
vorhanden bleiben. 

Setzt man die Existenz einer Curve n'e Ordnnng (a°=0) voraus, 
welche n — 2 Doppelpunkte und p + 1 Züge besitzt, deren einer von 
einer geraden Linie (ve==0) in n reellen, von einander verschiedenen 
Punkten getroffen wird, — Annahmen, welche bekanntlich für Curven 


*) Innerhalb des Büschels: af. vr, +1.q® .... g FD 26 gewährt bei 
dieser Bestimmungsweise der Linien q die zerfallene Curve ar - r, = 0, je nach- 


dem n gerade oder ungerade ist, den Uebergang von Curven mit In (n—1)+1 
zu Curven init 4 n (n — 1) — (n—3) oder mit $ n(n — 1) — (n— 2) Zügen, 
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niederer Ordnung z. B. für n = 3 oder 4 erfüllbar sind — so lässt 
sich jedenfalls eine zweite Curve n° Ordnung (a"=0) construiren, 
welche die nämlichen Punkte wie die erste zu Doppelpunkten besitzt 
und ausserdem die Gerade v, in n vorgeschriebenen Punkten schneidet. 
Man wähle nun diese n Punkte, durch welche «°=—0 hindurchgehen 
soll, derart, dass einer von ihnen mit einem der gemeinsamen Schnitt- 
punkte von v, und a” zusammenfällt, und zwar mit einem der beiden, 
in welchen die auf v, abgetheilten endlichen Strecken mit der durch das 
unendliche .gehenden zusämmenstossen. Die übrigen n — 1 Punkte 
nehme man auf dieser letztgenannten Strecke selber an. Fügt man 
nun noch eine Gerade (w,—0) hinzu, welche durch denselben Schnitt- 
punkt von vy und a”, durch welchen auch «” gelegt wurde, hindurch- 
geht, so wird die Gleichung: 


av, tH he w, =0 


x 


für beliebige Werthe von A im Allgemeinen eine Curve n + 1'e Ord- 
nung mit n — 2 Doppelpunkten darstellen. Denn die Doppelpunkte 
der Curve n' Ordnung und der eine Schnittpunkt von ve und s sind 
singuläre Punkte für alle Curven dieses Büschels. Bei unendlich 
kleinen Werthen von A verläuft die Curve unendlich benachbart zu dem 
Gebilde a”. v, und besitzt die dem Geschlecht entsprechende Maximal- 
zahl, weil auch hier die wesentliche Forderung befriedigt ist, dass ausser 
dem einen Ovale, welches sich an den durch das unendliche gehenden 
Zug als Schleife ansetzt, jedes andere zu einem selbstständigen Zuge 
sich gestaltet. Es folgt dieses wiederun aus der Annahme, dass weder 
die: Curve «” noch die Linie w, durch eine der endlichen Strecken 
von +, hindurchgeht. Bei der Curve n + 1'e Ordnung treten somit 
n — 2 Züge mehr als bei der Curve n'e" Ordnung auf, wodurch der 
behauptete Satz bewiesen ist. Zugleich erkennt man, dass eine zu v, 
benachbarte gerade Linie den einen Curvenzug in x + 1 reellen, von 
einander verschiedenen Punkten schneidet, so dass man von der so 
gewonnenen Curve n + 1" Ordnung auf die nämliche Weise zu einer 
Curve n + 217 Ordnung mit » — 1 (oder weniger) Doppelpunkten 
übergehen kann. 

Mit diesen Betrachtungen, welche sich noch auf mannigfache Weise 
ändern lassen, ist die bemerkenswerthe Eigenschaft algebraischer Curven 
vollständig bewiesen: 

- Es giebt zu jeder Geschlechtszahl p Curven mit der Maximalzahl 
von p + 1 Zügen. 


Solche Curven der Untersuchung der algebraischen Integrale und 
der durch Umkehr derselben entstandenen Functionen zu Grunde zu 
legen, scheint von erheblichem Vortheile zu sein, da sich bei ihnen 
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functionelle Beziehungen, vollständiger als bei den Curven mit weniger 
Zügen, in reeller Weise verauschaulichen lassen. So gewinnen, um 
hier noch dieses eine zu erwähnen, die 2p Perioden eines auf die Curve 
bezüglichen überall endlichen Integrales die geometrische Bedeutung, 
dass p derselben durch den Uebergang von einem reellen Zuge zu den 
p anderen entstehen, während die p übrigen Perioden durch das Um- 
laufen dieser p reellen Züge zu Stande kommen. Die Periode, welche 
sich auf den einen erstgenannten Zug bezieht, muss bereits als lineare 
Combination der anderen betrachtet werden. Eine genauere Darlegung 
dieser Verhältnisse setzt indess eine nähere Untersuchung darüber vor- 
aus, auf welche Weise sich bei einer Curve n'e Ordnung die adjun- 
girten Curven n — 3! Ordnung legen lassen, und welcher Art das 
System der 2p + 2(n—2) Taugenten ist, welche von einem Punkte 
der Curve nt Ordnung ausgehen. 

Auch müssen die vorstehenden Betrachtungen noch nach der 
Richtung hin erweitert werden, dass bestimmte Gruppirungen und Lagen- 
beziehungen verschiedener Curvenzüge hinsichtlich des Einflusses unter- 
sucht werden, welchen sie auf die Erniedrigung der Anzahl überhaupt 
vorhandener reeller Züge ausüben. Da sich hieraus der Einfluss viel- 
facher Punkte erschliessen lassen wird, so werden diese Untersuchungen 
unter anderem dazu führen, auch für Curven im Raume die Frage nach 
der Vieltheiligkeit zu lösen. 


Leipzig, im Januar 1876. 


— mn... 


Eine neue Relation zwischen den Singularitäten einer 
algebraischen Curve*). 


« Von FEzix KLEIN in München. 


In seiner Untersuchung der Curven vierter Ordnung (diese An- 
nalen VII, p. 410, Comptes Rendus, Juli 1873) hat Zeuthen eine 
Reihe schöner Sätze bewiesen, die sich auf die Reulitätsverhältnisse 
der 28 Doppeltangenten dieser Curven, wie ihrer 24 Wendetangenten 
beziehen. Wir greifen unter ihnen folgende heraus: 

1) Zeuthen unterscheidet bei den reellen Doppeltangenten solche 
von der ersten und solche von der zweiten Art. Die letzteren berühren 
je zwei verschiedene Züge der Curve, während die ersteren entweder 
denselben Zug zweimal berühren oder überhaupt keinen Zug, d. h. 
isolirte Doppeltangenten sind. Die Zahl der Doppeltangenten erster 
Art ist nun immer gleich Vier, so lange die Curve keinen vielfachen 
Punkt besitzt. 

2) Andererseits bemerkt Zeuthen, dass, bei den Curven vierter 
Ordnung ohne Doppelpunkt, jede Doppeltangente erster Art, welche 
reelle Berührungspunkte hat, eine „Binbuchtung“ des von ihr berührten 
Curvenzuges abschliesst, d. h. einen Theil der Curve, welcher zwei 
Wendungen enthält. Und auch umgekehrt, so oft bei einer Curve 
vierter Ordnung (die keinen vielfachen Punkt besitzt) eine reelle 
Wendung auftritt, wird sie mit einer zweiten Wendung zusammen einer 
Einbuchtung angehören und so zu einer Doppeltangente erster Art 


mit reellen Berührungspunkten Anlass geben. Es ist also die doppelte 


Zahl derjenigen Doppeltangenten erster Art, welche reele Berührungs- 
punkte haben, gleich der Zahl der reellen Wendungen. (Insbesondere 
folgt hieraus als Maximalzalıl der reellen Wendungen bei Curven vierter 
Ordnung Acht, wie Salmon vermuthet hatte. [Higher Plane Curves, 
2. Aufl., n. 248]). 


*) Vergl. Erlanger Berichte. Dec. 1876. 
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Indem man diese beiden Sätze combinirt, kaun man sagen: 

Bei einer Curve vierter Ordnung ohne vielfachen Punkt ist die Zahl 
der reellen Wendungen, vermehrt um die doppelte Zahl der isolirten 
Doppeltangenten, gleich Acht. 

Es ist nun sehr merkwürdig, dass der so ausgesprochene Satz 
einer unmittelbaren Verallgemeinerung auf Curven nt" Ordnung fähig 
ist, zu deren Ableitung eben die einfachen Methoden ausreichen, deren 
sich Zeuthen in seinem Aufsatze bedient. Sei bei einer Curve n'er 
Ordnung ohne vielfachen Punkt w die Zahl der reellen Wendungen, 
t die Zahl der isolirten Doppeltangenten. 

Dann hat man das Theorem: 

w +2" = n(n— 2). . 

Auch ist die Modification, welche dieser Satz beim Auftreten singu- 
lärer Punkte erheischt, übersichtlich anzugeben. Es soll die Curve, 
wie im Folgenden der Einfachheit wegen durchgehends augenommen 
wird, nur mit einfachen Plücker’schen Singularitäten behaftet sein, 
und es bezeichne % ihre Classe, r’ die Zahl ihrer reellen Spitzen, d” die 
Zahl ibrer reellen, isolirten Doppelpunkte. 

Dann besteht die Relation: 

n+w +2"=-k+r+2d”. 

Diese Formel kommt auf die vorige zurück, sobald mau der Curve 
keine anderen vielfachen Punkte, als isolirte reelle Doppelpunkte bei- 
legt. Denn dann ist r = 0, k = n(n— 1) — 2d”. Andererseits um- 
fasst unsere Formel z. B. die bekannten Realitätsverhältnisse der Wende- 


punkte bei den Curven dritter Ordnung, soferu für n — 3 Doppel- 
tangenten noch nicht auftreten können und also £ = 0 zu setzen ist. 


Wir beweisen zunächst die Formel: 
w +2" = n{(n—2) 


in ihrer Gültigkeit für Curven ohne vielfachen Puukt. Wir zeigen vor 
Allem, dass, bei diesen Curven, w + 2” einen constanten Zahlenwerth 
besitzen muss; hinterher bestimmen wir den letzteren an einem Bei- 
spiele. Die Curvengleichungen sind dabei immer mit reellen Coefficienten 
gedacht, wie im Gegensatze zu einer späteren Betrachtung, bei der 
ausdrücklich das Gegentheil vorausgesetzt wird, bemerkt sei. 


Es mögen also 9=0, y — O0 zwei Curven nr Ordnung ohne 
singuläre Punkte vorstellen: es sollen die Werthe, welche bez. bei 
ihnen die Zahl w + 2t” annimmt, verglichen werden. Zu dem Zwecke 
denke man sich durch allmähliche reelle Aenderung der Constanten 
g in # übergeführt. Dies kanı noch in sehr mannigfacher Weise ge- 
schehen, und man kann es daher immer vermeiden, dass dabei Curven 
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überschritten werden, deren Coefficienten gleichzeitig zwei vorgegebenen 
algebraischen Bedingungen genügen. Curven dagegen, deren Coeffici- 
enten eine einzelne, beliebig gegebene algebraische Bedingung erfüllen, 
werden, allgemein zu reden, beim Uebergange eine endliche Anzahl 
von Malen auftreten; — im besonderen Falle kann diese Anzahl Null 
sein. Curven z. B., die nur einen Doppelpunkt besitzen (der dann 
selbstverständlich reell ist), müssen in Betracht gezogen werden; über- 
flüssig ist es, in der Curvenreihe Curven mit Spitze, oder mit zwei 
Doppelpunkten oder mit einer vierfachen Tangente*) etc. vorauszusetzen. 

Eine Aenderung der Zahl (w’+2f”) kann bei einem solchen Ueber- 
gange nach algebraischen Principien nur in folgenden Fällen möglicher- 
weise eintreten: 

1) wenn zwei Wendungen, 

2) wenn zwei Doppeltangenten coincidiren, 

3) wenn eine isolirte Doppeltangente ” aufhört, als solche zu 
zählen (resp. umgekehrt, wenn eine nicht isolirte Doppel- 
tangente isolirt wird). 

Diese Möglichkeiten können aber leicht noch weiter eingeschränkt 

werden; andererseits erweisen sie sich zum Theil von einander abhängig. 
Wir werden deu Fall, dass die Uebergangscurve einen vielfachen: 
Punkt hat (der danu nach dem Obigen nur als reeller Doppelpunkt 
vorausgesetzt zu werden braycht), erst sogleich discutiren ; indem wir ihn 
ausschliessen, bleiben nur noch folgende Fälle ev. zu berücksichtigen: 

ad 1) der Fall, dass zwei reelle Wendungen eines Curvenzuges 
consecutiv werden. Dann ist die betr. Tangente eine vierpunktige. Sie 
ist als solche eine Doppeltangente, welche den Ucbergang bildet 
zwischen einer Doppeltangente mit reellen Berührungspunkten und 
einer isolirten Doppeltaugente. Es tritt dann also gleichzeitig die 
unter 3) vorgesehene Möglichkeit ein; in dieser (rleichzeitigkeit liegt 
weiterhin der Kern des ganzen Beweises. 
ad 2) Von den Fällen, in welchen zwei oder mehr Doppeltangenten 
coincidiren, sind offenbar nur diejenigen zu berücksichtigen, in denen 
eine isolirte Doppeltangente betheiligt ist. Aber unter ihnen werden 
schliesslich nur solche möglicherweise von Einfluss sein können, bei 
denen zwei isolirte Doppeltangenten coincidiren. Freilich kann sich 
eine isolirte Doppeltangente mit zwei conjugirt imaginären zu einer 
reellen dreifachen Tangente vereinigen (die letztere besitzt daun nur 
einen reellen Berührungspunkt). Ueberschreitet man aber eine solche 
Curve, so wird aus der dreifachen Tangente nur wieder eine isolirte 

*) Vierfach heisst im Folgenden eine Tangente, welche an vier Stellen 


berührt; eine Taugente, die vier consecutive Punkte enthält, ist „vierpunktig‘ 
genannt. 
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Tangente hervorgehen, indem sich von Neuem zwei imaginäre Doppel- 
tangenten ablösen. Denn die isolirte Doppeltangente hat sich mit 
ihr nicht gleichwerthigen Doppeltangenten vereinigt, und das kann auf 
die Zahl {” keinen Einfluss haben. 

Sonach bleibt nur das Zusammenfallen zweier isolirter Doppeltan- 
genten ad 2) zu untersuchen; wir werden weiterhin zeigen, dass ein 
solches Zusammenfallen zwei Bedingungen äquivalent ist, und also über- 
haupt nicht in Betracht kommt. 

ad 3) Der einzige Uebergang, der zwischen isolirten und nicht 
isolirten Doppeltangenten besteht, wird durch die vierpunkte Tangente 
gebildet. Sonach leitet 3) zu der unter 1) aufgeführten Möglichkeit 
zurück. 

Erörtern wir jetzt vorab den Einfluss, den das Auftreten eines 
reellen Doppelpunktes auf w und £” besitzt. Dieser Doppelpunkt kann 
isolirt oder nicht isolirt sein. In jedem Falle absorbirt er nach den 
Plücker'schen Formeln 6 Wendungen. Auch macht Plücker schon 
darauf aufmerksam*), dass beim isolirten Doppelpuukte diese sechs 
Wendungen sämmtlich imaginär sind, während beim nicht isolirten Dop- 
pelpunkte zwei und nur zwei reell sind. Die Zahl w wird daher im letzteren 
Falle und nur in diesem um zwei Einheiten vermindert. Aber diese zwei 
Wendungen w erscheinen von Neuem wieder, wenn man die Curve mit 
Doppelpunkt überschreitet. Denn der Doppelpunkt absorbirt eben immer 
zwei reelle Wendungen, von welcher Seite man ihn auch entstehen lassen 
mag. Desshalb erleidet also die Zahl w keine Aenderung, wenn man 
eine Curve mit Doppelpunkt überschreitet. 


Dasselbe ergiebt sich für £”. Hat eine Curve einen Doppelpunkt, 
so fallen eine Anzahl Doppeltangenten je paarweise in die Tangenten 
zusammen, die man vom Doppelpunkte an die Curve legen kann. Von 
den Berührungspunkten der Doppeltangente rückt dabei der eine in 
den Doppelpunkt hinein, während der andere abgetrennt liegt, da 
immer angenommen werden kann, dass keiner der im Doppelpunkte 
sich kreuzenden Curvenäste im Doppelpunkte eine Wendung besitzt. 
Desshalb kann keine reelle Doppeltangente mit imaginären Berührungs- 
punkten betheiligt sein. Also auch die Zahl E bleibt ungeändert, wenn 
eine Curve mit Doppelpunkt überschritten wird. 


Hieruach ist das Auftreten vielfacher Punkte für den hier gestellten 
Zweck nicht weiter zu untersuchen. Erörtern wir jetzt den Fall ad 1). 


*) Vergl. Theorie der algebraischen Curven n. 64. Auf das von Plücker 
gebrauchte Beweisprincip kommen wir noch im Texte zu sprechen. Einen Beweis 
nur aus Betrachtung der Lageuverhältnisse giebt für C, Möbius: Ueber die Grund- 
formen der Linien dritter Ordnung, Abhandl. der Sächs. Akad. 1849, 
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Zwei reelle Wendungen werden consecutiv, man hat eine vierpunktige 
Tangente. Bei Ueberschreitung einer solchen Curve wird gleichzeitig 
w’ um zwei Einheiten, {” um eine Einheit geändert. Die geometrische 
Anschauung zeigt, dass eine isolirte Doppeltangente aus der vier- 
punktigen entsteht, wenn die beiden Wendungen w’ imaginär werden; 
t wächst daher um eine Einheit, wenn w um zwei Einheiten abnimmt, 
resp. umgekehrt und daher bleibt w + 2€" beim Ucberschreiten der 
betr. Curve constant. 


Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dass das Zusammenfallen zweier 
isolirter Doppeltangenten zwei Bedingungen äquivalent ist. 


Untersuchen wir zu dem Zwecke, wie überhaupt bei einer Curve, 
die keine vielfachen Punkte besitzt, ein Zusammenfallen von Doppel- 
tangenten eintreten kann, und welche von den bez. Möglichkeiten durch 
nur eine Bedingung zwischen den Coefficienten dargestellt werden. 
Man findet, dass eine Doppeltaugente nur dann mehrfach zählt, wenn 
sie entweder mehr als zwei Berührungspunkte hat und also vielfache 
Tangente ist, oder wenn sie zum Mindesten in einem ihrer Berührungs- 
punkte einen höheren Contact besitzt. Durch eine Bedingupg sind 
charakterisirt der Fall der dreifachen Tangente und der Fall, dass die 
Doppeltangente in einem ihrer Berührungspunkte osculirt und also zu- 
gleich Wendetangente ist. Der Beweis dieser Behauptung, die sich 
auf allgemein algebraische Verhältnisse und nicht insbesondere auf Be- 
dingungen der Realität bezieht, soll hier nicht ausgeführt werden; er 
wird mit bekannten Mitteln geleistet. 


Aber keiner der beiden durch nur eine Bedinguug dargestellten 
Fälle kann durch das Zusammenfallen zweier isolirter Doppeltangenten 
herbeigeführt werden. Denn jede derselben hat ein Paar conjugirt 
imaginärer Berührungspunkte, und indem dieselben auf eine gerade 
Linie rücken, können nicht drei gleichwerthige oder zwei ungleichwerthige 
Berührungspunkte entstehen. Man würde entweder eine vierfache (nach 
wie vor isolirte) Tangente erhalten, oder eine solche, die an zwei 
conjugirt imaginären ‚Stellen osculirt. 


Die Zahl w + 2t” ist also für alle Curven ohne vielfache Punkte 
dieselbe, wie behauptet wurde. 


Um sie jetzt an einem Beispiele abzuzählen, nehme man vorab 
“eine Curve der x! Ordnung, die in lauter niedere Curven zerfallen 
ist und bei der man daher die Lage der Singularitäten und die 
Realität derselben deutlich übersieht. Sodann löse man die dabei 
vorhandenen vielfachen Punkte in bekannter Weise auf, und man er- 
hält eine Curve ohne solche Punkte, bei der sich ein Abzühlen von 
w und {” ohne Weiteres ermöglicht. Der Einfluss, den ein reeller 
Doppelpunkt auf die Zahl w’ ausübt, wurde oben für den allgemeinen 


. 
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Fall angegeben; er wird ein anderer*), wenu einer der Aeste des 
Doppelpunktes im Doppelpunkte eine Wendung besitzt. Um derartige 
Untersuchungen nicht noch zu benöthigen, wählen wir die zerfallene 
Ca so, dass unter ihren Bestandtheilen sich keine Ben Linie be- 
findet. 

Sei zuüchst » eine gerade Zahl, n = 2u. Dann zeichne man etwa u 
congruente concentrische Ellipsen, deren Hauptaxen unter resp. gleichen 


Winkeln () gegen einander geneigt sind. Jede Ellipse schneidet die 


andere in vier reellen Punkten, so dass im Ganzen 4- ze gi) mim = 


reelle, nicht isolirte Doppelpunkte bei der C, Pur sind, Fr. 
sonst offenbar überhaupt keine Doppelpunkte. Auch die Lage der 
4 n(n— 2) (n?—9) [eigentlichen oder uneigentlichen] Doppeltangenten 
dieser C, ist ersichtlich. Sie sind repräsentirt: : 

1) Durch die 4» (n—2) reellen Tangenten, welche irgend zwei der 
u Ellipsen gemeinsam berühren. 

2) Durch die 4a (rt 2) (n -4) Tangenten , welche ınan von deu 
Durchschnittspunkten zweier Ellipsen an eine dritte ziehen kann. Diese 
Tangenfen sind theils reell, theils paarweise conjugirt imaginär. Keine 
von ihnen hat P ona hranate: Sie zählen als Dop- 
peltangenten doppelt. 

3) Durch die als Doppeltangenten vierfach zählenden 

Ln(n —2) (n? — 2n—2) 
Verbindungslinien der genanuten Durchschnittspunkte unter einander. 
Sie sind alle reell; als ihre Berührungspunkte sind bez. die beiden 
Durchschnittspunkte aufzufassen, welche sie verbinden. 

Geht man von der so beschriebenen €, zu einer benachbarten 
Curve ohue vielfachen Punkt über, so liefert, nach dem wiederholt be- 
nutzten Satze, jeder der £n(n—2) Doppelpunkte zwei reelle Wen- 
dungen; man bekommt also: 

wW“=n(n—2), 
da vor Auflösung der Doppelpunkte überhaupt keine reellen Wendungen 
vorhanden waren. 

Ferner ergiebt sich: 


. 


; "—=0. 
Denn man kann einzelu verfolgen, was aus den Doppeltaugenten der 
zerfallenen Curve wird. Die Doppeltangenten 1) bleiben reell mit 
reellen Berührungspunkten. Von den Doppeltangeuten 2) spaltet sich 
jede, je nach der Auflösungsart des Knotenpunktes, in zwei reelle und 


*) Vergl. Zeuthen: Almindelige Egenskaber ved Systemer af plane Kurver, 
Abhaudl. der Dänischen Akademie 1873. 
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dann nicht isolirte Doppeltangenten oder in zwei conjugirt imaginäre. 
Ebenso übersieht man, dass jede der Doppeltangenten 3) vier reelle 
und nicht isolirte oder vier paarweise imaginäre Doppeltangenten 
ergiebt. Es entsteht also bei der Auflösung der Doppelpunkte keine 
isolirte reelle Doppeltangente; vor der Auflösung war keine vorhanden, 
und also hat man im Beispiele (n = 0 (mod 2)): 


w + 2t = n(n— 2). 


Zugleich ist gezeigt, dass, für cin gerades n, Curven mit der Maximal- 
zahl reeller Wendungen, n(n—2), wirklich existiren. 


Für ungerades n ergiebt sich ein geeignetes Beispiel folgender- 
massen. Sein = 2u + 3. So zeichne man u Ellipsen, wie im vorigen 
Falle, und ergänze dieselben zu einer C, durch eine Curve dritter Ord- 
nung, welche jede der Ellipsen in sechs reellen Punkten schneidet. 
Dies ist möglich, wenn man z. B. der Curve dritter Ordnung folgende 
Gestalt giebt: 


wo AB einen Abstand bedeutet, der grösser ist als die grosse Axe 
der benutzten Ellipsen, CD einen Abstand, der kleiner ist als die kleine 
Axe der Ellipsen. Diese Curve lege man in der Art, dass M in den 
gemeinsamen Mittelpunkt der Ellipsen fällt; so wird sie jede der 
Ellipsen in sechs reellen Punkten treffen. 

Man mache nun ganz ähnliche Abzühlungen, wie so eben. Es ist 
bei ihnen nur darauf zu achten, dass die C, bereits au sich drei 
Wendungen enthält. Auch sei als Monient beim Beweise hervorgehoben, 
dass keine der 12 Tangenten, welche die C, mit der einzelnen Ellipse 
gemein hat (und die theils reell, theils imaginär sein werden), eine 
isolirte Doppeltangente der C, liefern kann; denn isolirte reelle Tan- 
genten giebt es bei der reellen C,, oder gar der reellen Ellipse nicht. 
Auf diese Weise findet man: 


Auch bei ungeradem n ist 
w + 2t = n (n— 2), 
und Curven mit der Maximalzahl reeller Wendungen, n (n— 2), existiren. 


Andererseits ist evident, dass, bei uugeradem », eine Minimalzahl 
für die reellen Wendungen existirt. Denn jede solche C, (ohne viel- 
fachen Punkt) hat bekanntermassen einen unpaaren Zug, der als solcher 
mindestens drei Wendungen besitzt. — 
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Die allgemeinere Formel: 


n + w +2" =k+r+ 2d” 
ergiebt sich aus der jetzt bewiesenen folgendermassen. 


Man denke sich die Curve mit vielfachen Punkten aus einer be- 
nachbarten ohne vielfachen Punkt entstanden. 

Dann hat man für letztere: 

w +2" =n(n—2) 
und es sind nun die Modifieationen zu untersuchen, welche die viel- 
fachen Punkte au den Zahlen w, £ anbringen. In dieser Hinsicht 
stelle ich folgende Sätze voran, von denen die beiden ersten zum Theil 
schon benutzt wurden: 

1) Jeder reelle, nicht isolirte Doppelpunkt, sowie jeder reelle Rück- 
kehrpunkt, absorbirt zwei reelle Wendungen w. 

2) Der isolirte reelle Doppelpunkt hat auf die Zahl #° keinen 
Einfluss. 

3) Die reelle Verbindungsgerade zweier conjugirt imaginärer Doppel- 
punkte absorbirt zwei, und die reelle Verbindungsgerade zweier conju- 
girt imaginürer Rückkehrpunkte absorbirt drei reelle isolirte Doppel- 
tangenten t”. 

4) Andere Reductionen in den Zahlen w und €” finden nicht Statt. 


Die Sätze 1) 2) werden von Plücker gegeben. Er beweist sie 
für Curven dritter Ordnung und erschliesst daraus ohne Weiteres ihre 
allgemeine Gültigkeit. Es heisst das, algebraisch zu reden, dass man 
die bei der beliebigen Curve in der singulären Stelle stattfindende 
Reihenentwickelung bei einem bestimmten Gliede abbricht. In dem- 
selben Sinne wird man ähnliche Sätze beweisen, indem man sich an 
dem Beispiele einer Curve von hinlänglich hoher Ordnung von ihrer 
Richtigkeit überzeugt. 


Für den Satz 3) geben geeignet gewählte Curven vierter Ordnung 
brauchbare Beispiele; z. B. die vieluntersuchten C,, welche die Kreis- 
punkte zu Doppelpunkten haben, und die Cartesischen Ovale, bei denen 
die Kreispunkte Spitzen sind. Bei ihnen findet man nur noch zwei, 
bez. eine Doppeltangente erster Art (im Siune Zeuthen’s), und daher 
sind zwei, bez. drei dieser Doppeltangenten, die jedenfalls isolirte Dop- 
peltangeuten waren, durch die vielfachen Punkte, resp. deren Ver- 
bindungslinie, absorbirt. 

Die allgemeiue Formel ergiebt sich jetzt sehr einfach. Es sei für 
eine gegebene Cürve der n" Ordnung und der k'r Classe: 

d’ die Zahl der reellen, nicht isolirten, 
d” die Zahl der reellen, isolirten, 
d” die Zahl der imaginären Doppelpunkte. 
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Sei ferner: 
r die Zahl der reellen, 
r” die Zahl der imaginären Spitzen. 
Dann hat man nach den vorausgeschickten Sätzen: 
w + 2t =n(n—2) — 2d’ — 2r — 2d” — 3r”. 
Aber andererseits ist nach den Plücker'schen Formeln: 
k == n (n — 1) — 2(+d4"+d”) — 3(r+r”). 
Also folgt: 
n+uw +2" —=k+r + 2d", 
was zu beweisen war. 


In dem Umstande, dass diese Formel sich selbst dualistisch ist, 
wird man eine Controle der in ihr auftretenden Zahlencoefficienten 
erblicken. 

Es mag hier zuvörderst eine Anwendung dieser Fomel angeschlossen 
werden. Es sei eine complexe Curve von der Ordnung n, der Classe 
k gegeben, d. h. eine Curve, deren Gleichung complexe Coefficienten 
besitzt. Dieselbe wird eine Anzahl reeller isolirter Punkte’ (ð) und 
reeller isolirter Tangenten (r) enthalten, welche aber, allgemein zu 
reden, nicht weiter mit besonderen Singularitäten behaftet sind, sondern 
einfache Elemente der Curve vorstellen. Zwischen diesen beiden Zahlen 
finden wir eine Relation. Man vereinige nämlich die Curve mit der 
ihr complex conjugirten. So hat man eine Curve von der Ordnung 
2n, von der Classe 2%, welche ausser à isolirten Doppelpunkten und 
t isolirten Doppeltangenten überhaupt keine reellen Elemente enthält. 
Sie enthält keinerlei höhere Singularitäten; daher ist unsere Formel an- 
wendbar. Mau findet also: 


n+tr=k-+d. 
Bei einem complexen Kegelschnitte z. B. können 0, 2, 4 Punkte reell 
sein; dann sind auch 0, 2, 4 Tangenten reell*). Eine complexe Curve 
dritter Ordnung sei in Linien -Coordinaten durch ' 


p+iv=0 
dargestellt; dann haben die Curven sechster Classe 
p=0, y=0 


sicher vier und höchstens zwölf reelle, gemeinsame Tangenten ete. 


*) Es ergiebt sich: Sind 2 und nur 2 Punkte reell, so liegen dieselben inner- 
halb desselben von den beiden dann vorhandenen reellen T'angenten gebildeten 
Winkelraumes. Nimmt man 2 reelle Punkte in anderer Lage gegen 2 reelle Tan- 
genten an, so werden gleich 4 Punkte und 4 Tangenten reell; die 4 Punkte lie- 
gen bez. innerhalb der 4 von den 4 Tangenten gebildeten Dreiecke. 
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Sodann sei noch einer Verallgemeinerung gedacht, welche man 
unserer Formel zu Theil werden lassen kann und die sich darauf be- 
zieht, dass man statt der geraden Linien der Ebene ein reelles Netz 
von Curven beliebiger Ordnung: 


4,9, + 4,9, + 4,9, = 0 


betrachtet. Man kann dieses Netz in bekannter Weise dazu benutzen, 
um eine beliebig gegebene Curve 


f=0 


eindeutig zu transformiren; den Schnittpunktsystemen von f mit den 
Curven des Netzes entsprechen dann die Schnittpunktsysteme der trans- 
formirten Curve mit den Geraden der Ebene. Den bekannten Erörte- 
rungen über diesen Gegenstand hat man nur einige wenige Betrach- 
tungen über die Realıtätsverhältnisse bei einer derartigen Transformation 
hinzuzufügen, um für die transformirte Curve unser Theorem anwenden 
zu können und damit für die Curve f die gemeinte Verallgemeinerung 
zu finden. Es sei in dieser Richtung Folgendes hervorgehoben. Auf 
der Curve f giebt es Paare von Punkten, durch welche noch Büschel 
von Curven @ hindurchgehen. Dieselben vereinigen sich bei der ein- 
deutigen Transformation zu Doppelpunkten der transformirten Curve. 
Diese Doppelpunkte sind, sobald die betr. 2 Punkte auf f reell sind, 
reell und nicht isolirt; sind aber die Punkte auf f conjugirt imaginär, 
so enthält die transformirte Curve einen reellen, isolirten Doppelpunkt. 
Auf solche Weise findet man folgenden Satz: 
Es seı 
N die Zahl der beweglichen Schnittpunkte der @ mit f, 
K die Zahl derjenigen ø, welche, durch einen beliebig ge- 
wählten Punkt hindurchgehend, f berühren, 
W’ die Zahl derjenigen reellen y, welche f osculiren, 
T” die Zahl solcher reeller y, die fin zwei imaginären Punkten 
berühren, 
K die Zahl der reellen Spitzen von f, mit Ausnahme derjenigen, 
die etwa Grundpunkte des Netzes sind, 
D” eine Zahl, die aus zwei Bestandtheilen zusammengesetzt ist. 
Sie umfasst zunächst die Zahl derjenigen isolirten Doppel- 
punkte von f, welche nicht Grundpunkte des Netzes sind. 
Sie umfasst sodann die Zahl der eben genannten Vor- 
kommnisse: dass auf f Paare conjugirt imaginärer Punkte 
gefunden werden können, dwrch welche noch eiu Büschel 
von Curven @ hindurchgeht. 


Dann hat man immer: 


Mel N De, u SEE 2 
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Man nehme z. B. als Netz die Kreise, welche durch einen festen 
Punkt gehen (wo dann die betr. eindeutige Transformation einfach 
eine Umformung durch reciproke Radien wird), als Curve f eine Ellipse 
oder eine Hyperbel. 


Dann hat man beide Mal: 
N=4, K=6, RF =Q. 


Aber D” ist das eine Mal gleich 1, das andere Mal gleich Null. 
Die unendlich ferne Gerade nämlich bildet mit allen durch den ange- 
nommenen Punkt hindurchgehenden geraden Linien ein Büschel von 
Kreisen, welche f ın zwei festen Punkten schneiden, und diese beiden 
Punkte (die unendlich fernen Punkte) sind bei der Ellipse conjugirt 
imaginär, bei der Hyperbel reell. Man hat also: 


bei der Ellipse: W+27"—=4, 
bei der Hyperbel: W + 2 T” =2. 


In Worten: Bei einer gegebenen Ellipse oder Hyperbel construire 
man alle Krümmungskreise, sowie alle Kreise, welche in zwei conjugirt 
imaginären Punkten berühren. Wenn man dann die letzteren doppelt 
zählt, so erweist sich die ganze Ebene bei der Ellipse vierfach, bei der 
Hyperbel doppelt mit Kreisen überdeckt. 


München, im Januar 1876. 
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Note sur les singularités des courbes planes. 


Par H. G. ZEUTHEN à Copenhague. 


Le but du présent article est d'exposer quelques résultats dans une 
forme dont je me servirai dans un travail suivant. Les résultats eux- 
mêmes sont déjà publiés et démontrés par d’autres auteurs, celui du 
n° 1. par M. Stolz*); si je n’en supprime pas pour cette raison la 
démonstration, c’est parce que j'ai besoin de renvoyer aux équations et 
aux définitions qu'elle contient. Pour déterminer dans les n° 2 — 4. 
ce que j'appelle les valeurs principales des équivalents plückeriens (voir 
les n® 2—4.), je me sers des methodes indiquées par M. Cayley daus 
son remarquable mémoire: On the Higher Singularities of a plane 
Curve**), et démontrées dernièrement par M. Halphen, soit par 
l'analyse ***), soit par des procédés géométriques f). La démonstration 
géométrique que j’exposerai dans le n° 4. ressemble à celle de M. Hal- 
phen; toutefois je ne me contente pas d’un simple renvoi aux notes 
de ce savant, parce que ma démonstration fait le complément naturel 
de celle dont je me suis servi autrefois pour prouver et étendre le 
théorème sur la conservation du genre d'une courbe assujétie à des 
transformations birationnelles ft). C’est pour des raisons semblables 
que je ne neglige pas la démonstration du n° 3. 


1. Nous ferons, pour étudier les propriétés d'un point singulier 
d'une courbe, usage du procédé ordinaire: nous prendrons pour origine 
des coordonnées le point singulier, et nous developperons — ou sup- 


—— | ——— 


*) Mathematische Annalen t. VIII. — M. Nöther l'énonce aussi sans dé- 
monstration, à la fin d'un article independent de celui de M.Stolz, dans le t. IX 
des Mathematische Annalen. 

**) The Quarterly Journal, vol. 7, 1866. 

»+*) Comptes rendus, 29 juin 1874; une autre démonstration, fondée sur un 
théorème communiqué dans un cours de M. Kronecker, est indiquée par M. 
Stolz, et M. Nöther les démontre au moyen de transformations. 

+) Comptes rendus, 15 mars 1875. 

tt) Mathematische Annalen t. III, p. 150. — M. Bertini avait indiqyé an- 
térieurement une démonstration semblable du même théorème. 
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poserons développées — les expressions des ordonnées y de points pla- 
ces sur la courbe dans le voisinage du point singulier en des series 
suivant des puissances ascendantes de leurs abscisses x. On dit que 
deux points se trouvent sur la même branche, s'ils sont représentés par 
la même série. Le plus petit multiple commun des dénominateurs des 
exposants de cette série (réduits à leurs formes les plus simples) s’ap- 
pelle, si la droite x = O n'est pas tangente à la branche, le degré de 
multiplicité de la branche regardée comme lieu de points; s'il est égal 


à m la série sera développée suivant des puissances entières et positives 
1 


de z” =., Elle aura donc la forme suivante: 


(1) sd Da" = a, E + Das, 


où la somme A comprend tous les termes à l'exception du premier; 


toutes les valeurs de ma; sont entières, et r et m peuvent avoir des 
facteurs communs. 


Suivant la supposition déjà faite, que x = O ne soit pas taugente 
à la branche, nous avons r > m; en prenant la tangente de la branche 
pour axe y = 0, nous obtenons que r > m. Le numérateur r est le 
nombre de points d'intersection de la tangente avec la branche qui 
coïncident avec le point singulier. | 

A côté des coordonnées ponctuelles x et y, nous ferons usage aussi 
de coordonnées tangentielles X et Z, dont la relation avec les coor- 
données ponctuelles sera définie par la circonstance que l'équation 


(2) Xz+y+Z=0 


exprinera que le point (x, y) se trouve sur la droite (X, Z). Alors 
les coordonnées de la tangente en (x, y) à une courbe dont on con- 
naît l'équation ponctuelle, auront les expressions suivantes 


(3) X=-—- I, =: y, 


et les coordonnées du point de contact d’une tangente à une courbe 
donnée par son équation tangentielle, se détermineront d’une manière 
tout-à-fait analogue. 


Nous nous proposons ici de chercher la forme de la série servant 
à exprimer par X la coordonnée Z d'une tangente — voisine de la 
tangente singulière y —=0 ou X = Z =U — de la branche représentée 
par la série (1). Le plus petit multiple commun #° des dénominateurs 
des exposants de la nouvelle série s'appelle le degré de multiplicité de la 
branche regardée comme enveloppe de ses tangentes, et indique le nombre 
de taugeutes menées à la courbe d'un point de la tangente singulière 

14° 


212 H. G. Zeuraex. 


bd 


qui coincident avec celle-ci (non-compris les tangentes à d'autres 
branches, s'il y en a). Si la série prend la forme de 
? y p 


(4) Z= a) X" + Da X“, 
r sera le nombre des tangentes passant par le point singulier qui 


coïncident avec la tangente singulière. 


Au moyen des équations (3) on trouve les expressions suivantes 
des coordonnées d'une tangente de la branche représentée par l’equa- 
tion (1): 


f na ge r > -1 
(5) Xæ a2 A > «as ne De ar, 


(6) Z= = ajz" + > (u — 1)a; x" = a 8 + Die a8”. 


m 


On peut déduire de l'équation (5) une serie, servant à exprimer Ë, 
1 


développée suivant des puissances entières et positives de X”, En 
substituant cette série à Ë dans l'équation (6), on obtiendra pour ex- 
primer Z la série suivante 


r 
(1) Zea X, 
qui doit être la série cherchée (4). 
Certes, on ne peut pas en conclure immédiatement, que m = r — m, 
ou que r— m valeurs de Z correspondent à une valeur donnée de X; 
car on pourrait s'imaginer que, dans la série trouvée (7), tous les 


termes où un facteur de r—m n’est pas aussi facteur du numerateur 
de l’exposant disparaissent. Mais, en tout cas, il est certain que 


, 


7 


een mZr— m 
m rm’ < ? 


et, par conséquent, que 7 Zr. Or on peut déduire la série (1) ex- 
primant y par x, de la série (4), absolument comme on déduit celle-ci 
de la serie (1), ce qui conduit à r < v. Il faut donc que 


r=r, Mmr—N, Ww=r—m. 


Nous avons donc démontré le théorème suivant: 

Le nombre r des points d’intersection coincidents d'une branche d'une 
courbe avec sa tangente en un point singulier, est égal à celui des tan- 
gentes passant par le point singulier qui coincident avec la tangente sin- 
gulière. Si m et.m’ sont les degrés de multiplicité de la branche re- 
gardée comme lieu de ses points ou comme enveloppe de ses tangentes, 


on aura 
r=m4 n. 
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On voit par une simple addition qu'on peut appliquer à un com- 
plexe de branches par un point singulier qui y ont-la mème tangente, 
ce que nous venons de dire d'une seule branche. 


2. Pour appliquer à une courbe algébrique douée de singularités 
supérieures les équations plückeriennes, il faut regarder comme réunies 
en chacun de ses points singuliers un nombre de points doubles (6) 
et de points stationnaires (£), et en chacun de ses tangentes singu- 
lières, un nombre de tangentes doubles (ð) et de tangentes station- 
naires (#). Nous appellerons 6 et € l'équivalent plückerien du point 
singulier, et Ò et € l'équivalent plückerien de la tangente singulière. 

Comme il n'y a que trois équations plückeriennes, les équivalents 
plückeriens d’un point singulier et d'une tangente singulière n'auront 
pas, en général, des valeurs entièrement déterminées; mais M. Cayley 
a montré, comment on peut en déterminer les valeurs, si, à côté des 
relations plückeriennes, on a égard à l'équation qui sert à exprimer 
le genre de la courbe. Nous démontrerons dans les deux n°% suivants 
les théorèmes qui servent, avec ceux qu'on en déduit par le principe 
de dualité, à déterminer ces valeurs uniques que nous appellerons les 
valeurs principales des équivalents, et nous montrerons après comment 
on en déduit les expressions de leurs valeurs générales. Le théorème 
du n° 3. est, du reste, aussi applicable aux valeurs générales. 


3. Si l'on désigne par Ò ct € l'équivalent plückerien d'un point 
singulier d'une courbe algébrique, 20 + 3e sera egal au double de la 
somme des ordres des segments infiniment petits interceptes par la courbe 
sur une secante dont la distance au point singulier est infiniment petite 
du premier ordre, et qui ne coïncide avec aucune des tangentes en ce 
point. 

Dans cette forme, que nous avons empruntée à un theoreme sem- 
blable de M. Halphen*) sur le nombre d'intersections de deux courbes 
confondues en un point, ce théorème de M. Cayley se déduit sans 
difficulté, soit d'une application du théorème cite de M. Halphen à 
l'intersection de la courhe donnée avec une courbe polaire, soit de la 
démonstration de la première relation plückerienne par le principe de 
correspondance **). 

Nous ferons usage ici de cette dernière démonstration. 

Regardons comme correspondantes les droites AX et AY qui 
joignent un point fixe À à deux points d’insersection de la courbe avec une 


*) Bulletin de la Société Mathématique de France |, p.133. La restriction: 
„et qui ne coïncide avec aucune tangente à l'une des courbes en ce point“, que 
M. Halpben fait dans son énoncé, n'est pas nécessaire, pendant que, dans le 
théorème qui nous occupe ici, la nécessité de la restriction analogue est évidente. 
**) Voir lés Nouvelles Annales de Mathématiques 2° série, t. V, p. 295 et suiv. 


214 H. G. Zeuruex. 


droite passant par un autre point fixe B. Alors, si nous désignons 
par n l'ordre de la courbe, à une droite AX correspondent n(n — 1) 
droites À Y, et réciproquement. Ily aura donc 2n (n — 1) coïncidences 
de droites correspondantes AX et AY, dont les n(n—1) ont lieu 
dans la droite AB. Les autres droites où a lieu cette coïncidence 
sont celles qui joignent A aux points de contact des » tangentes 
qui passent par B, w étant la classe de la courbe, et celles qui joignent 
A aux points singuliers de la courbe. Pour compter les coïncidences 
qui ont lieu en chacune de ces droites on fait usage de la règle sui- 
vante, applicable en général à trouver les degrés de multiplicité des 
solutions indiquées par le principe de correspondance *): 

Le nombre de coincidences de AX et AY qui ont lieu en une 
droite AD par A, est égal à la somme des ordres des angles infini- 
ment petits XAY formés d'une droite AX, qui fait avec AD un 
angle infiniment petit du preinier ordre, et des droites correspondan- 
tes AY. 

Cette regle nous montre que le nombre des coincidences qui ont 
lieu dans la droite joignant A à un point singulier. D (dont aucune 
tangente ne passe pas B), est précisément égal à la somme double 
dont parle le théorème. Si D est un point double on trouve le nombre 
2, sil est un point stationnaire, le nombre 3, d'où résulte la premiere 
formule de Plücker. Il faut donc que, si le point D est équivalent 
à Ô points doubles et & points stationnaires, le nombre trouvé soit égal 
à 285-+38 Donc etc. | 

Les ordres des segments infiniment petits se déterminent sans dif- 
ticulté par les series dont nous avons parlé dans le n° 1. 

Note. Si, dans la démonstration précédente, le point B se trou- 
vait sur une des tangentes au point singulier D, le nombre de coïn- 
cidences ayant lieu en À D serait égal à 20 + 3e plus le nombre de 
tangentes par B qui coïncident avec BD, ou bien (selon le n° 1.), si 
le point est k-tuple et que l points d'intersection de la courbe avec 
BD coincident avec D, à 28 + 3e+1—%X. En déterminant ce même 
nombre de coïncidences par la règle dont nous venons de faire usage, 
on trouve qu'il est égal aussi au double de la somme des ordres des 
segments infiniment petits interceptés par la courbe sur une sécante 
passant par B (un point de la tangente DB), et dont la distance au 
point D est infiniment petit du premier ordre. Dans le cas où une 
seule branche de la courbe passe par le point D on obtient, en faisant 
usage de la même représentation analytique que dans le n° 1., le corol- 
laire analytique suivant: 


er —— onen 


*) Voir le Bulletin des Sciences Mathematiques et HORS publié par 
MM. H ia et Hoüel, t. V, p. 187. 
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Soit y une fonction de x représentée par une série, développée sui- 
1 
vant des puissances entières, positives et ascendantes de x", m étant un 


. . r . . .. 
nombre entier, et soit T l'exposant du premier terme de cette serie; alors 


Je dis que, si l’on en déduit la serie, développée suivant des puissances 
de y, qui sert à exprimer x, le double de la somme des exposants des 
premiers termes des différences des valeurs de x déterminées par cette 
dernière série, et le double de la somme analogue formée d’exposants de 
la première série, auront pour différence r —m. 

Certes, nous avons supposé dans notre démonstration, que la 
fonction que représente la série donnée dans les limites de convergence 
soit algébrique; mais cette circonstance n'est pas essentielle pour le 
corollaire. — En démontrant directement ce corollaire, on obtiendra 
une nouvelle démonstration du théorème 1. 


4. La valeur principale du nombre des points stationnaires réunis 
en un point singulier d'une courbe algébrique, est egal à la somme 
Z(m—1) des degrés de multiplicité, diminués chacun d'une unité, des 
branches par le point, les branches étant regardées comme lieux de points. 

Considérons, pour prouver ce théorème, deux courbes (C,) et (C,) 
des ordres n, et n, et des classes n,’ et n,', placées dans le même plan, 
et dont les points se correspondent un-ä-un. Soient P, et P, deux 
points correspondants et mobiles sur les deux courbes, et A, et A, deux 
points fixes du plan qui n'ont par rapport aux deux courbes aucune 
position particulière. Alors le heu du point d'intersection Q de A, P, 
et A, P, sera une courbe de l'ordre n, + n,, ayant eu A, un point 
n,-tuple et en A, un point n,-tuple, ce qu'on voit en comptant les 
points d’intersection de ce lieu avec des droites par A, et par A,. On 
trouve la classe du même lieu, que nous appellerons la courbe auxiliaire, 
en comptant les tangentes par A, ou par A,, et les deux valeurs qu'on 
trouve ainsi doivent être égales. Les tangentes par A, (ou À,) seront: 
1° les 2n, (2n,) qui coincident avec les n, (n,) tangentes en ce point 
n,-tuple (n,-tuple), 2° les n; (n,) tangentes à la courbe (C,) ((C,)), 
et 3° une partie des droites joignant A, (A,) aux points singuliers de 
(C,) (de (C,)). Nous allons rendre compte de ces dernières tangentes. 

Considérons sur la courbe (C,) une branche qui (regardée comme 
lieu de ses points) est m,-tuple en un point singulier O,. A ce point 
correspondent sur (C,) autant de points (qui ne peuvent se confondre 
qu’en des points multiples de C,) qu'il y a de branches par O,, Dé- 
signons par O, celui qui correspond à O,, regardé comme appartenant 
à la branche m,-tuple considérée, et supposons que la branche corre- 
spondant à celle-ci soit #,-tuple. Alors le point d'intersection de 
A,0, et 4,0,, se trouvera sur une branche de la courbe auxiliaire 
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qui rencontre À,0, en m,, et 4,0, en m, points coïncidents. Par 
conséquent, le théorème du n° 1. nous montre que, si m, >m,, m, — m, 
tangentes, menées de A, à la courbe auxiliaire, coincident avec 4,0,, 
et, si m, < M}, M, — m, tangentes de A, coincident avec 4,0,; si 
m=Mm, aucune de ces droites n'est tangente à la branche de la courbe _ 
auxiliaire dont il s'agit. (Dans tous les trois cas, il est possible qu'à 
cause d'autres branches multiples par O, ou O,, d’autres tangentes à 
la courbe auxiliaire coïncident avec l'une ou l'autre de ces deux droites.) 

L'égalité du nombre des tangentes par A, à celui des tangentes 
par, A, s'exprime donc par l'équation suivante . 


2m, +n'-—2n, — n H >, --m) = 0, 


où la somme > s'étend à toutes les branches multiples par les points 
singuliers de toutes les deux courbes, et aux branches‘gorrespondantes. 
Comme il peut y avoir, au nombre de ces dernières branches, des 
branches simples, il est plus commode de transformer le dernier terme 
de l'équation trouvée de la manière suivante 


> (m, —m;) => [m —1) — (m, — 1)] => (m, — 1) —>. (m, — 1); 


car alors toutes les branches simples de l’une et de l'autre courbe se- 


ront éliminées, et il suffira d'étendre la somme > a toutes les 


branches multiples de (C,), et >, à toutes celles de (C,). L’equation 


trouvee sera donc remplacee par la suivante 


ni + 2 (m —1)— 2n =n + eA (m — 1) — 2n,. 
Une branche formant un point stationnaire est double (m = 2), 


pendant que les deux branches qui forment un point double ordinaire 
sont simples. Pour une courbe qui n’a que des singularites ordi- 


naires, > (m—1) sera donc le nombre des points stationnaires, et 


"+ > (m—1) — 2n sera égal à 2(p—1), p étant le genre de la 
courbe. [L’équation trouvée est donc celle qui exprime légalité des 
genres de deux courbes dont les points se correspondent un-à-un. Dans 
cette équation, appliquée à une courbe douée de singularités supérieures, 


> œ=) remplace le nombre des points stationnaires d'une courbe 
ordinaire. En appliquant cette même évaluation séparément à chacun 
des points singuliers, on obtient le théorème énoncé. 

5. Il n’est pas toujours les valeurs principales des équivalents plücke- 
riens qu'on rencontre dans les applications. En effet, dans un système 
de courbes douées d’un certain nombre de points doubles et station- 
naires, les courbes où plusieurs de ces points se sont confondus ne 
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sout pas toujours du même geure qu'une courbe générale du systeme *). 
Toutefois il reste toujours essentiel de savoir déterminer les valeurs 
principales parce qu’elles forment un systeme de valeurs des équiva- 
lents, dont on peut déduire sans difficulté les valeurs générales. 

Quant à ces valeurs générales des équivalents plückeriens on ne 
peut les déterminer séparément, comme les valeurs principales, pour 
les points singuliers et pour les tangentes singulières: il faut chercher 
à la fois l'équivalent d et € et l'équivalent ô- et & de toutes les bran- 
ches qui dans le même point ont la même tangente, pendant que les 
points d'intersection dé deux branches à tangentes distinctes sont tou- 
jours des points doubles, les droites tangentes en deux points distincts, 
des tangentes doubles. 

Soit Ò, €, Ò, € un système quelconque de valeurs simultanes des 
équivalents plückeriens d'un point singulier formé d'une seule branche, 
ou de plusieurs branches tangentes l'une à l'autre, ct de la tangente en 
ce point, et soient Ö,, &,, d,, & les valeurs principales de ces equiva- 
lents. Alors | 

ò = ð, — du, Emme, 42a, ed, — 3a, E= +2a, 
où « est un nombre entier assujéti à la seule condition qu'il doit donner 
à ò, €, d', € des valeurs positives. 

En effet, on déduit des relations plückeriennes que 

28 + 3e =28 +36, 
20 + 3E =28 +38, 


r 


d, € 
Nous désignerons par E a les singularites d'un point à une 
3 


seule tangente dont les équivalents plückeriens ont les valeurs de 6, 
E€, Ò, €. Nous joignons deux notations de cette espèce par le signe 
de = ou de =, suivant que les valeurs des équivalents sont les mêmes, 
ou que, seulement, elles ont la mème influence dans les relations 
plückerieunes. Les résultats que uous venons d'indiquer s'écriront donc 


ja à wm ( — 30, € + > u i in) 
day NM Se a t a — A8, a 


Un contact triponctuel de deux branches simples sera représenté par 


*) I existe, par exemple, en général, dans un système de courbes douées 
de deux points stationnaires, des courbes singulières où ces deux pointa, confondns, 
forment un point de contact triponctuel de deux branches aimples, quoiqne les 
valeurs principales de l'équivalent de ce point sont ọ =3, e=0. (Ceux de la tan- 
gente eu ce point sont d'= 3, e'=0.) Voir mon mémoire sur les propriétés des 
systèmes de courbes planes dans les Mémoires de l’Académie danoise des Sciences 
bee série t. 10, IV (p. 319). 
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6 0\ _ 0,2 

3, 0 = (o 2)” 

où la première représentation contient les valeurs principales des équi- 
valents plückeriens. 


Applications. 

6. Nous nous proposons d'étudier ici une classe de points singu- 
liers, dont nous aurons besoin, dans le mémoire suivant, de connaitre 
les équivalents plückeriens: les points quadruples, à une seule tangente 
qui rencontre la courbe en six points coincidents.. 

Selon notre théorème 1, la somme des degrés de multiplicité des 
branches formant le point singulier, regardées comme enveloppes de 
tangentes, est égale à 2, pendant que la tangente compte pour 6 tan- 
gentes menées par le point singulier lui-même. La premiere de ces 
circonstances montre que le nombre de ces branches est, au plus, égal 
à 2. On voit done que les seuls cas possibles sont les suivants: 

1°. Il y a deux branches, simples si l’on les regarde comme des 
enveloppes de tangentes, et dont l’une est simple l'autre triple si l'on 
les regarde comme des lieux de points. 

2°. Il y a deux branches, simples si l’on les regarde comme des 
enveloppes, doubles si l’on les regarde comme des lieux. 

3°. Il n'y a qu'une seule branche, double si l’on la regarde comme 
une enveloppe, quadruple si l'on la regarde comme un lieu. 

Si l'on prend le point singulier pour origine, et la tangente pour 
axe des abscisses, les premiers termes des séries représentant ces bran- 
ches se déterminent, sans difficulté, par la circonstauce que la tangente 
rencontre la courbe en six points coïncidents, et qu'elle compte pour 
six tangentes par le point singulier. 

Premier cas. Les séries auront les formes suivantes 


y= at +e, y, = ba} Ze, 
BAR. LASi, 
où x et y sont les coordonnées ponctuelles, X et Z les coordonnées 
tangentielles; y, et y, sont les valeurs de y qui correspondent, pour 
les deux branches, à la mème valeur de x, et Z, et Z, ont des signi- 
fications analogues. Si d,, &, Ô, &, sont les valeurs principales des 
équivalents, on trouvera donc les équations suivantes 
20, +3, =2.4-3 +44:32 =16, & =2, 
25, +3, =2.2=4, & = 0, 
D (4) Ga) 
(1) dj € 


qui sera le seul systeme de valeurs des équivalents. 
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Deuxième cas. Le premier exposant des séries exprimant y par x 
sera }, celui des séries exprimant Z par X,°3. Soient les premières 
séries 

$ 4 
Just tea +, 
3 1 
h= as? He oui ee, 
où c, et c, sont les premiers coefficients différents dans les deux séries, 
q, un nombre entier > 2. Alors, quant à la représentation tangen- 
tielle, on deduira de la formule (5) du n° 1.: 
1 g—3 
Lou Se — ie. Ei ER —... 
d'où E . 


1 
g a ER Le, 


où C est le premier coefficient qui dépend de c. On aura par consé- 
quent, en désignant par x, et x, les valeurs de x qui correspondent, 
pour les deux branches, à la même valeur de X: 


1 1 
ES = g—2 
t7 — 2 æ(CG—C)X +: 
LS FENE 2 
En substituant ces valeurs de s”, 2,2, 2,2 — .,? dans l'équation 


el 1 u. a a 

2-4 (rs) afata" atta) (cz, tet) +e, 
qu'on déduit de l'équation (6) du n° 1., on trouve que les géries ex- 
primant Z par X sont des formes suivantes: 

Z =AX’+:.:+DX’'+--, 

AER EERE E e -, 
où D, et D, sont les premiers coefficients différents dans les deux 
séries. 

On déduit des formes des séries que 

28, +36 =2.$.2.1 42.2.2 42.1.2 =12 +24, 8-2, 
28 +32 —24, & =0, 


d'où ; k 
d (2 x) = Fe >). 
di CT q »90 
Les valeurs générales des équivalents seront: 
3 — 3a, 2+2a 
(Il) ( +a « ‘ u ), 
q—3e, 2a 


« et q etan? des nombres entiers assujétis aux conditions 
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g Zazá. 


Dans le cas le plus simple où q=3 on trouve les systèmes suivants 


de valeurs 6,2 3, 4 
F4 0) = A Ni 


dont le premier contient les valeurs principales. On pourrait en dé- 
duire celles qui correspondent à d'autres valeurs de g, si lon voulait 
regarder comme évident que tout nouveau point de rencontre des deux 
branches amène une seule nouvelle tangente commune. 

Troisième cas. Les premiers exposants des séries auront les mêmes 
valeurs (3 et 3) que dans le cas précédent. Soit la série exprimant y 


par x 
2g+1 


PH pe pos, 


— est le premier exposant qui a le dénominateur 4, q étant 


oü 
un uombre entier > 2. Alors on trouve, en introduisant des coor- 
données tangentielles, une série de la forme suivante 
Pre! 
Z=AX’+-:+0X? +.., 


oü me est le premier exposant qui a le dénominateur 2. Par con- 


A ; 

25, +36 = 2.2.2.2 42. 921-1342, &=3, 
Dan à | 26, +36; = 2q + 1 , & = 1 , 
d'où 


PRO ur! 


Les valeurs générales des équivalents seront 
ENT E A 3 +28 
g—1—38, 1+28/ 
où q et B sont des nombres entiers assujélis aux conditions 
q > 2 , 0 < b Z I=. 


Dans le cas le plus simple où q — 3 on trouve le seul systeme 


de valeurs 
5, 5) 
LA 


am) 


Ueber dreipunktig berührende Curven einer dreifach unendlichen 
Schaar. 


Von H. Krey in Kiel. 


Im 3. Bande der Math. Annalen hat Herr Brill die Gleichung 
derjenigen Curve aufgestellt, welche aus einer gegebenen Curve f die 
Osculationspunkte einer zweifach unendlichen Schaar ausschneidet. Die 
elegante Form der in zwei Theile zerfallenden Curvengleichung lässt 
vermuthen, dass auch für dreifach unendliche Schaaren eine ähnliche 
Behandlungsweis@ möglich sei. Man erhält hier vier Theile, darunter 
mindestens drei in übersichtlicher Determinantenform, wie im Folgen- 
den gezeigt werden soll. 


Die Gruudcurven œ, W, x, œ der Schaar seien von der st, f von 
der rn" Ordnung. Für einen Punkt von f, in welchem eine Curve 
ap ty + agt ao =O 


der Schaar dreipunktig berührt, giebt die Elimination der Parameter 
die folgende Bedingungsgleichung : 


p 
Spid xı 
(1) (Zp z+ (s— 1) ÆZpidr;drs 
: Eqidx:+3(s—1) Spidi rit (s -1)(s—2) Epiudridridrs 


=0, 


worin, nach der Bezeichnung des Herrn Brill, die drei letzten Ver- 
ticalreihen, enthaltend die gleichgebildeten Ausdrücke in y, x, ©, weg- 
gelassen sind. 


Um die Elimination der Differentiale aus (1) bewerkstelligen zu 
können, muss man eine lineare Gleichung 


kath th = k 
einführen, mit deren Hülfe sich ergiebt 
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(2) dr-ofkfs-khf); dm=elkfi hf); dx, =ẹ(ki fkih); 
(3) Tdr, das hf; tdx,-2,dx, =okf,; 2,dx,-x,dr,=0kf,; 
wenn g einen Proportionglitätsfactor bedeutet. 


Der Differentialausdruck (1) zerfällt in sechs einzeln zu behan- 
delnde Theile. 


l. Dem Theile 
i P a 
È pidt; 
 2gadzdz 
| E pirn da; das dx 


kaun man die Form geben: 


Puri Por Pass Puz Pi Pus Pass Porn Pass Piz | 
Vin Pma Vass Puz Vin Vius Visa Vars Vass Vins 
| Xin Los Xas Znz Xiz Xna Kıaa "Kaas Xas Xiz 
Dis Or Ds Ous ir Ois Ojas ogg Dogg Dias 


ee | m. u fe A0 pe CU NM aom | 
12 O ap 00 A0 Gé. 40 0 9 0 | 
| 0 0 Sk O w Q fn © a] 
o © wo o mA PE) 

D © 0 0 


0 0 0 BL | 
o: © oe San SO © | 
| 


Man beweist die Richtigkeit dieser Umformung durch Multipli- 
plication der erhaltenen mit derjenigen zehngradigen Determinante, 
welche aus 

| 2° 2, T° 32’, 

2 ? ? ? 

| z; gl x; a Ty p. 2 + PARIS = ek f ff 

a A O dr 242, + a T 

| dx? da? da? 3dzx;'dr, 
dadurch entsteht, dass man die Horizontalreihen bezw. durch 

Ban + +. DEN, 
da, 2z rdr, + + xx, dxs p. 
adr Hr 2Ædr. dé; o o ne + -- 
3dr de - + - - bir dr, dr, 


vervollständigt, alle übrigen Elemente aber, bis auf die Diagonal- 
elemente 1 der ergänzenden sechsgradigen Determinante, Null setzt. 


* 
. 
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II. Aus 
P 
PA Qi dr, 
> Pi Rx; 
Z ira dx; da dEr 
sondert sich, wenn man nach den Unterdeterminauten der letzten 
Horizontalreihe ordnet, ohne Weiteres der Factor Z + x, dz, dx, ab, 
welchen Herr Brill auf die Form 
— (n— 1)k3ọ? . H 
gebracht hat, wo H die Hesse’sche Determinante von f bedeutet. 
Aus dem Reste 
Pi 
Pa 
D = £Edz;dridx, 
Ps 
Dikh 
für sich allein betrachtet, lässt sich zwar A?, nicht aber $3 ausscheiden. 
Il. Die Determinante 
p 
PH Qi dx; 
| 2 qi d xi 
pA Qi dx, 
verschwindet, wie leicht zu sehen, identisch. 
IV. Um : 
p 
2 9 dx; 
= Qi dxi 
È Pir dx; Rz 
zu reduciren, muss man die zweiten Differentiale durch die ersten aus- 
drücken. Nimmt man zu den Gleichungen 
kla +k x, + ktr, 
(Pr, + Lx, + hë xt = — (n—1) Zfıdadz 
noch eine aus einer der Gleichungen (3) durch Differentiation ent- 
stehende, oder, um symmetrisch zu verfahren, die Gleichung 
(At — h xa dx + (xs Ar), + (Ad, —12,x,)d'x, = pk E hidfi 


hinzu, wo die A, gauz beliebig sind, und beachtet, dass 
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Efa dride = — keH, 


so erhält man durch Auflösung : 


T iyd. (n—1) (i k— z, Zik) i 
(4) UET = Par. . dT, + TE ° g?k ai. 


Führt man dies in Egp.da,d?xı ein, so wird obige Determinante 


p p 
Edf, | Zp:dx; (n — 1)etkt H Zpdx: 
Te | È Pik dXi dar a auf, Zy;d'x; 
| Spir: Z Pik ddr; 


Im ersten Gliede kann man noch einmal die Gleichung (4) an- 
wenden, und für die Unterdeterminanten der letzten Horizontalreihe 
die von Herrn Brill mit P bezeichneten Covarianten setzen. Auf 
diese Weise entsteht eine Determinante 7. Grades, in welcher man die 
vier ersten Elemente der letzten Verticalreibe mit Hülfe der ersten 
Verticalreihen zerstören kann. Entfernt man dann noch den Ausdruck 


dEi 
mit Hülfe der Gleichungen 
021 ZÌ 
ad Ehfi= (n—1) (Errf)dr, + ok: (f, Z, ai RP KUD) 


0% 
U. S. W., 


und sondert aus dem zweiten Glied noch einmal den Factor H ab, 
so kommt: 
Pis Por Pas Pas Par Pı? 
Va Var Vas Vas Va Vi 


© © © © 


| 
| p 
. | Xu Xe Xss Au Ks %2 | ! 
ES |. | 2—1)ks0s. H? 
7.0.8. Hon O, Ozz Ors Oz Pi F2 AA > 
2h 0 0 0 fa fa vi, ? 


[O 2% 0 h 0 f dx EUER, 


O COR, ee fi 0 4z,| 

— (n—1)e4S. H 
er, 
minante, welche aus der ersten der hingeschriebenen, Z, dadurch ent- 
steht, dass man dx, durch 


ausserdem noch eine mit dem Factor — behaftete Deter- 


ersetzt. Diese letztere vereinigt sich mit der zweiten der hingeschrie- 
benen zu 
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A | ui Par Ps3 Pas Par Pi | 
Yan Var Yan Vas Var Vel 


pP ip- Lun Zn As Ks ai i 
Dit Chay Ory Bs p 
es: 6 e a 
E fè fè hh hh hh, 
V. Um 
p | 
Zy;dzx; | 
È Pidi; d£: 
£ gpBP x | 
auf einfachere Ausdrücke zurückzuführen, differentiire man die Glei- 
chung (4) noch einmal und drücke dx, ganz durch die ersten Diffe- 
rentiale aus. Bildet man dann Z';d*x;, so kommt für die vorliegende 
Deterininante nur das Glied 


Lit l A Z Aigi 


—— 


zu 


in Betracht. Dieselbe reducirt sich daher, wenn man wieder die schon 
unter IV. benutzte Covariante einführt, und 
xd H = (An—6)Hdxz, + (Bn —6)ek - (fH, — f, H,) u. s. w. 
setzt, auf 
| Pit Pez Pas Pas Pat Par 
| Pii Ver Vss Vas Va Vi 
| Xu Xz Ass Ks Ası Li 
Di, Orn Oz Dos Ay Oiz 0 , 
2f, 0 0 0 fh h Rif 
‚025095 0 fh Hi-fi 
| 0 0 2f fa fı 0 hH;—hAH, 


vermehrt um die mit dem Factor "zuenze o’k®H behaftete De- 


* 


SO © 


(n—1)(32—6) erg | 
CEEP 


terminante L, welche schon unter IV. auftrat. 


VI. Auf diese Determinante L, multiplicirt mit PEL ok H, 
kommt endlich auch der letzte Theil 


p 
Zy;dx; 
Zyada;da, 
È Pir dx; dry 
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des Differentialausdrucks (1) zurück, wenn mau die Gleichung (4) be- 
nutzt und nach den Unterdeterminanten der letzten Horizontalreihe 
ordnet. 

Zieht man diejenigen Terme unter I. bis VI., welche die Diffe- 
rentiale noch enthalten, mit Berücksichtigung der numerischen Coeffi- 
cienten in (1), zusammen, so sieht man, dass nur noch, abgesehen 


von dem Factor (s—1)(s—2)(n—1): = o° k3, der Differentialausdruck 


3eækL—2D 
zu behandeln bleibt. Für die hieraus durch Ausscheidung des Factors 


k’ zu bildende Function scheint jedoch eine Darstellung in Determi- 
nantenform nicht möglich zu sein. 


December 1875. 


Ueber diejenigen Flächen dritten Grades, auf denen sich drei 
gerade Linien in einem Punkte schneiden *). 


Von F. E. Eckaror t. 


Auf jeder allgemeinen Fläche dritten Grades liegen bekanntlich 
27 gerade Linien, und zwar sind dieselben so vertheilt, dass sich durch 
jede Gerade 5 Ebenen legen lassen, deren jede noch zwei weitere Ge- 
rade der Fläche enthält. Drei so in einer Ebene liegende gerade Linien 
bilden nun im Allgemeinen ein Dreieck, und nur bei speciellen Flächen 
durchschneiden sich dieselben in einem Punkte. Die Betrachtung dieser 
besonderen Flächen nun ist der Zweck der nachstehenden Abhandlung. 
Dieselbe beginnt mit einer allgemeinen Untersuchung derjenigen Flächen 
dritten Grades, auf denen sich einmal drei gerade Linien in einem 
Punkte schneiden; sie wendet sich dann vorzugsweise den Flächen zu, 
auf welchen dieser Fall sechsmal eintritt, und schliesst mit einer Be- 
trachtung von 3 speciellen Flächen der letzteren Art. Literaturnach- 
weise konnten nur an wenigen Stellen beigefügt werden, da dem Ver- 
fasser ausser den allgemeinen Werken über Flächen dritten Grades von 
Cremona und Sturm und ausser Salmon’s analytischer Geometrie 
des Raumes für seine specielle Arbeit nur die Abhandlung von Clebsch: 
„Ueber die Anwendung der quadratischen Substitution auf die Glei- 
chungen fünften Grades und die geometrische Theorie des ebenen 
Fünfseits“ (Bd. IV der mathematischen Annalen) zu Gebote stand. 
In der letzteren ist aber nur von einer ganz speciellen der zu behandeln- 
den Flächen, der sogenannten Diagonalfläche, die Rede. 


1. Wenn sich auf irgend einer Fläche drei gerade Linien in einem 
Punkte schneiden, ohne dabei in einer Ebene eu liegen, so muss der 
Schnittpunkt nothwendig ein Knotenpunkt der Fläche sein. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich synthetisch sofort, wenn 
man bedenkt, dass jede durch zwei der geraden Linien gelegte Ebene 

die Fläche in einer zusammengesetzten Linie durchschneidet, von welcher 


ige em 


*) Wir entnehmen diese letzte Arbeit des verstorbenen Verfassers dem Oster- 
programm 1875 der Realschule I, Ordnung zu Chemnitz. Die Red. 


16° 
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jene Linien einen Theil ausmachen, und welche daher in dem frag- 
lichen Punkte einen Doppelpunkt besitzt. Da nun jede Ebene, welche 
aus einer Fläche eine Linie mit Doppelpunkt ausschneidet, als eine 
Tangentialebene der Fläche in demselben angesehen werden muss, so 
besitzt der betreffende Punkt im vorliegenden Falle drei verschiedene 
Tangentialebenen, was nur dann eintreten kann, wenn er ein Knoten- 
punkt der Fläche ist. 


Analytisch folgt derselbe Satz sofort aus der allgemeinen Gleichung 


Bri + ref + aBf, =0 
derjenigen Flächen, welche durch die drei Schnittlinien der Ebenen 
a =), B—0, y=( gehen. Es bedeuten in dieser Gleichung die 
Grössen / homogene Functionen gleichhohen Grades der vier Coordi- 
naten a, B, y und ò. 

Bei den Flächen dritten Grades mit einem Knotenpunkte gehen 
durch denselben nicht nur drei, sondern sechs gerade Linien der Fläche. 
Denn die allgemeine Gleichung einer Fläche dritten Grades, welche den 
Punkt « = 0, 8 = 0, y=( zu einem Knotenpunkt hat, darf weder 
die dritte, noch die zweite Potenz der vierten Coordinate ô enthalten, 
und muss also sein 

ôK, + K,=0, 
wobei in K, und K, à nicht mehr vorkommt. Durch 

K,=0, K,=0 
werden aber zwei Kegel zweiten und dritten Grades dargestellt, welche 
den Knotenpunkt zum gemeinsamen Scheitel besitzen und deren aus 
sechs Geraden bestehende Durchschnittslinie der Gleichung zufolge auf 
der Fläche liegen muss. Auf Flächen höheren Grades gehen dagegen 
nur ausnahmsweise gerade Linien durch einen Knotenpunkt. 

Wir werden im Folgenden die Flächen dritten Grades mit Knoten- 
punkten nur insoweit berücksichtigen, als sich auf denselben zugleich 
anderweit drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, und werden 
uns infolge dessen auf den Fall beschränken, in welchem sich die drei 
geraden Linien in einem Punkte schneiden und ihr gemeinsamer Schnitt- 
punkt ein einfacher Punkt der Fläche ist. 


2. Zur Ermittelung der allgemeinen Gleichung einer Fläche dieser 
Art bedürfen wir noch des folgenden Lehrsatzes: 

Wenn sich auf einer Fläche n” Grades n in einer Ebene liegende 
gerade Linien in einem Punkte schneiden, so zerfällt die erste Polar- 
fläche des Schnittpunktes in Bezug auf die gegebene Fläche in jene Ebene 
und in eine Fläche (n—2)'" Grades. 

Sind nämlich die Coordinaten des fraglichen Punktes 


vejey=Vü, 
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und ist «=Q die Gleichung der Ebene, in welcher jene Geraden liegen, 
so ist die Gleichung der Fläche 


KB, 7) + faite, B, 7, 8) —0, 
wobei die beiden f homogene Functionen resp. n'® und (n— 1)" Grades 
der innerbalb der Klammer stehenden Coordinaten sind. Setzt man 
nämlich in dieser Gleichung « = 0, so wird dieselbe zu 


fa(P, y) = 0 
und stellt » gerade Linien dar. Die Gleichung der ersten Polarfläche 
des Schnittpunktes wird nun durch den gleich Null gesetzten Differential- 
quotienten der Flächengleichung nach ð dargestellt und ist somit: 
& dfa—ı 
dd 

Hiernach ist das Behauptete evident. Leicht zu beweisen ist, dass 
auch die Umkehrung desselben gilt: 

Wenn die erste Polarfläche eines Punktes in Bezug auf eine Fläche 
n* Grades in eine durch ihn gehende Ebene und eine Fläche (n — 2) 
Grades zerfällt, so liegt jener Punkt auf der Fläche, die Ebene ist die 
Tangentialebene der Fläche in ihm und schneidet die F Ba in n durch 
den Punkt gehenden geraden Linien. 

Jede Ebene, welche durch einen derartigen Punkt geht, schneidet 
die Fläche in einer Curve, deren Tangente in jenem Punkte mit der 
Curve n zusammenfallende Punkte gemeinschaftlich hat. 

Ist die Fläche eine solche dritten Grades, so geht der erste all- 
gemeine Satz in den ‘folgenden speciellen über: 

Wenn sich auf einer Fläche dritten Grades drei in einer Ebene 
liegende gerade Linien in einem Punkte schneiden, so zerfällt die erste 
Polare dieses Punktes in Bezug auf die Fläche in zwei Ebenen, deren 
eine jene Tangentialebene ist. 

Während also im Allgemeinen der Berührungskegel einer Fläche 
dritten Grades, welcher seinen Scheitel in einem beliebigen Punkt der- 
selben hat, vom vierten Grade ist, wird er für den Schnittpunkt von 
drei Geraden der Fläche nur vom dritten Grade. Es hängt dies damit 
zusammen, dass jede durch diesen Schnittpunkt gehende, auf der Fläche 
liegende ebene Curve in ihm einen \Vendepunkt besitzt, und folgt un- 
mittelbar aus dem Satze, dass man von einem Wendepunkte aus an 
eine ebene Curve dritten Grades drei Tangenten legen kann, deren 
Berührungspunkte in einer Geraden liegen. 


3. Clebsch hat zuerst (Crelle’s Journal, Bd. 59, vergl. auch 
Salmon’s analytische Geometrie des Raumes, deutsch von Fiedler, 
p. 397) den Beweis geliefert, dass die allgemeine Gleichung einer 
Fläche dritten Grades in nur einer Weise auf die Form gebracht wer- 
den kann: 


= 0. 
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A + BB HEP + DS+Er"Z=O, 
wo « =(), B =0 u. s. w. die Gleichungen vou Ebenen und die in 
diesen enthaltenen Constanten so gewählt sind, dass 
ni a a Te. 

Diese fünf Ebenen bilden ein Pentaeder. Die 10 Ecken desselben, 
und zwar im Allgemeinen diese allein, besitzen nun die Eigenschaft, 
dass ihre erste Polaren in Bezug auf die Fläche dritten Grades in zwei 
Ebenen zerfallen. So ergiebt sich aus obiger Gleichung durch Diffe- 
renziren derselben nach œ oder ß unter gleichzeitiger Berücksichtigung 
der zwischen den 5 Grössen æ, ß u. s. w. bestehenden Relation die 
Gleichung der ersten Polareu des Eckpunkte y = 0, ð = 0, =Q: 

Ac? — BR —0. 
Diese Polare zerfällt also in die zwei Ebeneu 
eyA+ßVYB=V. 

Sollen somit auf unsrer Fläche dritten Grades sich «drei gerade 
Linien in einem Punkte schueiden, so muss nach $ 2. eine der 10 Ecken 
des Pentaeders in der Fläche liegen. Dies tritt aber für die eben als 
Beispiel gewählte Ecke nur dann ein, wenn | 

A= B. 

Sind somit in der allgemeinen auf das Pentaeder bezogenen Glei- 
chung einer Fläche dritten Grades zwei Coefficienten gleich, so liegen 
auf der Fläche drei sich in einer Pentaederecke schneidende Gerade. 


Aus der Gleichung der Fläche, welche infolge der Gleichheit zweier 
Coefficienten die Form annimmt: 


A (+R) + CP + DA + ES = 0, 


ergiebt sich sofort, dass die Ebene 


rt + B = {) 
diejenige der drei Geraden ist. Substituirt man näüalich 
«= — ß 


in die Gleichung der Fläche; so erhält man wegen 
e= — (a+ß+r+9) 
Cp? + D? = E(y +9)? = 0, 


welche in Verbindung mit 


die Gleichung 


a + b == () 
drei Gerade darstellt, welche sich in einem Punkte treffen. Diese 
Ebene ist aber eine Diagonalebene des Peutacders, da aus der Gleichung 
derselben hervorgeht, dass sie durch die Schnittlinie der zwei Pentaeder- 
ebenen « = 0, B = 0 geht, und da ausserdem nach dem Vorigen die 
Pentaederecke y = 0, ò = 0, e=0 in ihr enthalten ist. Daher: 


Ueber Flächen dritten Grades. 231 


Wenn sich auf einer Fläche dritten Grades drei Gerade in einem 
Punkte treffen, so ist die Ebene derselben eine Diagonalebene und der 
Schnittpunkt eine Ecke des Pentaeders der Fläche. 

Zu bemerken ist noch, dass die Gleichung der Ebene, welche mit 
derjenigen der drei Geraden die erste Polare der Pentaederecke 

y=0, ġ=0, Em 
ausmacht, 
æa—f—0 

ist, und dass somit die Berührungsebene des von jener Ecke aus an 
die Fläche zu legenden Berührungskegels dritten Grades durch die näm- 
liche Pentaederkante geht, wie die Ebene der drei Geraden, und mit 
dieser den von den beiden darin zusammenstossenden Pentaederebenen 
gebildeten Winkel harmonisch theilt. 

4. Durch Betrachtung aller möglichen Fülle ergiebt sich zunächst, 
dass auf einer Fläche dritten Grades 1, 2, 3, 4, 6 und 10mal der Fall 
eintreten kann, dass sich drei gerade Linien in einem Punkte schneiden. 
Die diesen Fällen entsprechenden Gleichungen der Fläche haben die 
folgenden Formen: ` 

+++ m=O, 
2) at PH kHH = 0, 
3) HPHOH” =0, 
4) +++ E(S+E) = 0, 
5) e HPHP HOH’. —0, 
FETTE u: 
Aus der Gleichung 2) geht hervor, dass, wenn sich auf einer Fläche 


dritten Grades zweimal, aber nicht öfter, drei gerade Linien in einem 
Punkte schneiden, die Verbindungslinie beider Schnittpunkte, hier die 


Gerade 
a+B—=0, y+8=0, 

der Fläche angehört. s 

Wenn dagegen, wie bei der Fläche 3), dreimal, aber nicht öfter, 
drei gerade Linien der Fläche sich in einem Punkte schneiden, so liegen 
die drei Schnittpunkte auf einer und derselben Pentacderkante, hier 

ó = () > E= 0 À . 

Die Fälle 5) und 6), deren letzterer die von Clebsch so genannte 
Diagonalfläche \iefert, sollen später ausführlicher betrachtet werden. 

5. Die vorigen Betrachtungen haben jedoch gewisse Flächen nicht 
mit ergeben, auf welchen sich theilweise noch öfter, als 10 mal drei 
gerade Linien in einem Punkte schneiden. Dieser Umstand erklärt sich 
dadurch, dass die oben aufgestellte Behauptung, es könnten nur die 
ersten Polaren der 10 Pentaederecken in ein Ebenenpaar zerfallen, nur 
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im Allgemeinen richtig und für specielle Flächen dritten Grades nicht 
mehr zutreffend ist. 


Unter der Hesse’schen Fläche einer beliebigen Fläche versteht 
man bekanntlich den geometrischen Ort aller Punkte, deren quadrati- 
sche Polare (Polarfläche 2. Grades) zu einem Kegel wird. Für die all- 
gemeine Fläche dritten Grades ist dieselbe vom vierten Grade und ihre 
Gleichung nimmt, falls die ursprüngliche Fläche wie früher auf das 
Pentaeder bezogen ist, die einfache Gestalt an: 


1 1 1 1 l 
o a r Fe 

Die 10 Ecken des Pentaeders sind Knotenpunkte dieser Hesse'- 
schen Fläche und haben als solche die Eigenschaft, dass ihre quadrati- 
sche Polare in Bezug auf die Fläche dritten Grades in zwei Ebenen 
zerfällt. Hätte die Hesse’sche Fläche jedoch ausser diesen und den 
etwaigen Knotenpunkten der ursprünglichen Fläche, welche ihr bekannt- 
lich auch als solche angehören, noch weitere Kuotenpunkte, so würden 
. diese die nämliche Eigenschaft besitzen. Dieser Fall kann allerdings 
eintreten, aber nur dann, wenn die Hesse’sche Fläche in Flächen 
niedrigeren Grades zerfällt und daher Doppellinien besitzt. 

Wenn von den fünf Ebenen des Pentaeders vier durch einen und 


denselben Punkt gehen, so kann wohl die Gleichung der Fläche auch 
fernerhin auf die Form: 


Ac + BP + CS + DEHE =O 
gebracht werden, es ist aber nicht mehr möglich, die Summe der füuf 


Coordinaten gleich Null zu setzen, sondern nur diejenige von vier 
Coordinaten, so dass etwa: 
a+B+y+e—0 
wäre. Der gemeinsame Schnittpunkt der vier Pentaederebenen « —=0, 
B—0, y—=0,e—0 besitzt die Eigenschaft, dass von ihm aus ein 
ogculirender Kegel dritten Grades an die Fläche gelegt werden kann, 
eine Eigenschaft, durch welche die Fläche vollständig charakterisirt ist. 
Die ebene Berührungscurve dieses Kegels liegt in der Ebene ð = 0 
und besitzt die Gleichung: 
ö6=0, Aa + BP +CyP+E?=0. 

Bekanntlich kann die Gleichung einer Curve dritten Grades auf 
unendlich viele Weise in diese Form gebracht werden, so dass von dem 
Pentaeder der Fläche eine Ebene (ò==0) und der Schnittpunkt der 
vier übrigen Ebenen bestimmt, diese vier Ebenen selbst aber unbestimmt 
sind. Man kann daher auch als Gleichung der Fläche die folgende 
wählen: 


[à 


"+ Kamo, 
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ci 


wo À = 0 einen Kegel dritten Grades vom Scheitel « —0, B = 0, 
y = 0 darstellt. 


Die Hesse’sche Fläche dieser Oberfläche zerfällt nun in zwei Theile, 
und zwar in die Ebene d=0 und in dep Hesse’schen Kegel des 
Kegels K = 0, der wie dieser vom dritten Grade ist. Diese beiden 
Theile durchschueiden sich in einer Curve dritten Grades, welche als 
Doppellinie der Hesse’schen Fläche angesehen werden muss und zu- 
gleich die Hesse’sche Curve der Linie: 

=, K—0 
darstellt. Diese Doppellinge begegnet der Fläche dritten Grades in 9 
Punkten, den 9 Wendepunkten der Curve, in welcher die Fläche von 
ihrem osculirenden Kegel berührt wird, und diese 9 Punkte sind zugleich 
solche, in denen sich drei gerade Linien der Fläche in einem Punkte 
schneiden. 

Die 9 Ebenen, in welchen je drei sich in einem Punkte treffende 
Linien liegen, gehen sämmtlich durch denselben Punkt, den Scheitel 
des Kegels K. Die übrigen 36 Dreiecksebenen der Fläche schneiden 
sich 12mal zu je dreien in den 12 geraden Linien, welche durch je 
drei Wendepunkte der Berührungscurve gehen. 


6. Wenn die Ebene & durch die Schnittlinie der Ebenen œ und ß 
geht, so würde die Gleichung der Fläche sein: 
Ac + BP + Op + Do + E= 
unter der Voraussetzung, dass: 
; a+ h+ e=. 
Man kann aber jede binäre cubische Form, also auch die folgende: 
Aa + BB? — E(«+8) 
auf die Summe zweier Cuben: f 
m(a+kß) + n(a-+1Pß)? 
reduciren. Setzt man nun wieder für « + kß und « + !ß resp. « und 
ß, sowie für m und » A und B, so findet mau, dass die Gleichung 
der Fläche immer auf die Form: 
A + BR + Cy + Do = 0 
gebracht werden kann, oder auf die noch einfachere: 


+++ 0, 
wenn man die Constanten in die Coordinaten selbst mit eiuschliesst. 
Für diese Fläche, deren Gleichung somit auf die Summe von vier 
Cuben zurückgeführt werden kann, wird die Hesse’sche Fläche einfach 


von der Gleichung: 
«ßyð =0; 
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sie zerfällt also iu die vier Ebenen eines Tetraeders, dessen Kanten 
Doppellinien derselben sind. 

Jeder Punkt auf einer dieser Kanten hat nun in der That die 
Eigenschaft, dass seine erste Polarfläche in Bezug auf die Fläche dritten 
Grades zu einem Ebenenpaar wird. So ist die Gleichung dieser Polaren 
für den Punkt: 
rt, md: 

ma + BB = 0. 


Jede der vier Tetraederecken speciell hat die Eigenschaft, dass ihre 
Polare in zwei zusammenfallende Ebenen zerfällt; wird z. B. noch 
Br = 0, so geht vorige Gleichung über in: 

| ET). 

Von jeder der vier Ecken aus ist daher nur ein Tangentialkegel 
dritten Grades an die Fläche möglich, dessen Erzeugenden die Fläche 
oseuliren. 

Die Punkte dagegen, in welchen die 6 Tetraederkanten der Fläche 
dritten Grades begegnen, sind solche, durch welche zugleich drei in 
einer Ebene liegende Gerade der Fiche gehen. Solcher Punkte giebt 
es 18. — Auch auf diese Fläche kommen wir später ausführlicher 
zurück. 

Weitere Flächen dritten Grades, deren Hesse’sche Flächen in 
solche niedrigeren Grades zerfallen, würde man erhalten, wenn man 
zwei der fünf Pentaederebenen zusammenfallen liesse. Die Gleichung 
einer solchen Fläche geht hervor, wenn man in der auf das Pentaeder 
bezogenen Gleichung etwa «æ und ß durch: 


a + Fund af 


ersetzt, sowie statt À und B resp. Ak und — Ak einführt und sodann 
k unendlich gross werden lässt. Sie hat daher die Form: 
AB + Cp + DS — E(a+y+8) = 0. 

Wir gehen jedoch hier auf diese Flächen, auf denen sich stets ein 
uniplanarer Knotenpunkt nachweisen lässt und deren Hesse'sche Fläche 
aus zwei zusammenfallenden Ebenen und einem Kegel zweiten Grades 
besteht, nicht näher ein, da sich im Allgemeinen auf ihnen ausser den 
durch den Knotenpunkt gehenden Geraden keine weiteren vorfinden, 
die sich zu dreien in einem Punkte schneiden. 

Wollte man ausser zwei Pentaederebenen noch einmal zwei der- 
selben zusammenfallen lassen, so würde die entstehende Fläche eine 
Regelfläche dritten Grades sein. Auf dieser schneiden sich gewisser- 
massen in jedem Punkte der Doppellinie drei gerade Linien, von denen 
allerdiugs zwei zusammenfallen. 
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T. Besonders beachtenswerth sind diejenigen unter den von uns zu 
‘betrachtenden Flächen, welche Knotenpunkte besitzen. Soll ein solcher 
Punkt in der allgemeinen Fläche dritten Grades: 


Ad + BR+CyP+D® + ER—0, 
a+ß+r+d+:=0 


ist, auftreten, so muss zwischen den Coefficienten A, D u. s. w. eine 
gewisse Relation bestellen, deren Aufsuchung leicht ist. Es können 
nämlich für jede Fläche nur solche Punkte Knotenpunkte werden, für 
welche die vier Differentialquotienten der Flächeugleichung nach den 
vier Coordinaten verschwinden. Der Punkt («,, Bi» Yi; Ô) wird da- 
her für die obige Fläche dann ein Knotenpunkt sein, wenn: 


Au: BDR -= 0j =DE = Eis, 


wobei 


oder 

acboa A aa a Bi: ct: Di: ET, 

Setzt man diese Werthe in die Flächengleichung ein, so erhält 
man als die gesuchte Relation zwischen den Coefficienten: 
APT RE CL DI But. 

Die Quadratwurzeln können dabei sowohl in voriger Proportion, 
als auch in dieser Gleichung das positive und negative Vorzeichen be- 
sitzen, doch müssen die Vorzeichen derselben Wurzel in beiden Fällen 
übereinstimmen. Da sonach noch vier der Coefficienten willkührlich 
sind, so kann man, dieselben gleichsetzend, bewirken, dass auf der 
Fläche sechsmal drei gerade Linien durch einen und denselben Punkt 
gehen und zwar ohne dass dabei die sechs Geraden betheiligt sind, 
welche sich in dem Knotenpunkte schneiden. Auch auf diese specielle 
interessante Fläche, deren Gleichung die Form hat: 


et, 


kommen wir später zurück. 


. 


Soll die Fläche zwei Knotenpunkte besitzen, so muss für die Coordi- 
naten beider Punkte die obige Proportion erfüllt sein, was nur dann 
möglich ist, wenn bei beiden gewisse Vorzeichen verschieden sind. 
Sollen nun etwa die beiden Punkte: 

æiBiyidie Art: — e a DI: FE 
und 
a:ß:y:dse=— A Ib: Bit: tt: DE: EI 
Knotenpunkte der Fläche sein, so können die beiden zu erfüllenden 
Gleichungen: 
AE D EE CHE SEE à 
und 


Aa et rd I EI 
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nur dann gleichzeitig bestehen, wenn: 

m A = B 
und 

C++ DI+ Et=0. 
Der ersten Gleichung zufolge muss nach $ 3. die Ebene 
«a -+ ß = () , 

die Flächen iu drei geraden Linien schneiden, welche sich in einem 
Punkte treffen. In der That enthält eine Fläche dritten Grades mit 
zwei Knotenpunkten die gerade Verbindungslinie beider Punkte und 
besitzt längs derselben in allen Punkten dieselbe Berühruugsebene. 
Diese Ebene nun schneidet daher die Fläche in zwei zusammenfallen- 
den Linieu und einer weiteren Geraden und ist also eine Ebene der 
angegebenen Art. Aus ihrer Gleichuug und aus den zwischen den 
Coordinaten der Knotenpunkte bestehenden Proportionen ergiebt sich 
uoch der folgende Satz: 

Hat eine Fläche dritten Grades zwei Knotenpunkte, so liegen beide 
in einer Diagonalebene des Pentaeders und ihre Verbindungslinie geht 
durch. eine Ecke desselben. 

Die Bedingung . 
Ci + D-H E= 
wird unter Anderem erfüllt, wenn: 

C= D =k, Em4k 
ist. Bei der sich unter dieser Voraussetzung ergebenden Fläche: 
an i a A u 2e 
schneiden sich überdies drei gerade Linien, deren keine durch einen 
Knotenpunkt geht, in einem Punkte. Mehr als einmal kann dieser 
Fall bei Flächen dritten Grades mit zwei Knotenpunkten nicht ein- 
treten. 
Auf gleiche Weise stellt: 
HPHP + 4 (846) = 0 

eine Fläche mit drei Knotenpunkten dar, auf welcher die einzigen drei 
geraden Linien, welche nicht durch einen Knotenpunkt gehen, sich in 
einem Punkte schneiden. Die Coordinaten der drei Kuotenpunkte sind 
bei dieser Fläche die folgenden: 

ai hipe Vinea 2:—-2:—2:1:l, 

Qa: Bei ee — 2: 2:—2:1:1, 

č : B3: ya: ge —2:—2: 2:1:l, 
und die Ebene der drei Punkte ist: 

ò — é =0. 
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Endlich wird durch die Gleichung: 
attr Hy 0 
eine Fläche dritten Grades mit vier Knotenpunkten dargestellt. 


8. Bei den Flächen dritten Grades mit cinem Knoteupunkte, deren 
Untersuchung oben durchgeführt worden ist, kann es auffallend erschei- 
nen, dass unter den Geraden, welche sich zu dreien in einem Punkte 
schneiden, nie eine durch den Knotenpunkt gehende vorkommt. In 
der That aber sind, wenn sich auf einer Fläche dritten Grades drei 
in einer Ebene liegende gerade Limien in einem Punkte schneiden und 
eine derselben durch einen Knotenpunkt geht, nur zwei Fälle möglich. 
Entweder hat die Fläche noch einen zweiten Knotenpunkt, die Gerade 
ist die Verbindungslinie beider und die Ebene der drei geraden Linien 
ist die Berührungsebene längs derselben, welcher Fall bereits oben 
erledigt ıst, oder die zwei anderen Geraden gehen durch den nämlichen 
Knotenpunkt und dieser ist ein biplanarer oder uniplanarer. 

Die Flächen dieser Art haben wir im vorigen $ von der Betrach- 
tung vorläufig ausgeschlossen, da wir ein vollständig bestimmtes Penta- 
eder voraussetzten, welches für diese Flächen nicht existirt. Es_sei 
dagegen jetzt die Gleichung der Fläche: 

Aa + BBP 4 Cr+ DE’ + ES =) 


unter der Voraussetzung, dass: 


a+B+y+e=0. 
Soll für diese Fläche der Punkt («,, Bi, Yis Ôi, &) ein Knoten- 
punkt sein, so sind die Bedingungen: 


` Aa? = BB? = Cp? = Be’ 


DI’ =0 
zu erfüllen, der Knotenpunkt muss daher in der Ebene d = 0 liegen 
und seine Cordinaten müssen sein: 
a 2 EL ba 2 a de ER Se 
während zwischen den Uoefficienten noch die Verbindung bestehen 
muss: 


und 


A+ Rip Oy Em. 
Die Gleichung des Berührungskegels in dem Knotenpunkte ist: 
Ale + BR + Opp Ehe — 0. 
Ein Scheitel dieses Kegels hegt also in dem Punkte: 
a=0, =0, y=0; 
ein weiterer Scheitel muss aber oftenbar der Knotenpunkt selbst sein, 


was nur dann zugleich mit jenem möglich ist, wenn der Kegel in zwei 
Ebenen zerfällt, der Knotenpunkt also biplanar wird. 
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Hat somit eine Fläche dritten Grades mit einem osculirenden Kegel 
dritten Grades einen Knotenpunkt, so ist dieser biplanar und liegt in 
der Berührungsebene jenes Kegels. 

Nach $ 5. schneiden sich in jedem Wendepuukte der Berührungs- 
curven drei gerade Linien der Fläche. Da nun eine ebene Curve dritten 
Grades init Doppelpunkt drei Weudepunkte besitzt, so folgt, dass auf 
der vorliegenden Fläche mit einem biplanaren Knotenpunkte die 9 ge- 
raden Linien, welche nicht durch denselben gehen, sich dreimal zu je 
dreien in einen Punkte treffen. Die Gleichung einer Fläche dieser 
Art kanı stets auf die Form: 


HEHHE — (a+ BH) — 0 


gebracht werden; die Gleichungen der drei Ebenen, in welchen jene 
geraden Linien liegen, sind dann: 


e+ß=0, ae+y=0, B+tr=0. 


Setzt man in der Gleichung: 


Ad + BB + Cp + DE — E(a+B+y) =O 
A=Bb=l, BeE=k, 
so erhält man in: 
a + B H EP — (a+ B + p)) + DE = 0 
die Gleichung einer Fläche mit zwei biplanaren Knotenpunkten, welche 
auch auf die Form: ` 
ò+ pK=0 

gebracht werden kann, wo d = O und p — O Ebenen darstellen,. sowie 
K = 0 einen Kegel zweiten Grades, der seinen Scheitel in der Ebene 
p = 0 hat. 

Wird endlich: 

A=Bæl=E#£ 

gesetzt, so erhält man eine Fläche mit drei biplanaren Knotenpunkten, 
deren Gleichung man auch zu: 


+ pgr =Q 
vereinfachen kann. Bei dieser und der vorigen Fläche gehen sämmt- 
liche Geraden durch einen oder zwei der Knotenpunkte; sie können 
uns daher zunächst nicht weiter interessiren. 

Um schliesslich eine Fläche zu erhalten, welche einen uniplanaren 
Knotenpunkt besitzt und auf welcher sich die drei geraden Linien, die 
durch denselben nicht gehen, in einem Punkte treffen, ist es nur nöthig, 
bei einer Fläche, deren Gleichung sich auf die Summe von vier Cuben 
redueiren lässt, zwei Tetraederebenen zusammenfallen zu lassen. Die 
Gleichung einer Fläche dieser Art ist von der Form: 


aB + +8 — 0. 


Ueber Flächen dritten Grades. 239 


Die Coordinaten des uniplanaren Knotenpunktes sind «=0, y—0, 
ö=0; die Berührungsebene desselben ist «= O und die Ebene der 
drei übrigen geraden Linien B = 0. 


9. Die Berührungspunkte sämmtlicher Tangentialebenen, welche 


man von dem Punkte: 
Y == ô = = 0 x 


w + B + ky + 10 + me = Ù 
(«+8 +r+8+:=0) 
aus an dieselbe legeu kann, liegen in der Ebene: 
«e—B=0, 

welche mit der Berührungsebene der Fläche in jenem Punkte zusam- 
men die erste Polare des bezeichneten Punktes in Bezug auf die Fläche 
bildet. In dieser Ebene liegt daher auch der Berührungspuukt jeder 
Tangentialebene, welche durch eine der in jenem Punkte sich schneiden- 
den geraden Linien der Fläche an dieselbe gelegt: werden kann. Es 
gilt daher der Satz: 

Wenn sich auf einer Fläche dritten Grades drei in einer Ebene 
liegende Gerade derselben in einem Punkte schneiden, so liegen die Be- 
rührungspunkte der 12 Tangentialebenen der Fläche, deren jede durch 
eine jener Geraden geht, in einer Ebene. 

Ebenso ist die Umkehrung dieses Satzes richtig: 

Wenn die Berührungspunkte von vier der Tangentialebenen, welche 
man durch eine auf einer Fläche dritten Grades liegende yerade Linie 
an dieselbe legen kann, in einer Ebene liegen, so schneidet die fünfte 
Tangentialebene die Fläche in weiteren zwei geraden Linien, welche jene 
Linie in dem nämlichen Punkte treffen. 

Wenn dagegen unter den 5 Ebenen, welche im Allgemeinen durch 
eine Gerade einer Fläche dritten Grades so gelegt werden hönnen, dass 
sie die Fläche in weiteren zwei Geraden durchschneiden, zwei sind, für 
welche der Durchschnittspunkt der letzteren auf die ursprüngliche Gerade 
fällt, was z. B. bei der Fläche: 


a -t B? + k(O) + Les = 0 
bei den beiden durch die Gerade: 
a t Peest ee 0 


« + p= 0, 
eintritt, so liegen die Berührungspunkte der drei übrigen Ebenen in einer 
Geraden, hier: 


der Fläche 


gehenden Ebenen: 


«e—B=0, y— =Ù. 
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Auch die Umkehrung dieses Satzes, welche sich sehr leicht bilden 
lässt, ist richtig. 

10. Zu den Lehrsützen des vorigen $ kann man auch auf die 
folgende Weise gelangen: 

Nach der dritten Steiner’schen Erzeugungsweise der Fläche dritten 
Grades (vergl. Sturm, Synthetische Unterschungen von Flächen dritter 
Ordnung, $ 10. und 11.) ist dieselbe der geometrische Ort für die Be- 
rührungscurven aller Tangentialkegel, welche man von einem be- 
stimmten Punkte aus an die Flächen eines Büschels von Flächen zweiter 
Ordnung legen kann. 2 

Wählt man nun die vier Scheitel des T'etraeders, welches in Bezug 
auf alle Flächen des Büschels sich selbst eonjugirt ist (zugleich die 
Scheitel der vier zu dem Büschel gehörigen Kegel), zu Eckpunkten 
des Fundamentaltetraeders, so ist die Gleichung des Büschels von der 
Form: 


ma + nB + pp? + 40° + Kim +, tn +0) = 0. 
Ist ferner der Scheitel des Tangentialkegels gegeben durch: 
Eier: M CD, 
so ist die Gleichung des Büschels, welches von den Polarebenen des- 
selben in Bezug auf die Flächen zweiter Ordnung gebildet wird: 


Ama + Bnp + Cpy + Dqè+k(Am a+LBn,B+Cp y+Dq9) =. 


Der geometrische Ort der Durchschnittscurven entsprechender Flächen 
beider Büschel ist dann die Fläche dritten Grades: 


(ma +nß? +p? + 48) (Amat Bn,ß+ Cpr+ Das) 
= (m @ + n BH pr’ 4,9%) (Ama + Bnp + Cpy + Dgô). 
Auf dieser Fläche liegt die Schnittlinie: 


Ama +Bnß + Cpy + Daù =0, 

Ama + BnB + Cp,y + Dqù=0 
der Ebenen des Polarbüischels; ferner sind die vier Fundamentalpunkte, 
sowie der Scheitel der Tangentialkegel die 5 Berührungspunkte der 
Ebenen, welche durch jene Gerade gehend, die Fläche noch anderweit 
berühren und somit aus derselben noch je zwei Gerade ausschneiden. 
Soll nun jene Gerade durch einen Fundamentalpunkt, z. B. 8 = 0, 
y = 0, ð = 0 gehen, so dass sich in diesem Punkte dann drei gerade 
Linien der Fläche schneiden, so muss eine der Grössen A, B u. s. w., 
z. B. A verschwinden, d. h. der Berührungspunkt: 


a a 0: 10020 
muss in einer T'etraederebene liegen. Liegen umgekehrt vier Berührungs- 
punkte in einer Ebene, so verschwindet eine jener Constanten und die 
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Schnittlinie der Polarebenen geht durch eine Tetraederecke. Hieraus 
aber ergeben sich ohne Weiteres die Lehrsätze des vorigen $. 


11. Auch die Hesse’sche Fläche der Fläche dritten Grades: 
+++ mit, 
auf welcher sich drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, besitzt 
eine bemerkenswerthe Eigenschaft. Die Gleichung jener Fläche ist: 


1 1 1 1 1 
er B T ky Ttar ram) 
Bekanntlich enthält die Hesse’sche Fläche die 10 Pentaederkanten 


und besitzt längs jeder derselben eine einzige Tangentialebene. Eine 
dieser Ebenen ist nun die folgende: 


e + ßB=0. 
Dieselbe berührt die Hesse’sche Fläche längs der Kante: 
& = 0, B = 0 ? 

und durchschneidet sie ausserdem in einer Linie zweiten Grades, welche 
auf dem Kegel: 

1 1 1 

ky Ne Id 3 ME 
liegen, und, da jene Ebene durch den Scheitel dieses Kegels geht, in 
zwei gerade Linien zerfallen muss. Es gilt daher der Satz: 

Wenn sich drei gerade Linien einer Fläche dritten Grades in einem 
Punkte treffen, so berührt die Ebene dieser Geraden die Hesse'sche 
Fläche längs einer nd ot ht und durchschneidet dieselbe in zwei 
geraden Linien. 

Eine leichte Rechnung zeigt, dass diese geraden Linien nur dann 
mit zwei von den zugleich in jener Ebene liegenden drei geraden Linien 
der Fläche dritten Grades zusammenfallen, wenn: 


Het, 
also wenn nach $ 7. die Fläche zwei Knotenpunkte besitzt. In diesem 
Falle aber fallen die zwei betreffenden Linien selbst zusammen und 
bilden die Verbindungslinie der Doppelpunkte. Hat daher eine Fläche 
dritten Grades zwei Knotenpunkte, so wird ihre Hesse’sche Flüche durch 
diejenige Diagonalebene des Pentaeders, in welcher diese Punkte liegen, 
längs zweier geraden Linien berührt. 

12. Unter der Polarjläche einer Ebene E in Bezug auf eine beliebige 
Fläche versteht man bekanntlich den geometrischen Ort aller Punkte, 
deren erste Polarflichen jene Ebene berühren oder auch die Umhüllende 
der Polarebenen aller Punkte, welche in E liegen. Für eine beliebige 
Fläche dritten Grades und eine beliebige Ebene ist diese Polarflüche 
im Allgemeinen eine Fläche dritten Grades mit vier Knotenpunkten 
(vergl. u. A. Sturm, § 39.) Beide Erklärungen liefern jedoch nur 
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so lange genau das nämliche Resultat, als Æ keine der 20 Ebenen ist, 
in welche die Polarflächen der 10 Kuotenpunkte der Hesse’schen 
Fläche in Bezug auf die Fläche dritten Grades zerfallen. Ist dagegen 
E eine dieser Ebenen, so besteht die Umhüllende der sümmtlichen 
Polarebenen, deren Pole in E liegen, in einem einzigen Punkt, dem 
zu E gehörigen Pol. Liegt nämlich ein Punkt in der ersten Polare 
eines andern, so liegt umgekehrt dieser in der Polarebene von jenem. 
Da nun z. B. die erste Polarfläche des Punktes: 

y=0, d=0, e—0 
in Bezug auf die Fläche: 

Ad + BB + Cy + D HES =0 

in zwei Ebenen zerfällt, so muss umgekehrt die Polarebene jedes Punktes, 
der in einer dieser beiden Ebenen liegt, durch jenen Punkt gehen. 

Erklärt man dagegen die Polarflüche der Ebene Æ als Ort eines 
Punktes, so ergiebt sich für dieselbe unter der für Æ gemachten Vor- 
aussetzung ein Kegel dritten Grades, welcher den vorher erhaltenen 
Punkt zum Scheitel hat. 

Ist nun die Fläche dritten Grades eine solche, auf welcher sich 
drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, und ist Æ die Ebene 
dieser Linien, so zerfällt dieser Kegel in jene Ebene und in einen 
Kegel zweiten Grades, der den Schnittpunkt jener geraden Linien zum 
Scheitel hat. 

Sei die Gleichung der Fläche: 


a + B kp? HI + mes — 0, 
«e+ß=0 


die Gleichung der fraglichen Ebene. Dann ist die erste Polarflüche 
eines beliebigen Punktes («,, ß, u. s. w.) in Bezug auf die Fläche ge- 
geben durch: 
aa, + BB + kyy ti + mete, = 0. 
Die Durchschnittslinie dieser Fläche mit jener Ebene hat die 
Gleichung: 


e (a tB) +7? (kyi tme) + (0, me) + 2meyd = 0 
und muss, falls die Fläche und die Ebene sich berühren sollen, in zwei 
gerade Linien zerfallen. Die Bedingung, unter welcher dies geschicht, 
also die Gleichung der zur Ebene E gehörigen Polarfläche, ist: 

1 1 
(a; +8) ka T 18, + AM =0. 

Diese Fläche zerfällt also, wie bereits oben gesagt wurde, in die 

gegebene Ebene selbst und in den Kegel zweiten Grades: 


1 1 1 
ze re 


also 
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welcher die Hesse'sche Fläche in ihrem Knotenpunkte y = ò = € = 0 
berührt. 
Die ersten Polarflächen aller Punkte in der Ebene: 


«+ ß=0 

berühren dieselbe, also auch sich gegenseitig, in dem Punkte, in welchem 
sich die drei in jener Ebene liegenden Geraden der Fläche dritten 
Grades schneiden. Dagegen liegen die Punkte, in welchen die ersten 
Polarflächen aller Punkte der Kegelflüche: 

1 1 1 

ky ca lā i me = 0 
die nämliche Ebene berühren, sämmtlich in der Pentaederkante «= 0, 
B=—=0. 

Die Ebene und die Kegelfläche durchschneiden sich in zwei geraden 
Linien, welche nach dem vorigen $ zugleich auf der Hesse’schen Flüche 
liegen. Die Polarflächen aller Punkte dieser geraden Linien werden 
demnach Kegel sein, die jene Ebene längs einer geraden Linie be- 
rühren; die Berührungslinien gehen dabei sämmtlich durch den näm- 
lichen Punkt. 

Wählt man die Ebene: 

e—-ß=0 
zur Ebene E, so ergiebt eine ähnliche Rechnung, wie die vorige, als 
die Polarfläche dieser Ebene den Kegel dritten Grades: 


4 1 | 1 
ath au ky PRET Gael: 
Auch dieser hat eine einfache Bedeutung. Er ist nämlich der 
Hesse’sche Kegel zu dem Kegel dritten Grades, welchen man vom 


Punkte y = ð = € = 0 aus berührend an die Fläche legen kann, und 
dessen Gleichung ist: 


engl + ky? + 18+ me = 0. 


13. Wir werden uns im Nachstehenden etwas eingehender mit 
einigen der interessantesten unter den betrachteten Flächen beschäftigen 
und zwar zunächst mit denjenigen Flächen, auf welchen sich sechsmal 
drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, und deren Gleichung 
wir stets in der Form: 


EVET + ETTE, 
CET ETETEN 84740) = 0 


voraussetzen wollen. Für diese Flächen hängt das Problem des Pen- 
taeders mit demjenigen der 27 geraden Linien so zusammen, dass, falls 
das erstere gelöst ist, das letztere nur die Auflösung von quadratischen 
Gleichungen erforderlich macht. 


oder: 


16* 
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Die sechs Ebenen: 
et, et, Re, 
B+r=V0, B+rI=I0, y+8=0 
sind für diese Flächen diejenigen, in welchen die jedesmaligen sich in 
einem Punkte treffenden drei geraden Linien liegen; die sechs Durch- 
schnittspunkte von je drei geraden Linien sind bestimmt durch: 


e—=—ß, y—0, 6b=0u s. W., 
und liegen somit sämmtlich in der Pentaederebene: 
a+B+y+8—0. 


Sie sind in derselben die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits 
und zwar desjenigen, welches aus ihr durch die vier übrigen Pentaeder- 
ebenen ausgeschnitten wird. Die Diagonalen dieses Vierseits: 

e+ß=0, yrd=d, 
a+y=0, B+ö=0, 
a+ö=0, B+y—0 
gehören vollständig der Fläche an. Somit gilt der folgende Satz: 

Wenn sich auf einer Fläche dritten Grades sechsmal, aber im All- 
gemeinen nicht öfter, drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, so 
bilden die sechs Schnittpunkte die Ecken eines vollständigen Vierseits und 
liegen in einer Pentacderebene, während die drei Diagonalen in der Fläche 
selbst liegen. 

Sobald das Pentaeder reell ist, sind selbstverständlich diese drei 
Diagonalen auch reell; die übrigen 12 betheiligten geraden Linien, von 
denen die in: 

a+- Bß=0 


liegenden durch die Gleichung: 
Prien 7 


FH) — 3y — 0 
dargestellt werden, sind es dagegen nur, sobald: 


k > i 


oder: 


Für 
S 1 


fallen je zwei gerade Linien zusammen; die Fläche ist dann die mehr- 
fach erwähnte Fläche dritten Grades mit vier Knotenpunkten. 

14. Bei der Untersuchung unserer Fläche, insbesondere bei der 
Aufsuchung der 12 geraden Linien, welche ausser den in $ 13. mach- 
sewiesenen 15 Linien sich noch auf der Fläche vorfinden, sind etliche 
andere Gleichungen derselben, welche sich bei Zugrundelegung anderer 
Fundamentaltetraeder ergeben, von besonderem Nutzen. 
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Wählt man die 4 Ebenen: 
X =—a+ß+r +6=0, 
Y= LR ß + y+ ð = 0 ? 
Z= «+ß—7+ò=0, 
W= «+f +y—s=0 
zu Fundamentalebenen, so ergiebt sich durch eine leichte Rechnung 
als Gleichung der Fläche in Bezug auf das neue Tetraeder: 
Ak—-1(X+-Y+Z+ W’H12(YZW+ZWZ+-WXYHXYD=0. 
Das Tetraeder ist hier ein solches, dessen sechs Kanten mit der 
Fläche je- drei zusammenfallende Punkte gemeinschaftlich haben; die 
sechs Berührungspunkte liegen in einer Ebene. Die letztere Eigen- 
schaft kommt allen 'Tetraedern der gedachten Art auch bei der allge- 
meinen Fläche dritter Ordnung zu, da sich die Gleichung einer sulchen 
auf unendlich viele Weisen auf die Form bringen lässt: 
Ap + Brst+ Cst + Digr + Egrs=0, 
wop=0, g==0 u. s. w. die Gleichungen von Ebenen sind. Werden 
dagegen die vier Ebenen: 
X=a+<fpf+y+o—=0, 
Y=c.+ßß—y—d-=(, 
Z'=a—p+y—0—0, 
W = «— hB —y += 
zu Fundamentalebenen gewählt, so geht die Flächengleichung über in 
X3 (1—16) +I X(Y H24 WI -6YZW=0. 
Besonders einfach gestaltet sich die Gleichung derjenigen Fläche, 
für welche: 


1 
am i 
einer Fläche mit einem Knotenpunkte. Diese und die sich für: 
1 
k= à 


ergebende Fläche mit vier Knotenpunkten sind die einzigen in dem _ 


Büschel: 

+++ — klat3+7+0° = 0 
enthaltenen Flächen mit Knoteupunkten, Die Flächen dieses Büschels 
osculiren sich übrigens sämmtlich längs der drei Diagonalen des auf 


der Ebene: 

e+ß+r+d=0 
durch die vier übrigen Pentaederebenen ausgeschnittenen vollständigen 
Vierseits. 
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15. Wir legen im Folgenden die gefundene Gleichung: 
X3 (1—16 + 3X(Y?2+4 274 W) +6YZW=0 
zu Grunde und untersuchen, welche unter den durch die auf der Fläche 


liegende gerade Linie: 
X=0, Y=0 


X=IY 
die Fläche noch in einem Geradenpaare schneiden. Substituirt man 
diesen Werth von X in die Gleichung der Fläche, so erhält man: 
B Y? (1-16) + 31(Y +24 WI H6ZW=0,. 

Diese Gleichung stellt im Allgemeinen einen Kegelschnitt dar, der 
aber in fünf Fällen in zwei gerade Linien zerfällt. Diese sind: 

1) ļ¿= 0. Es ergiebt sich hierbei die schon mehrfach erwähnte, 
die Fläche in drei geraden Linien schneidende Ebene X = 0. 

2) l= +1. Man erhält hier die in $ 13. besprochenen geraden 
Linien. Die Gleichungen derselben sind übrigens unter Zugrundelegung 
der neuen Coordinateu, wenn man noch zur- Abkürzung: 


Tk — 4 
y 5 m 
setzt, die folgenden: 


p= Y, Bazar, 


gelegten Ebenen 


Se Y, M-2Z- M0: 
we EHe- Wei; 
EE VAT. 


3) Zwei gerade Linien erhält man endlich auch, wenn: 


Paten +3 = 0, 


L= + Pre 


Die zwei hierdurch bestimmten Ebenen, welche aber nur reell sind, 
sobald 


also 


1 
Boss 
schneideu die Fläche in je zwei geraden Linien, deren Schnittpunkte 
nicht mehr, wie im zweiten Falle, auf der Kante X = 0, Y — 0, son- 
dern auf der gegenüberliegenden Kante Z=0, W=0 liegen. Die 
Gleichungen dieser beiden Geraden sind: 
UN” +Z)+2WZ=0. 


Wird nun, wie im Folgenden stets geschehen soll: 


Ze 
Var 
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—-1+Vı-r _Vıiek- 1 —Vuk—ı 
= PRE ei 


1 
== Vs — = f— T == Q 
gesetzt, so sind die Gleichungen der vier auf der Fläche liegenden 
geraden Linien, welche hiernach noch die Gerade X=0, Y=0 
schneiden: 


X= lY, Z= ọW, 
X= lY, W=  pZ, 
X=—lY, Z=—ọW, 


x= IY, W=-—e2. 

Ein reelles Pentaeder vorausgesetzt, sind diese Geraden nur reell, 

wenn 
1 
BT: 

In gleicher Weise erhält man vier gerade Linien, welche der Ge- 
raden X = 0, Z = 0, und vier weitere, welche X = 0, W = 0 be- 
gegnen; die jetzt gefundenen 12 und die bereits früher nachgewiesenen 
15 geraden Linien machen die 27 Geraden der Fläche aus. 

16. Die 12 Geraden des vorigen $ lassen sich in folgender Weise 
in zwei Gruppen von je sechs Linien zerlegen: 


x= lY, Z= ọW; X=Y, W=— 097; 
X=—1Y, Z=-oW; X= LT, W= 2; 
X= 12, We př; X=—1Z, Y=—0oW; 
X=—1Z, W=—pYy; Xæ IZ, Y= 0%; 
xs IW, Y= ọŽ; X=—IW, Z=-o); 
X=—IW, Y=-—oZ2. X= IW, Zu ol. 


Bei dieser Zusammenstellung durchschneidet jede Gerade der einen 
Gruppe die übrigen Geraden derselben Gruppe und die nebenstehende 
Gerade der andern Gruppe nicht; dagegen durchschneidet sie die übrigen 
5 Geraden der andern Gruppe. Die 12 geraden Linien bilden daher 
das, was Schläfli zuerst eine Doppelsechs genannt hat und es gilt 
somit der Satz: r 

Schneiden sich auf einer Fläche dritten Grades sechsmal drei ge- 
rade Linien in einem Punkte, so sind hierbei 15 gerade Linien der 
Fläche betheiligt und die 12 unbetheiligten Linien bilden eine Doppelsechs: 

Die übrigen 35 Doppelsechsen der Fläche enthalten theils gerade 
Linien der einen, theils solche der andern Art. 

17. Die 45 Dreiecksebenen, welche die Fläche besitzt, theilen sich 
in zwei Gruppen. Bei der ersten Gruppe, welche 30 Ebenen umfasst, 
sind in jeder Ebene zwei Gerade der eben gefundenen Doppelsechs und 
eine weitere von den 15 übrigen Linien enthalten; bei der zweiten 
Gruppe liegen in jeder Ebene drei von diesen 15 Geraden. 
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Zu der ersten Gruppe gehören die sechs Ebenen: 
X=+IY, X=41IZ, X=+IW, 
und ausser ihnen noch 24 weitere Ebenen, von denen durch jede der 
12 Geraden der Doppelsechs vier gehen. Die durch die Gerade: 
XelY, ZzoW 
z. B. gehenden vier Ebenen sind, wie sich sehr leicht aus dem vorigen 
$ ergiebt: 
X—-IY+17-IlW =0, 
x—iY—-IZ+ln —0, 
X—IY—-loe!"Z+-1IW=0, 
X—IY-+lo!2 —IW=0. 

Die Gleichung einer jeder von diesen 24 Ebenen kaun überhaupt 
auf die eine oder die andere der beiden nachstehenden Formen gebracht 
werden: 

ZIEH LI Re, 

X+1(P—-Q) +l R=0, 
wobei P, Q, R mit den drei Werthen Y, Z, W, nur in beliebiger Auf- 
einanderfolge, übereinstimmen. 

Die zweite Gruppe von 15 Ebenen enthält zunächst die Ebene 

X=0, 
sodann die sechs Ebenen: 
Xet Y, X=, Xet W, 
und endlich 8 weitere Ebenen, von denen durch jede der 12 geraden 
Linien, die in den letzteren Ebenen ausser ihren Durchschnittslinien 
mit X=0 noch liegen, zwei geheu. Die Gleichungen dieser acht 


Ebenen sind: 
AHNAHLPL+O- um, 
(l+) X—Y—Z— W=0. 


Geht man zu den früheren Coordinaten zurück, so stellt sich heraus, 
dass die Gleichungen der oben zusammengestellten 24 Ebenen sämmt- 
lich die Form: 


2(p+4+lr—ls) + fl(p+q—r—-s)=0, 
diejenigen der letzten 8 Ebenen dagegen die andere: 
2 (p+atr—s) + fla+B+y+0) = 0 

haben, wobei die Grössen p, q, r, s die vier Coordinaten in beliebiger 
Reihenfolge darstellen. 

Es würde in gleicher Weise nicht schwer sein, die Coordinaten 
aller 135 Eckpunkte der 45 auf der Fläche liegenden Dreiecke zu 
finden. 
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18. Die in den vorigen $ ausgeführten Rechnungen sind unter 
Anderem auch aus dem Grunde von Wichtigkeit, weil sich mit Hülfe 
derselben leicht die Frage nach der Realität der auf der Fläche liegen- 
den 27 geraden Linien und der zugehörigen Dreiecksebenen entscheiden 
lässt. Die Untersuchung wird sich dabei nicht allein auf den oben 
nahezu erledigten Fall zu beschränken haben, in welchem die sämnt- 
lichen vier Ebenen «, ß, y, Ò reell sind, da auch in gewissen Fällen 
bei imaginären Ebenen reelle Flächen hervorgehen. Man erhält solche 
überhaupt in folgenden drei Fällen: . 

I. Sämmtliche vier Ebenen «, ß, y, ô sind reell. 
II. Zwei Ebenen sind reell, die übrigen conjugirt imaginär. 
III. Die vier Ebenen sind paarweise conjugirt imaginär. 

In jedem dieser drei Fülle ist die Ebene X reell; die übrigen sind 
im ersten Falle auch sämmtlich reell; im zweiten Falle sind zwei con- 
jugirt imaginär und die dritte ist reell, z. B. 


Y=L+M=0, 
Z= L — Mi =0. 

Im dritten Falle endlich sind zwar auch sämmtliche Ebenen Y, 
Z, W reell, aber die Gleichungen von zweien unter ihnen erscheinen 
mit einem rein imaginären Factor multiplicirt, z. B. 

Y = Li =0, 
Z = Mi =0. 

Nach $ 15. werden wir sodann zu unterscheiden haben, ob die 
Grösse k grösser ist als +, ob sie zwischen + oder ;% liegt, oder ob 
sie endlich kleiner ist als „5. Die beiden Greuzfülle k = +4 und k= 5 | 
liefern Flächen mit resp. vier oder einem Knotenpunkt, welche soge- 
nannte binäre Gerade besitzen. Wir untersuchen diese beiden Fälle 
hier nicht näher und nur den zweiten später. 

Die für die Grössen l, ọ und f gegebenen Bestimmungsgleichungen 
zeigen, dass für 


k> 7 
l, ọ und f reell, für 
1 : 1 ; 
4 >k> 16 
l reell, ọ complex und f imaginär und für . 
k< + 


16 
l, ọ und f imaginär sind. Wir gehen nun die einzelnen möglichen 
Fälle der Reihe nach durch. 


-J. Sämmtliche Ebenen «, B, y, ©, und somit auch die vier Ebenen 
X, Y, A, W sind redll. 
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A. k> 2 Sämmtliche 27 gerade Linien und die 45 Dreiecks- 
ebenen sind reell. 

B. +> k > i Reell sind nur drei gerade Linien, nämlich 
diejenigen, welche in der Ebene X = 0 liegen; von den Dreiecksebenen 
sind 13 reell, und zwar die Ebene X = Q, die sechs Ebenen 

X=4 Y, X=+Z X=4 VW, 
sowie die weiteren sechs Ebenen 
X=+Y, X=+IZ, X=+IW. 

CSR . Reell sind wieder die nämlichen drei Geraden, wie 
unter B.; von den Dreiecksebenen- sind ausser der Ebene X = 0 nur 
die folgenden 6: 

X=+Y, X=+Z X=+MW, 
also im Ganzen 7 reell. 

II. Die zwei Ebenen « und B sind reell, die beiden anderen y und ò 
conjugirt imaginär. Alsdann sind auch die beiden Ebenen 


X=a+pf+y+ô—0, 
Y =« +B —y7— ð=) 


reell, die beiden anderen dagegen 
=«—ß+7—òð=0, 
W= «—p—y+ù—0 
coujugirt imaginär, also 
Z=L+Mi=0, 
W=L- Mi=0, 
de k> 2. Reell sind nur die drei geraden Linien: 
X=æ0, Ya); 
XY, [Yp pZ PWE, 
x= Y, (Y-Z-W=0, 
welche in einer Ebene liegen und sich in einem Punkte durchschneiden. 
Von den Dreiecksebenen sind 13 reell, nämlich die folgenden: 


R 0, 
kæ K 
Ms LIT, 


X! YHI(Z+W)=0; 
UHNX- Y+Z+W=0; 
(A +f)X—- Y-Z-W=0. 


Ueber Flächen dritten Grades. 251 


B 4>k> 47 - Reell sind 7 gerade Linien, nämlich ausser den 


drei folgenden: 
X = 0, x == 0, 


Ea 1 FF Me, 
k= y yi- 2 ie, 


noch die vier in den Ebenen 


X= +Y 
liegenden Linien. Die letzteren sind es, weil wegen 
m M 
e=/f— T 
z. B. die Gleichung 
ee Z=~oW 


übergeht in 
L +f-7)+ Mi -f+43)=0, 
woraus durch Multiplication mit 
1 
ef 
entsteht: 
L=} +4 ri) HMH am. 
Nun ist aber 
1 i 
p- P= 
weshalb diese Gleichung sich vereinfacht zu: 
L(} —1)+/Mi=0. 


Diese Gleichung ist aber reell, weil ¿ reell und f rein imaginär ist. 
Unter den Dreiecksebenen sind 5 reelle vorhanden, nämlich: 


X=0, = +-W, Xm+iIW. 
CAR = Reell sind die drei unter B. zuerst aufgeführten 
geraden Linien, sowie die 7 Dreiecksebenen: 
X= 0, 
X= +Y, 
X— let! Y+HI(Z—W)—0. 
m. Die Ebenen a und B, sowie y und à sind conjugirt imaginär. 
-Alsdann sind zwar sämmtliche vier Ebenen X, Y, Z, W reell, aber 


zwei von ihnen, nämlich Z und W, calin m ikka Üldine 
einen auszuscheidenden rein imaginären Factor, also . 


Ze 0, 4 
W= Mi= 0. 
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he Fo 4 - Reell sind 7 gerade Linien, nämlich die drei in X = 0 
liegenden und die vier, welche sich in den beiden Ebenen 
X=-+IY 
vorfinden. Von den Dreiecksebenen sind die folgenden 5 reell: 
X=0, X=+4 Y, X= +Iy. 


B. 4 >> X - Reell sind wieder 7 gerade Linien, nämlich die 
die drei Linien in X = 0 und die vier in den Ebenen 


Ke + Y, 
reell sind ferner die nämlichen 5 Dreiecksebenen, wie unter A. 
e e 
1 . = . à .. . . . LI 
C. k< -g> Reel sind 15 gerade Linien, nämlich die drei in 


X=0, die vier m X =+ Y, sowie 8 Gerade der in $ 16. erwähnten 
Doppelsechs. Reell sind ferner 15 Ebenen, und zwar: 


Zao, 
tarr, 
ei 
Ke LTW, 


X+ilogt'X+I(Z+W)=0, 
X— l'Y +1(Z—W)=0. 


Man erkeunt somit, dass sämmtliche von Schläfli gefundenen 

5 Arten von Flächen 3. Grades auch unter den betrachteten speciellen 
Flächen vertreten sind. Es haben sich ergeben die Art: 

I. (27 Gerade und 45 Ebenen reell) in I. A. 

Il. (15 Gerade und 15 Ebenen reell) in IH. C. 

II. ( 7 Gerade und 5 Ebenen reell) in IL. B., HI. A. und B. 

IV. ( 3 Gerade und 13 Ebenen reell) in I. B. und IT. A. 

V. ( 3 Gerade und 7 Ebenen reell) in I. C. und II. C. 


19. Wir haben bereits früher ($ 11.) dargethan, dass jede Ebene, 
welche aus einer Fläche dritten Grades drei sich in einem Puukte tref- 
fende gerade Linien ausschneidet, ihre Hesse’sche Fläche längs einer 
Pentaederkante berührt und in zwei geraden Linien durchschneidet. 
Auf der Hesse’schen Fläche, welche zu der in den letzten & betrach- 
teten Fläche gehört, liegen daher ausser den 10 Pentaederkanten noch 
12 gerade Linien, die sich zu je zweien in einer Pentaederecke durch- 
schneiden. Damit man diese Linien bequem untersuchen könne, ist es 
zweckmässig, auch in die Gleichung der Hesse'schen Fläche 


LORIENT ETS ES 


fc 
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die neuen Coordinaten X, Y, Z, W einzuführen. Geschicht dies, 

oder bestimmt man die Gleichung der Hesse’schen Fläche direct aus 

der Gleichung der Fläche dritten Grades, so erhält man: 

(11—164) X[XS— X(Y?+2?+- W3)+2WYZ] + Y'+Z'+W° 

—2(7?2+2:W+ W YG XYZ WGX YZ WIO. 

Wird nun in dieser Gleichung 

A À 

gesetzt, so geht hervor: 

— (1— 16) Y(Z- WW + (7?—- WW —-37?Z—-W=0. 

Diese Gleichung, welche durch (Z— WY theilbar ist, zeigt, dass 
die durch X= Y dargestellte Ebene die Hesse’sche Fläche Kings der 
geraden Linie 

X = 7 Z = W 
berührt und überdies in der Curve 
(16k —4) Y? + (Z+ WF = 0, 

d. i. in zwei geraden Linien durchschneidet, deren Gleichungen getrennt 
fYY-3+Z+W=0, 
[YV-3-Z-VW=0 

sind. Die Gleichungen der 12 geraden Linien, welche hiernach auf der 

Fläche ausser den Pentaederkanten liegen, sind auf eine der folgenden 

Formen zu bringen: 

X=P HfPV=5+Q+R=0; 
X=-—P, +/Py-3+0—-R=0, 

wo P, Q, R die aus $ 17. bekannte Bedeutung haben. 

Jede dieser 12 Geraden durchschneidet fünf andere, ohne dass sich 
deshalb dieselben zu einer Art Doppelsechs zusammenstellen lassen. Sie 
geben Veranlassung zu sechs Ebenen, den bereits betrachteten 

X= + E, 

in denen je zwei, und zu acht Ebenen, in denen je drei dieser Linien 

liegen. 

Die Gleichungen dieser letzteren Ebenen können auf die eine oder 
die andere der beiden folgenden Formen gebrächt werden: 


QAHNVS)X+P+Q-R=0, 
(1+ fi S)X—-Y—Z—W—0. 
Bemerkenswerth ist, dass bei einem reellen Pentaeder die 12 ge- 


-raden Linien der Hesse’schen Fläche imaginär sind, sobald die in den 
mehrfach erwähnten sechs Ebenen liegenden geraden Linien der Fläche 
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dritten Grades reell sind und umgekehrt. Die fraglichen 12 geraden 
Linien der Fläche 


a BHH 8 — (a+ By +8) = 0 
fallen mit den 12 Geraden der Hesse’schen Fläche 
1 1 1 1 8 
«rer, t3 7 E-ntetsfrro 
zusammen, denn f ist für die erste Fläche genau dasselbe, was fiy 3 
für die zweite Fläche ist. Beide Flüchen durchschneiden sich daher 
in 12 geraden Linien. 


20. Jede gerade Linie, welche auf einer Fläche n' Grades liegt, 
berührt die Hesse’sche Fläche in sämmtlichen Punkten, welche sie mit 
derselben gemeinschaftlich hat, also in 2(n—2) Punkten. Für die 
lüche dritten Grades sind die sich auf diese Weise ergebenden 54 
Punkte von Steiner mit dem Namen „Asymptotenpunkte“ bezeichnet 
worden. 
Die Bestimmung dieser Punkte ist eine sehr einfache für diejenigen 
geraden Linien, welche in einer Diagonalebene des Pentaeders liegen. 
Jede dieser Linien geht durch eine Ecke des Pentaeders und schneidet 
die gegenüberliegende Kante desselben; es sind daher, da die Kanten 
und Ecken des Pentaeders der Hesse’schen Fläche angehören, jene 
Ecke und jener Schnittpunkt die Asymptotenpunkte der betreffenden 
geraden Linie. 
Für die übrigen 12 geraden Linien der Fläche wird am zweck- 
mässigsten die Rechnung benutzt. Substituirt man z. B. in die Gleichung 
der Hesse’schen Fläche 
X=IY, Z=oW 

und reducirt hinreichend, indem man besonders die Identität 
?(1i—16k)= — 3 

benutzt, so erhält man schliesslich 
GY?—-eW}=0, 

so dass für die beiden Asymptotenpunkte jener geraden Linie 


Yyi+ We —0 
ist. Genau dieselbe Bestimmungsgleichung würde man für die beiden 
Asymptotenpunkte der Linie 
X=—IY, Z=-oW 
erhalten. 

Die Coordinaten für die beiden Asymptotenpunkte der zuerst be- 
trachteten geraden Linie sind hiernach gegeben durch die beiden Pro- 
portionen: 

2: Mel: Eten Diet, 
ZB A DE -Miet:— Port. 
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Geht man von den neuen Coordinaten zu den alten «, ß, y, Ò 
über, so findet man für den ersten Asymptotenpuukt: 


tte Die). MN) 
4 : 4 


(t-ra) ttet) | Hl). 
4 N 4 


a:B:y:0 = 


Für den anderen Asymptotenpunkt ergeben sich die nämlichen 
Werthe, nur dass l? darin negativ zu setzen ist. Bemerkenswerth ist, 
dass das Product aus je zwei gleichbenannten Coordinaten der beiden 
Asymptotenpunkte einer und derselben geraden Linie constant ist und 
zwar gleich 4. Die vier oben gefundenen Werthe «, ß, y, à kann 
man als Wurzeln einer biquadratischen Gleichung auffassen. Bildet 
man diese Gleichung wirklich, so erhält man das einfache Resultat: 

gt as EN a? — kz + kR = 0, 
also eine Gleichung, welche sich als eine reciproke Gleichung allge- 
meinerer Art auffassen lässt. Das besonders Eigenthümliche an dieser 
Gleichung ist aber, dass diese Gleichung weder ! noch g enthält und 
dass sie sich also ebenfalls ergeben würde, wenn man die Coordinaten 
irgend eines andern Asymptotenpunktes als Wurzeln einer biquadrati- 
schen Gleichung auffassen wollte. Die 24 Asymptotenpunkte, um deren 
Bestimmung es sich handelte, sind dagach gegeben durch 
a: b: y: dmg: gır:s, 

worin p, q, r und s die vier Wurzeln der oben aufgestellten biqna- 
dratischen Gleichung in beliebiger Aufeinanderfolge bedeuten. 

Zu jeder Wurzel giebt es eine andere, welche mit ihr multiplicirt 
das Product % giebt; der Punkt 

æ: p :y:ð = kp !t:kq"t: krot: ks! 
liefert mit dem durch die vorhergehende Proportion bestimmten Punkt 
verbunden cine gerade Linie der Fläche. 

Für k = 1, d. i. für die zuerst von Clebsch untersuchte Dia- 
gonalfläche, wird die biquadratische Gleichung: | 
st — gp +H — rtl = 
und die Grössen p, q, r, s werden fünfte Wurzeln der Einheit. Wir 

kommen auf diesen Fall später ausführlicher zurück. 

Für die allgemeinere Fläche liegen, da für jeden der 24 Asympto- 


tenpunkte 
a+ß+rY+ö=1, 
aB + ey + ad + Br + BE +r = FH, 


diese Punkte säimmtlich auf der Fläche zweiten Grades: 
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++ tee 
4 (a? + Bt HN + fe 0, 
wo f die frühere Bedeutung hat. 
Ebenso liegen dieselben auf der Fläche dritten Grades 


Byö+rydatdeß+aßy=klatß+r+ I), 


welche nach $ 14. von derselben Art ist wie die ursprüngliche Fläche. 


oder 


21. Zwei Flächen der von uns betrachteten Art wollen wir con- 
jugirt nennen, wenn die Ebenen «, B, y, Ô der einen bei der andern 


durch die Ebenen 
—a+pf+y+0=0 us. w. 
ersetzt, die Coefficienten k aber für beide Flächen gleich sind. Es ist 
somit die zu 
PERRET ELF) 
conjugirte Fläche bestimmt durch 
ne a En ET Jun A EZ a CE ty u 
=8k (a +B +r +0). 

Durch Einführung der Coordinaten X, Y, Z, W gehen diese 

Gleichungen über in 
X’ (1—16 +3 X(Y?+27+ W3) +6YZW=0 


XI (1—16) +3 X (+2 W) —-6YZW=0. 
Man erkennt somit, da beide Gleichungen nur in dem Vorzeichen 


des letzten Gliedes verschieden sind, dass die Durchschnittslinie beider 
Flächen in den drei Ebenen 

Y0, Ze, Wa 
liegen muss. Jede dieser drei Ebenen schneidet aber eine jede der 
beiden Flächen in einer geraden Linie und in einem Kegelschnitt; der 
gegenseitige Durchschnitt der beiden conjugirten Flächen besteht hier- 
nach aus drei geraden Linien, welche in der Ebene 

À == 0 

liegen uud ein Dreieck bilden, und aus drei Kegelschnitten, welche auf 
der Fläche zweiten Grades 


X? (1-16 +3(Y?+2?+ W?) = 0 


und 


oder 
+ + pe + 67 — SEL a 0 


liegen. Die sechs Ebenen, deren jede aus der Fläche dritten Grades 
drei sich in einem Punkte treffende gerade Linien schneidet, sind für 
die beiden conjugirten Flächen dieselben. 
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Auch die Hesse’schen Flächen der beiden conjugirten Flächen 
sind nur wenig in ihren Gleichungen verschieden, indem diese nur in 
dem Vorzeichen des Gliedes X YZW differiren. Beide Gleichungen 
sind nämlich à 
(—164) X [X — X(Y?+2Z?+- W3+2 YZW]+ Y'!+2Z'+-W"' 

—2 (Y? Z4 2 W4 W YS X 1Y?+ ZE WY)+-60XYZW=0. 

Sonach liegt der gesammte Durchschnitt der beiden Hesse’schen 

Flächen in den vier Ebenen 


X=0, Y=0, Z=0, W=0. 


Der iu der ersteren Ebene liegende Theil besteht aus den vier geraden 
Linien 
Y+Z+W=0, 

welche nichts Anderes sind, als die Seiten des auf der Ebene X = 0 
durch die vier Ebenen «, ß, y, Ô ausgeschnittenen vollständigen Vier- 
seits. Die in den übrigen drei Ebenen Y, Z uud W enthaltenen 
Theile der Durchschnittslinie sind Curven vierten Grades mit zwei 
Doppelpunkten. Für den speciellen Fall 


1 
k= 7 


werden die Gleichungen der beiden Hesse’schen Flächen vollständig 
identisch, da hier der Coefficient von X YZ W verschwindet; die beiden 
conjugirten Flächen besitzen somit dieselbe Hesse'sche Fläche. 


22. Clebsch hat im 65. Bande von Crelle’s Journal von der 
Grassmann’schen Erzeugungsweise der Flächen dritten Grades aus- 
gehend analytisch gezeigt, wie eine solche Fläche eindeutig auf eine 
Ebene abgebildet werden kann, d. h. so, dass jedem Punkte der Fläche 
ein einziger Punkt der Ebene und umgekehrt entspricht. Später hat 
er im 5. Bande der mathematischen Annalen rein geometrische Mittel 
für die Ausführung dieser Abbildung gegeben. 

Sind nämlich A und B zwei gerade Linien auf der Fläche dritten 
Grades, welche sich nicht treffen, und ist C eine gerade Linie der 
Fläche, welche A und B durchschneidet, so geschieht die Abbildung 
auf eine beliebige Ebene, welche durch C geht und die projicirende 
Linie irgend eines Punktes der Fläche ist die Gerade, welche durch 
diesen Punkt geht und A und B durchschneidet. — Ausser der Linie 
C giebt es noch vier gerade Linien, welche sowohl A als auch B durch- 
schneiden; für jeden Punkt einer derartigen Linie ist diese selbst die 
projicirende Gerade, so dass sich diese vier geraden Linien als Punkte 
abbilden. Ferner bilden sich auch diejenigen zwei Linien als Punkte 
ab, welche mit A und C, resp. mit B. und C ein Dreieck bilden, und 
zwar liegen die Bilder da, wo resp. B und A der Bildebene begegnen. 

Mathematische Annalen. X. 17 
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Die vier geraden Linien, welche weder A noch B durschneiden, bilden 
sich als Kegelschnitte ab, da für sie der geometrische Ort der proji- 
cirenden Linien ein Hyperboloid ist. Auch die zwei Linien A und B 
bilden sich als Kegelschnitte ab, da z. B. die geraden Linien, welche 
die Fläche dritten Grades in einem Punkte von A berühren und zu- 
gleich die Linie B durchschneiden, ein Hyperboloid bilden. Die 12 
Geraden nun, welche sich in Punkten und Kegelschnitten abbilden, 
lassen sich stets zu einer Doppelsechs gruppiren, so dass die sich in 
Punkten abbildenden die eine Hälfte, die übrigen die andere Hälfte 
derselben ausmachen. Daraus geht ohne Weiteres hervor, dass jeder 
Kegelschnitt fünf der Fundamentalpunkte enthält, da ja jede Gerade 
der einen Sechs 5 Gerade der anderen Sechs durchschneidet. Die 
übrigen 15 geraden Linien der Fläche bilden sich als gerade Linien 
ab, deren jede zwei der 6 Fundamentalpunkte verbindet. 

Wählt man nun für die Abbildung der in den letzten $ betrach- 
teten speciellen Fläche dritten Grades die beiden Geraden A und B 
aus derselben Hälfte der schon mehrfach erwähnten Doppelsechs, so 
ergeben sich sechs Fundamentalpunkte, welche die specielle Eigenschaft 
besitzen, dass sechsmal je drei ihrer Verbindungslinien sich in einem 
Punkte schneiden, dass sie also sechsmal in verschiedener Reihenfolge 
zu einem Drianchon’schen Sechseck angeordnet werden können. 

Legt man bei der Abbildung eine andere Doppelsechs zu Grunde, 
so bekommen die Fundamentalpunkte eine vollständig andere Lage zu 
einander; es werden sich dann weniger als sechsmal drei gerade Ver- 
bindungslinien derselben in einem Punkte schneideu, dafür wird einige- 
mal ein Kegelschnitt, welcher durch 5 Fuudamentalpunkte geht, durch 
eine Gerade berührt, welche einen dieser Punkte mit dem sechsten 
Fundamentalpunkt verbindet. 

23. Wir wenden uns nun der Untersuchung einiger speciellen 
Flächen zu und betrachten zunächst die Fläche dritten Grades mit einem 
Knotenpunkte, auf welcher sich sechsmal drei unüre (nicht durch den 
Knotenpunkt gehende) yerade Linien in einem Punkte treffen. (Vergl. 


$ 7. und 14.) Dieselbe entspricht dem speciellen Werthe k = m und 
hat somit die Gleichung 
I TER, 
oder, wenn die Coordinaten X, Y, Z, W eingeführt werden: 
X(Y?+Z2°’+W°)+2YZW=0. 
Bemerkenswerth ist die Fläche zunächst wegen eines einfachen 
Zusammenhanges mit der Steiner’schen Fläche. In einem Aufsatze, 


welcher zuerst im Programme der Realschule zu Reichenbach 1869 und 
später im Auszuge im 5. Bande der mathematischen Annalen veröffent- 
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licht worden ist, habe ich für räumliche Gebilde diejenige Transfor- 
mation untersucht, welche man erhält, wenn man in der homogenen 
Gleichung eines Gebildes die Coordinaten durch ihre reciproken Werthe 
ersetzt. Es ist dies, beiläufig bemerkt, dieselbe Transformation, welche 
Cayley als Inversion der Coordinaten bezeichnet und in einem Anf- 
satze, welcher der neuesten Auflage von Salmon’s analytischer Geo- 
metrie der höheren ebenen Curven einverleibt worden ist, mit beson- 
derem Erfolge bei der Untersuchung «der Curven vierten Grades mit 
drei Doppelpunkten verwendet: hat. Wird diese Transformation in der 
obigen Gleichung vorgenommen, so erhält man 
EPA ZEN + MT 2272W=0, 

also die Gleichung einer Steiner'schen Fläche, welche die Schnitt- 
linien der drei Ebenen Y, Z uud W als Doppellinien besitzt. Aus 
der bekannten Eigenthümlichkeit dieser Fläche, durch jede Tangential- 
ebene in zwei Kegelschnitten getroffen zu werden, lässt sich olıne 
. Schwierigkeit auch eine Eigenschaft unsrer Fläche dritten Grades ab- 
leiten, die allerdings nicht ihr allein zukommt. 

Bei Anwendung der oben augegebenen Transformation entspricht 
im Allgemeinen einer beliebigen Ebene eine Fläche dritten Grades, 
welche die vier Fundamentalpunkte zu Kuotenpunkten hat. Einem 
beliebig im Raume liegenden Kegelschnitt entspricht im Allgemeinen 
eine Curve sechsten Grades, welche in den vier Fundamentalpunkten 
Doppelpunkte besitzt. Sobald aber der Kegelschnitt eine Kante des 
Fundamentaltetraeders schneidet, so erniedrigt sich der Grad der ent- 
sprechenden Curve um 1, während die beiden Endpunkte derjenigen 
Kante, welche der getroffenen gegenüber liegt, nur einfache Punkte der 
Curve sind. Wenn daher der Kegelschnitt drei in einem Punkte zu- 
sammenstossende Kanten des Tetraeders trifft, so entspricht ihm eine 
Curve dritten Grades, welche jenen Punkt zum Doppelpunkt haben und 
daher eben sein muss. Da nun die zwei Kegelschnitte, in welchen die 
Steiner’sche Fläche durch eine Tangentialebene geschnitten wird, die 
drei Doppelgeraden der Flüche schneiden, so ergiebt sich aus vor- 
stehenden Betrachtungen der Satz: 


Jede Fläche dritten Grades, welche die vier Eeken des Tetraeders 
X, Y, Z, W zu Knotenpunkten hat und dabei unsere Fläche berührt, 
durchschneidet dieselbe zugleich in zwei ebenen Curven dritten Grades 
mit einem Doppelpunkte (und in drei geraden Linien). Vier derartige 
Flächen giebt es, welche unsere Fläche längs einer Curve dritten Grades 
berühren. 

Diese Eigenschaft gilt, wie bereits oben gesagt, auch für eine all- 
gemeinere Classe von Flächen dritten Grades, nämlich für diejenigen, 
deren Gleichung sich auf die Form bringen lüsst: 

Ver 
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XK 4 YZWæ0, 


wo À = 0 die Gleichung eines Kegels zweiten Grades ist, welcher die 
Ecke Y=0, Z=0, W=0 zum Scheitel hat. Diese Classe aber 
umfasst alle Flächen dritten Grades mit einem Knotenpunkte, da die 
Gleichung einer derartigen Fläche sich sofort auf die obige Form bringen 
lässt, sobald man nur zur Ebene X eine Dreiecksebene wählt, welche 
allein unäre Gerade enthält, und zu den Ebenen Y, Z, W diejenigen 
Ebenen, welche diese drei Linien mit dem Knotenpunkte verbinden. 
Da es 15 Dreiecksebenen giebt, welche nur unüre Gerade enthalten, 
so giebt es auch 15 Schaaren von Flächen dritten Grades mit vier 
Knotenpunkten, welche die oben erwähnte Eigenschaft besitzen. 


24. Die sechs Geraden der einen Hälfte der in $ 16. erwähnten 
Doppelsechs fallen mit den sechs Geraden der andern Hälfte zusamnıen 
und gehen sämmtlich durch den Knotenpunkt, welcher durch 


B = y = Ô 
bestimmt ist. Es sind dies die sogenannten binären geraden Linien 
der Fläche, und jede von ilınen vertritt die Stelle von zwei Geraden. 


Sie liegen zu je zweien in den drei Ebenen Y, Z, W vertheilt und 
haben die Gleichungen: 


Y=0, ZH Me, 
z=0, Fr Wit, 
F0, FLO, 


u, 

Die 15 übrigen geraden Linien der Fläche sind diejenigen, in 
welchen die 15 durch je zwei binäre Gerade zu legenden Ebenen der 
Fläche weiter begegnen. Drei davon sind die Linien in X = 0; die 
Gleichungen der übrigen 12 lassen sich sämmtlich auf die Form bringen: 


p+4=0, ifr+s) + 2(r—s) =0, 
wo P, q, r, S die vier Coordinaten «, B, y, à in beliebiger Reihen- 
folge bedeuten. Bei Entscheidung der Frage nach der Realität der 21 
auf der Flüche liegenden geraden Linien hat man dieselben drei Fälle 
zu unterscheiden, wie bei der allgemeinen Fläche. 

1) Die vier Ebenen «, ß, y, à, also auch die Ebenen X, Y, Z, W 
sind reell. Dann können nur drei unäre Gerade reell sein, nämlich 
diejenigen in der Ebene X=0. Der Knoten ist also isolirt und sein 
Tangentialkegel ist imaginär. Die Fläche enthält 10 reelle Dreiecks- 
ebenen, von denen drei, weil in ihnen zwei binüre Gerade liegen, doppelt 
zu zählen sind; sie ist Mher ein besonderer Fall der Flächen mit drei 
reellen gernden Linien und 13 reellen Dreiecksebenen. 
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2) Sind « und ß conjugirt imaginär, also 
a=p+vi=0, 
B—=p—vi=0, 
so sind X und Y reell, Z und W dagegen conjugirt imaginär: 
Z=L+Mi=0, 
W=L—Mi=0, 
Von den binären Geraden sind die in Y =0 liegenden reell, da 
Z+Wi=(L+M)(i+i. 
Reell sind ferner die unären Geraden 
X=0, Y=0; 
p+8—0, iath) + 2(e—p)=0. 
Die Fläche ist daher ein specieller Fall der Flächen mit 7 reellen 
geraden Linien. Der Knoten ist reell, ebenso sein Tangentialkegel. 
3) Sind « und ß, sowie y und ò conjugirt imaginär, so sind X 
und Y reell und Z und W ebenfalls, die Gleichungen der letzteren 
aber mit einem rein imaginären Factor multiplicirt, also 
Z=Li=0, W=Mi=æ 0. 
Auf der Fläche 
X(Y'—L- M1) —2LMY—=0 
sind dann vier binäre Gerade reell, nämlich die in L —0 und H—0 


liegenden, reell sind ferner die drei unären Geraden in X = 0 und 
die vier Geraden in den Ebenen 


«+ B= 


75.580. 

Die Fläche gehört danach zu denen mit 13 reellen geraden Linien; 
ihr Kuoten ist reell, wie derjenige im vorigen Falle. 

25. Die eindeutige Abbildung auf eine Ebene geschieht bei den 
Flächen dritten Grades mit einem Knotenpunkte bekanntlich durch 
Centralprojection vom Knotenpunkte aus. Alsdann entsprechen den 
sechs binären Geraden der Fläche sechs Punkte der Ebene, die in einem 
Kegelschnitt liegen. Dieser ist die Spur des im Knotenpunkte an die 
Fläche gelegten Tangentialkegels und kann somit als Bild des Knoten- 
punktes selbst angesehen werden. Die 15 unären Geraden bilden sich 
ab als die Verbindungslinien der Fundamentalpunkte. 

Für unsere specielle Fläche dritten Grades schneiden sich diese 
Verbindungslinien sechsmal zu je dreien in einem Punkte, und es gelıt 
daher der bemerkenswerthe Satz hervor: In jedem Kegelschnitte kann 
man sechs Punkte so wählen, dass sich dieselben sechsmal zu einem 


und 
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Brianchon'schen Sechseck verbinden lassen. Auf welche Weise sechs 
derartige Punkte zu finden sind, ergiebt sich sehr leicht durch folgende 
Betrachtung: 


Die Spuren der drei Ebenen Y, Z und W auf der Bildebene durch- 
schneiden den Kegelschnitt in den sechs Fundamentalpunkten. Nun ist 
aber das von jenen Ebenen gebildete Trieder in Bezug auf den Tan- 
gentialkegel des Knotenpunktes, da dessen Gleichung 


r?+2+W=0 
ist, sich selbst conjugirt; folglich besitzt die nämliche Eigenschaft auch 
das von den Spuren jener Ebenen gebildete Dreieck in Bezug auf den 
erwähnten Kegelschuitt. Um daher sechs Punkte in gedachter Lage zu 
erhalten, durchschneide man den Keyelschnitt durch die Seiten eines in 
Bezug auf denselben sich selbst conjugirten Dreiecks; die sechs Durch- 
schnittspimkte besitzen die fragliche Eigenschaft. Freilich ist hierbei zu 
bemerken, dass niemals sämmtliche sechs Punkte, sondern höchstens 
vier derselben reell sein können. 
Die Fläche 
X(Y+2+W9)—-2YZW=0, 
- welche wir in $ 21. die conjugirte Fläche zu 
X(Y?+72°+-W9 +2 Y/ZWV=0 
wenanut haben, hat mit der letzteren die sechs binären Geraden, sowie 
die drei Linien in der Ebene X = 0 gemeinschaftlich; die geraden 
Linien beider Flächen werden sich daher als dieselben Punkte und 
Linien abbilden. 
26. Die Fläche: . 
E EE DE = 0, 


«+B+y+8+e—0, 
auf welcher sich ‚nach $ 4. die 27 Geraden 10mal zu je dreien in 
einem Punkte schneiden, ist von Clebsch im 4. Bande der mathema- 
tischen Annalen näher untersucht und die Diagonalfläche des Pentaeders 


wo 


a=U, Bel, y=0, Ô=0, = () 


genannt worden. Diese Benennung stützt sich auf die Eigenschaft der 
betreffenden Fläche, dass in ihr die Diagonalen der sämmtlichen voll- 
ständigen Vierecke enthalten sind, die auf den Pentaederebenen durch 
die übrigen ausgeschnitten werden. Denn die Gleichung der Fläche und 
die zwischen den 5 Coordinaten bestehende Relation werden, da die 
Summe zweier Cuben stets durch die Summe der Basen theilbar ist, 
z. B. erfüllt, wenn: 
a= 


, B+y=90, ò+ e=). 
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Diese drei Gleichungen, von denen die eine eine Folge der beiden 
andern ist, stellen aber eine gerade Linie dar, welche deu Punkt: 


a=0, p=0, y=0 | 


mit dem andern: 

a—0, d—0, sel 
verbindet, also eine Diagonale einer Seitenfläche des Pentaeders. In 
gleicher Weise liegen auf der Fläche die gleichfalls in der Ebene «—=t) 
befindlichen geraden Linien: 


a=0, B+ri=0, y+e—=0, 
«=0, B+te=0, y+è—0. 

Ausser der Fläche, deren Gleichung oben angegeben ist, geht durch 
die 15 Diagonalen der Seitenflächen des Pentaeders keine weitere Fläche 
dritten Grades, da diese sonst mit jener 15 gerade Linien gemeinsam 
haben müsste, was unmöglich ist; die Diagonalfläche ist daher durch 
das Pentaeder vollständig bestimmt. 

Bemerkt mag werden, dass man die Gleichung der nämlichen Fläche 
auch noch in folgender Form schreiben kann: 


«eßytaßpdtaßstaydtaye+ade+ßyö+tßrEe+Bdctyie=0),. 


Ausser den 15 Diagonalen enthält die Fläche noch 12 weitere gerade 
Linien, welche eine Doppelsechs bilden. Die Gleichungen derselben 
können aus $ 16. direct entnommen werden, wenn man noch folgende 
Werthe der dort vorkommenden Constauten berücksichtigt: 


fd, Tu, 2 ZB. 


Man wird dann z. B. durch geeignete Combination der zwei 
Gleichungen: 
xelr, Zeit 
tinden, dass die hierdurch dargestellte gerade Linie der Durchschnitt 
der 5 Ebenen ist: 
oy+)+a—0, 
o (+) +8=0, 
> o («+0)+y—0, 
o (B+r)+8—0, 
o («+B)+ 8 =0, 
V5—1. 


2 
w 


wobei 


© = 


Clebsch hat diese 12 geraden Linien auf folgende sehr einfache 
Weise gefunden, indem er zuerst ihre Asymptotenpunkte bestimmte. 
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Die 3 Gleichungen: 
e+ß+ry+rde=0, 
++ HI L+E-0, 
Byde + yden + den + eur + «Byô —0, 


von denen die erste die zwischen den Coordinaten bestehende Relation, 
die zweite die Gleichung der Diagonalfläche, die dritte die Gleichung 
ihrer Hesse’sche Fläche darstellt, werden sämmtlich erfüllt, sobald man 
für die 5 Coordinaten die verschiedenen fünften Wurzeln der Einheit 
setzt, also: 


a:ßiy:die=',:5:4'% 
wobei die Grössen g eben diese Wurzeln in beliebiger Reiheufolge sind. 
Da dann auch die Grössen > sämmtliche fünfte Wurzel der Einheit 
darstellen, so folgt, dass auch der Punkt: 
a: Bey: dam a PO 
auf der Diagonalfläche und der Hesse’scheu Fläche legt. Die Ver- 
bindungslinie der beiden durch diese Proportionen dargestellten Punkte 
gehört dann aber auch ganz der Diagonalfläche an, deun die Coordi- 


naten irgend eines Punktes dieser Verbindungslinie sind, wenu k und 2 
beliebige Constauten bedeuten, bestimmt durch: 


a: B:y:8: E= kg HIG: k Hlg ice. 


und der Gleichung der Diagonalfläche wird genügt, sobald in derselben 
diese Werthe eingeführt werdeu, da: 


E(kq,+1g,') = (347°) Eg? + 3l (4D 2g, ir, 


Es giebt nun 24 verschiedene Punkte, dereu Coordinaten sich wie 
die fünften Wurzeln der Einheit verhalten, also giebt es 12 gerade 
Linien der eben gefundenen Art und jene 24 Punkte sind, da sie zu- 
gleich der Hesse’schen Fläche angehören, ilire Asymptotenpunkte. 


27. Die Dreiecksebenen der Fläche zerfallen in zwei Gruppen. 
Die eine umfasst die 5 Pentaederebenen und die 10 Diagonalebenen und 
enthält daher nur solche Ebenen, in welchen nur Diagonalen liegen; 
die andere dagegen bestelit aus 30 Ebenen, deren jede eine Diagonale 
und zwei der eben bestimmten 12 Linien enthält. Die Gleichungen 
der letztereu sind von der Form: 


vp+)+tr=0, 
wo p, q, r drei der Coordinaten «, ß u. s. w. sind und: 


VE — 1 


o 


w = 
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Man könnte sie auch auf die Form bringen: 


wi(p+g)—r=0, 
wobei aber 


w, = — i. 


Je zwei dieser Ebenen gehen durch dieselbe Diagonale; und zwar 
stellen die beiden aufgestellten Gleichungen zwei derartige Ebenen 
dar, wenn in beiden für p, q und r dieselben Coordinaten eingeführt 
werden. r 

Die Anzahl der reellen geraden Linien auf der Diagonalfläche 
kann direct aus $ 18. abgelesen werden, da hier offenbar die dortige 
Constante: 

1 
NS à 
ist. Es ergiebt sich daraus: Sind sämmtliche Pentaederebenen recll, so 
sind auch sämmtliche 27 geraden Linien reell; sind drei Pentaederebenen 
reell und die übrigen conjugirt imaginär, so hat die Fläche 3 reelle ge- 
rade Linien und 13 reelle Dreiecksebenen; ist endlich nur cine Ebene 
des Pentacders reell, während die andern paarweise conjugirt imaginär 
sind, so hat die Fläche T reelle gerade Linien. 

Legt man bei der Abbildung der Fläche die mehrerwähnte Doppel- 
sechs zu Grunde, so erhält man, mag man von der einen oder der 
andern Hälfte derselben ausgehen, die sechs Fundamentalpunkte in der 
Lage, dass sie sich 10mat zu einem Brianchon’schen Sechseck verbinden 
lassen. Die Existenz derartiger, auch vollständig reeller Sechsecke ist 
durch die Existenz der Diagonalfläche bedingt; Clebsch hat in der 
bereits citirten Arbeit gezeigt, dass sämmtliche Sechsecke dieser Art 
aus einander durch Centralprojection abgeleitet werden können. 

28. Wir wenden uns endlich zu der Fläche: 

++ y + ==0, 
auf welcher nach $ 6. sich 1Swal drei gerade Linien in einem Punkte 
schneiden. Die 27 geraden Linien dieser Fläche ergeben sich, unmittel- 
bar aus der Gleichung derselben; sie lassen sich in drei Gruppen zu- 
sammenustelleu und zwar so, dass die 9 Geraden jeder Gruppe die gegen- 
seitigen Durchschnittslinien zweier Büschel von je drei Ebenen sind, 


nämlich: 
+0, 4-0, 
c+y=0, Pr), 
e+=, PHy—l). 


a+ß+r7+5=0 
kann natürlich auch hier als die fünfte Pentacderebene angesehen wer- 
den; da aber die Gleichung der Fläche sich nicht ändert, wenn «œ mit 


Die Ebene: 


» 
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«u, B mit Bu” u. s. w. vertauscht wird, wo die Grössen u dritte 
Wurzeln der Einheit bedeuten, so sieht man, dass man jene Ebene 
überhaupt durch eine der Ebenen: 


eutßutru tòu” = 0 
ersetzen kann, wo die Grössen u beliebige dritte Wurzeln der Einheit 
sind. Wie nun die Ebene: 


etp + 7 + 0 


drei gerade Linien der Fläche, und zwar: 


a+B=0, y+òô=0, 

«+y=0, B+I=0, 

a+d=0, B+y—0 
enthält, so gilt das Gleiche auch für jede dieser Ebenen, deren Ge- 
sammtzahl 27 ist. Diese 27 Ebenen bilden mit den 18 anderen, welche 
zu den sechs oben erwähnten Büscheln péhiré, die 45 Dreiecksebenen 
der Fläche. 

Der Flächengleichung wird ebenfalls genügt, sobald man setzt: 


a: Bay: deu 20:0 , 

wo-zwei der Grössen » dritte Wurzeln der positiven Einheit, die anderen 
aber solche der negativen Einheit bedeuten. Durch die nämliche Sub- 
stitution werden aber auch stets die Gleichungen zweier gerader Linien 
der Fläche identisch, so dass die durch obige Proportionen dargestellten 
Punkte für unsere Fläche die Eckpunkte von Liniendreiecken sind. Es 
giebt 3! = 81 derartige Punkte; fügt man hierzu die 18 Schnittpunkte 
von je drei geräden Linien der Fläche, jeden dreifach gerechnet, so 
erhält man sämmtliche 135 Ecken der auf der Fläche liegenden Drei- 
ecke. 

Die Asymptotenpunkte jeder geraden Linie der Fläche liegeu offen- 
bar da, wo dieselbe zwei gegenüberstehende Kanten des von den vier 
Ebenen «, B, y, à gebildeten Tetraeders trifft. 


29. Die Anzahl der reellen geraden Linien der Fläche ergiebt sich 
unmittelbar aus 8 18. Die Fläche hat demnach, wenn die vier Ebenen 
a, B, y, Ò reell oder wenn nur zwei derselben reell und die beiden übrigen 
conjugirt imaginär sind, 3 reelle Gerade und T reelle Dreiecksebenen, 
sind aber die vier Ebenen paarweise conjugirt imaginär, so sind 15 ge- 
rade Linien reel. 

Unter den 27 geraden Linien der Fläche ist im Allgemeinen keine 
vor den übrigen ausgezeichnet; gleiches gilt von den 36 Doppelsechsen. 
Es wird daher völlig gleichgiltig sein, welcher Sechs man sich bei der 
Abbildung bedieut. Eine der Dophaléscheën ist die folgende, bei welcher 
wir entsprechende Gerade neben einander gestellt und mit entsprechen- 
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den Ziffern versehen haben und unter p eine beliebige dritte Wurzel 
der Einheit verstehen: 


)au+d=0, Bu+y=0  Detyu=0, B+ôn—0. 
2) a+ôu—=0, B+yu=0 M) «u+y=0, Bu+dô=0. 
3) au+p=0, yu+0=0. M) «+0, y+ pu =0. 
4) a+Bu=0, y+ôu—0. IV) an+d=0, pu +80 
5) au+y=0, u+B=0. V)a+Bp=0, d+yu=0. 
6) «+yu=0, 0+fu—0. VI) awt p0, du+y=0. 

Wird die erste Hälfte dieser Doppelsechs bei der Abbildung der 
Fläche zu Grunde gelegt, so bilden sich bekanntlich die Geraden der- 
selben als Punkte, die Geraden der andern Hälfte dagegen als Kegel- 
“ schnitte ab, welche durch fünf dieser Punkte gehen (I durch 2, 3, 4, 
5, 6 u. s. w.). Die übrigen 15 geraden Linien der Fläche finden da- 
gegen ihre Abbildung in den 15 Verbindungslinien der Fundamental- 
punkte und zwar in folgender Weise: 


12) « +8 =0, y 4+8 =0. 
15) « +ô =0, ßu+y =0. 
14) u +d =0, fu+y =0. 
15) « +y =0, B +ôu—=0. 
16) « + yu=0, B +ò —0. 
23) « +ôu—=0, B +7 =0. 
24) « +6 =0, B +yu= 0. 
25) «au+y =0, B +ò =0. 
26) a ty =0, Butt =0. 
34) « +y =0, B +8 =0. 
35) « +6 =0, yu+ô =0. 
36) y +ò =0, «u+ p =0. 
45) y +ô =0, a +ßu=0. 
46) «e +8 =0, y +ôu—= 0. 
50) k + 0, B +y =O. 

Die 27 geraden Linien der Fläche durchschneiden sich aber 18 mal 
zu je dreien in einen Punkte und die Lage der 6 Fundamentalpunkte 
ist dadurch besonderen Bedingungen unterworfen. Untersucht man 
genauer, so findet man, dass sich Gmal drei gerade Linien in einem 
Punkte treffen, welche sich ebenfalls als gerade Linien abbilden, und 
12 mal solche Linien, von denen sich die eine als Punkt, die andere als 
Kegelschnitt und die dritte als gerade Linie abbilden. Im ersteren 
Falle müssen sich dann selbstverständlich auch die drei Abbildungen 
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in einem Punkte schneiden, während im zweiten Falle die gerade Linie 
den Kegelschnitt in dem betreffenden Punkte berühren muss. Ohne 
Schwierigkeit findet man, dass sich in einem Punkte die folgenden neben 
einander stehenden Linien treffen: 
12, 35, 46; 
12,.36, 45; 
° 34, 15, 26; i 
34, 10, 28; 
56, 13, 24; 
56, 14, W; 
su dass drei Linien zweimal, die übrigen dagegen nur einmal bethei- 
ligt sind. | 
Die übrigen 12 Bedingungen lassen sich in folgeude 6 zusammen- ` 


ziehen: 
ist der Pol von 56 in Bezug auf l; 


1 
Aha Mn 5000 h n » ell; 
Bn n n 12, n » dl; 
un = n 12» n EN 5; 
A er: à „ En 
6 


? 
2 ”„ 29 ” 34 ”„ » 9) VI: 

Ist die zweite Gruppe von Bedingungen erfüllt, so ist es die erste 
von selbst, da ausser der vorliegenden keine Fläche dritten Grades 
existirt, auf welcher sich 12mal drei gerade Linien in einem Puukte 
treffen. 


Auch bei dieser Fläche können nie sämmtliche sechs Fundamental- 
punkte zu gleicher Zeit reell sein. 


30. Durch die Untersuchungen von G eiser (Math. Annalen Bd. 1) 
ist es möglich geworden, aus den Lehrsätzen über die 27 geraden Linien 
einer Fläche dritten Grades solche über die 28 Doppeltangenten einer 
ebenen Curve vierten Grades abzuleiten. An dem angegebenen Orte 
ist nämlich folgender Lehrsatz erwiesen worden: Yon einem Punkte 
einer Fläche dritten Grades geht ein allgemeiner Berührungskegel vierten 
Grades an dieselbe, dessen 23 Doppeltangentialebenen aus der Berüh- 
rungsebene der Fläche im Scheitel und aus den 27 Ebenen bestehen, 
welche diesen mit den 27 geraden Linien der Fläche verbinden. Indem 
man diesen Lehrsatz zu Grunde legt, kann man aus den in den vorigen 
§ gefundenen Eigenschaften specieller Flächen dritter Ordnung Lehrsätze 
über specielle ebene Curven vierten Grades ableiten. 

Es sei zunächst die Fläche eine solche, auf welcher sich nur ein- 
mal drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, also ihre Gleichung 


++ + + me = 0; 
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die Lage des Kegelscheitels auf der Fläche sei eine willkürliche, ebenso 
diejenige der Ebene, durch welche die berührende Kegelfläche durch- 
schnitten wird. Dann schneiden sich vorerst in der entsprechenden Curve 
vierten Grades drei Doppeltangenten, die Bilder jener drei geraden Linien 
- der Fläche, in einem Punkte a. Die Ebenen, welche den Kegelscheitel 
mit diesen drei Linien verbinden, schneiden aus der Fläche dritten 
Grades drei Kegelschnitte aus, durch welche sich bekanntlich eine Fläche 
zweiten Grades legen lüsst; die sechs Punkte, worin diese Fläche jenen 
drei geraden Linien begegnet, bilden sich als die Berührungspunkte der 
Doppeltangenten ab, welche somit in einem Kegelschnitte A liegen. Die 
Curve ist also eine solche, bei welcher drei Doppeltangenten, deren 
Berührungspunkte in einem Kegelschnitt liegen, sich in einem Punkte 
schneiden, und zwar ist sie die allgemeinste Curve dieser Art. 


In dem Kegelschnitt A liegen auch noch die zwei Berührungspunkte 
derjenigen Doppeltangente £, welche aus der Berührungsebene im Kegel- 
scheitel entspriugt. Jene Fläche zweiten Grades schneidet nämlich aus 
der Fläche dritten Grades drei Kegelschnitte aus, welche sich im Kegel- 
scheitel treffen, so dass beide Flächen in diesem eine gemeinsame Be- 
rührungsebene besitzen. Diese Ebene durchschneidet die Fläche zweiten 
Grades in zwei geraden Linien, die für die andere Fläche die Infle- 
xionstangenten im Kegelscheitel darstellen und auf denen die Berüh- 
. rungspunkte der Doppeltangente £ liegen. Hieraus geht aber die Rich- 
tigkeit obiger Behauptung unmittelbar hervor. 


Durch den Punkt a gehen an die Curve noch sechs Tangenten, deren 
Berührungspunkte ebenfalls in einem Kegclschnitt B liegen. Verbindet 
man nämlich den Kegelscheitel mit dem Schnittpunkt der drei auf 
der Fläche liegenden geraden Linien, so durchschneidet die Verbiudungs- 
linie die Ebene: 

a—P=0 

in einem Punkte, von welchem aus sich an die in dieser Ebene und der 
Fläche liegende Curve dritten Grades sechs Tangenten legen lassen, 
deren Berührungspunkte in der ersten Polaren jenes Punktes, also in 
einem Kegelschnitte liegen. Jene 6 durch a gehenden Tangenten und 
der Kegelschnitt B sind nun nichts Anderes als die Centralprojectionen 
der eben erwähnten Linien. Auch der Kegelschnitt B geht durch die 
Berührungspunkte der Doppeltangente t nach dem Satze: Wenn von den 
16 Schnittpunkten zweier Curven vierter Ordnung 8 auf einem Kegel- 
schnitte liegen, so liegen die 8 übrigen ebenfalls auf einem solchen. 
Man hat, um diesen Satz anwenden zu können, als zweite Curve vierten 
Grades nur diejenige zu wählen, welche sich aus den ersten Polaren 
von a in Bezug auf die erste Curve und aus der Doppeltangente t zu- 
sammensetzen lässt. 
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Die Curve dritten Grades selbst, welche in der Ebene: 
«a —ß=0 


liegt, bildet sich wieder als eine solche ab; die Abbildung C berührt 
die G von a ausgehenden einfachen Tangenten in ihren Berührungspunkten . 
und geht überdies nach $ 9. und 10. durch die Schnittpunkte von 12 
Paaren von Doppeltangenten. 


31. Wesentlich ändern sich die Resultate des vorigen $, wenn der 
Kegelscheitel in der Curve dritten Grades liegt, welche die mehrerwähnte 
Ebene: 

«— f =0 

mit der Fläche gemeinsam hat. Alsdann geht die Berührungsebene der 
Fläche im Kegelscheitel auch durch den Schnittpunkt der drei geraden 
Linien auf der Flüche und cs wird somit durch die Projection a dieses 
Schnittpunktes noch cine vierte Doppeltangente der Curve gehen. Die 
Projection jener Curve dritten Grades wird zu einer geraden Linie l, so 
dass die Derührungspunkte der vier einfachen Tangenten, welche durch 
a gehen, in gerader Linie liegen. Daraus ergiebt sich, dass die erste 
Polare des Punktes a in Bezug auf die Curve vierten Grades eine solche 
dritten Grades sein muss, welche jene gerade Linie Z als Theil enthält 
und daher in diese und einen Kegelschnitt zerfällt. In dem letzteren 
liegen dann die Berührungspunkte der vier Doppeltangenten, so dass 
unsere Curve vierten Grades eine solche ist, von welcher sich vier Doppel- 
tangenten, deren Berührungspunkte in einem Kegelschnitt liegen, in einem 
Punkte treffen. Auch sie ist eine allgemeine Curve dieser Art. Ændlich 
werden 12 Schnittpunkte von je zwei Doppeltangenten der Curve in der 
geraden Linie l liegen. 

Die Fälle, in welchen der Kegelscheitel auf einer oder mehreren 
geraden Linien der Fläche liegt und die Curve vierten Grades somit 
einen oder mehrere Doppelpunkte bekommt, übergehen wir und be- 
merken nur noch, dass die beiden in den letzten $ betrachteten Curven 
auch aus der allgemeineu Fläche dritten Grades erhalten werden können. 
Eine Curve der ersten Art geht hervor, wenn man drei gerade Linien 
der Fläche sucht, unter denen sich zwei schneiden, durch den Schnitt- 
punkt und einen Punkt der dritten Linie eine weitere gerade Linie zieht 
und den Kegelscheitel in den Punkt legt, den diese Linie fernerhin mit 
der Fläche gemeinsam hat. Eine Curve der zweiten Art erhält man, 
wenn man durch eine gerade Linie der Fläche zwei Berührungsebenen 
an dieselbe führt und den Kegelscheitel dahin legt, wo die Verbindungs- 
linie der zwei Berührungspunkte die Fläche durchschneidet. 


32. Auch die in $ 5. und 6. untersuchten Flächen dritten Grades 
lieferu interessante Curven dritten Grades. 
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Ist die Gleichung der Flüche: 
+K—=0, 


wo d—( eine Ebene und A=0 einen Kegel dritten Grades darstellt, 
dessen Scheitel nicht in jener Ebene liegt, so entspricht derselben, wenn 
der Scheitel des Berührungskegels beliebig auf der Fläche liegt, eine 
Curve vierten Grades mit sechs Inflexionstangenten, welche sich in einem 
Punkte schneiden. Diese sind die Spuren derjenigen Tangentialebenen, 
welche durch den Kegelscheitel an den osculirenden Kegel gelegt werden 
können. Die sechs entsprechenden Inflexionspunkte liegen in einem 
Kegelschnitte; zugleich geht durch dieselben eine Curve dritten Grades, 
welche in ihnen von den Inflexionstaugenten berührt wird. Jn jedem 
der 9 Inflexionspunkte dieser Curve schneiden sich drei Doppeltangenten 
der Curve vierten Grades. Der Kegelschnitt, in welchem 6 Inflexions- 
punkte liegen, geht auch durch die Berührungspunkte der 28'e” Doppel- 
tangente. Bemerkenswerth ist noch die Hesse’sche Curve der vorer- 
wähnten Curve dritten Grades; von jedem Punkte derselben aus kann 
man nämlich an die Curve vierten Grades 12 Tangenten legen, deren 
Berührunyspunkte zu je 6 in zwei Kegelschnitten liegen. 

Wenn der Kegelscheitel in einem Punkte der Berührungseurve des 
Osculationskegels liegt, so hat man vorläufig nur vier sich in einem 
Punkte treffende Inflexionstangenten, deren Berührungspunkte aber in 
gerader Linie liegen. In dieser Linie schneiden sich auch 27 Doppeltan- 
genten der Curve neunmal zu je dreien; die 28" Doppeltangente geht eben- 
falls durch den Schnittpunkt der Inflexionstangenten, sie wird aber, da 
ihre beiden Berührungspunkte zusammenfallen, zu einer dreipunktig 
berührenden oder undulirenden Geraden; der Uudulationspunkt liegt 
ebenfalls auf der oben gedachten geraden Linie. 


Es sei ferner die Gleichung der Fläche: 


a + 8 + +0 
(vergl. § 6., 28., 29.); die Lage des Kegelscheitels auf der Fläche sei 
willkürlich. Alsdann lassen sich die 24 Inflexionstangenten der ent- 
sprechenden Curve vierten Grades so in vier Gruppen zu je sechs anord- 
nen, dass die sechs Tangenten derselben Gruppe sich in einem Punkte 
schneiden. Durch die Derührungspunkte derselben Gruppe geht ein 
Keyelschnitt; die vier so entstehenden Kegelschnitte schneiden die Curve 
in denselben zwei Punkten, und zwar in den Berührungspunkten der 
Doppeltangente, welche aus der Tangentialebene des Kegelscheitels 
entspringt. Die übrigen 27 Doppeltangenten schneiden sich 18mal zu 
Je dreien in einem Punkte; die 18 Schnittpunkte liegen zu je dreien auf 
den sechs Seiten des vollständigen Vierechs, welches seine Ecken in den 
Schnittpunkten der Inflexionstangenten hat. Von einem jeden Punkte 
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dieser sechs Seiten gehen 12 Tangenten an die Curve, deren Berührungs- 
punkte in zwei Kegelschnitten liegen. 
Ist endlich die Gleichung der Fläche: 


AB + y + d—0 
(vergl. $ 8.), so entspricht dem uniplanaren Knotenpunkte der Fläche 
ein dreifacher Punkt der Curve, dessen drei Tangenten die Centralpro- 
jectionen derjenigen Geraden der Fläche sind, welche sich im Knoten- 
punkte schneiden. Den drei übrigen geraden Linien der Fläche ent- 
sprechen drei Doppeltangenten der Curve, sie sich in einem Punkte treffen 
und deren Derührungspunkte in einem Kegelschnitte liegen. 

Die Spur der Tangentialebene, welche im Kegelscheitel an die 
Fläche gelegt wird, ist die vierte Doppeltangente; ihre Berührungs- 
punkte liegen in dem nämlichen Kegelschnitte. Endlich hat die Curve 
sechs Inflexionstangenten, welche sieh zweimal zu je dreien in einem 
Punkte treffen; die Verbindungslinie der Schnittpyunkte geht dabei durch 
den dreifachen Punkt. Die gedachten Eigenschaften kommen allen 
Curven vierten Grades mit einem dreifachen Punkte zu, bei welchen 
sich drei Doppeltangenten in einem Punkte treffen. 


Ld 


Ueber die Anziehung eines homogenen Ellipsoids. 


Von H. Züce in Hildesheim. 


Um die Anziehung eines homogenen Ellipsoids auf einen materiel- 
len Punkt zu bestimmen, hat Hr. F. Grube in Hamburg eine neue 
Methode angewandt, bei der das Potential einer elliptischen Fläche zu 
Hülfe genommen wird*). Er zerlegt das Ellipsoid durch parallele 
Ebenen, die senkrecht auf der kleinsten Axe stehen, in unendlich 
dünne elliptische Scheiben, bestimmt zunächst unter Annahme des 
Newton’schen Gesetzes die Anziehung eines solchen Körperelements 
und summirt dann die Anziehungen aller. Die Anziehungscomponenten 
des Ellipsoids ergeben sich als einfache Integrale. 


Es lag nahe, zu derselben Aufgabe Kreisschnitte zu verwenden, 
das Ellipsoid also in Scheiben mit kreisförmiger anstatt mit elliptischer 
Basis zu zerlegen. Wie aber die Bestimmung des Potentials einer 
elliptischen Fläche wesentliche Schwierigkeiten bereitete, so vereinfachte 
auch der Ausdruck für dasselbe sich nicht sehr, wenn man die Ellipse 
in einen Kreis übergehen liess. Erst als das Kreispotential von Herrn 
E. Heine in Halle a. S. direct und auf einfachere Weise abgeleitet 
war**), erschien die Zuhülfenahme desselben zur Bestimmung der An- 
ziehung des Ellipsoids geeignet. 

Herr E. Heine hatte die Güte, meine Aufmerksamkeit auf diese 
Art der Behandlung des Problems zu lenken. 

Zunächst soll im Folgenden das Potential***) eines Ellipsoids, 
dessen Dichtigkeit wir überall gleich 1 setzen, in angedeuteter Weise 
ermittelt werden. Die Endformel für das Kreispotential, wie wir sie 
oben erwähntem Aufsatze entnehmen, enthält folgende Grössen: 


de  — 


+) Borchardt's Journal Bd, 69, S. 359—364. Ueber Anziehung eines homo- 
genen Ellipsoids von Herrn F. Grube in Hamburg. 
**) In dem Aufsatze „Das Potential eines homogenen Kreises‘ Borchardt’s 
Journal Bd. 76, S. 271. 
***) Der Ausdruck „Potential“ soll hier uud auch später nur in Bezug auf 
das Newton’sche Anziehungsgesetz gebraucht werden. 
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1. den Radius des Kreises; 

2. das von dem angezogenen Punkte auf die Kreisebene gefällte 
Loth; 

3. die Entfernung des Endpunktes dieses Lothes vom Kreis- 
mittelpunkte, 


Da nun die durch parallele Ebenen erzeugten Kreisschnitte im 


Ellipsoid sich nicht senkreebt über einander lagern, d. h. da die Ver- ~ 


bindungslinie der Mittelpunkte nicht senkrecht auf den Ebenen steht, 
so werden obige Grössen von Schnitt zu Schnitt zugleich sich ändern. 
Doch leuchtet auch eiri, dass sie bei dieser Aenderung in gewisser 
Abhängigkeit von einander stehen. Es wird darauf ankommen, diese 
Abhängigkeit aufzusuchen, um eine Grösse zu gewinnen, nach der 
summirt werden kann, und dann das erhaltene Integral auf ein einfaches 
zurückzuführen. Schliesslich ist noch der Ausdruck des Potentials in 
die übliche Form zu bringen. (Abschnitt I—IV.) 

Herr Mehler in seiner Arbeit über die „Anziehung einer von zwei 
Flächen zweiten Grades begrenzten Schaale“*), in der er die gefun- 
denen Resultate auch speciell auf das homogene Ellipsoid überträgt, 
geht von vorn herein von einer Verallgemeinerung des Newton ’schen 
Gesetzes aus, indem er die Anziehungskraft proportional der Masse 
und umgekehrt proportional einer beliebigen Potenz der Entfernung 
annimmt. Da auch mit Hülfe der Kreisschnitte die Anziehung für 
solche Fälle zu bestimmen ist, so soll das Verfahren, wenigstens für 
ganze Potenzen der Entfernung, hier angegeben und für die dritte, 
vierte und fünfte Potenz die Krüftefunctionen als einfache Integrale 
dargestellt werden (Abschnitt V. und VI.). 


F 


Die Gleichung des Ellipsoids mit den Halbaxen abc in recht- 
winkligen Coordinaten lautet 


= à ze 
at y Te, 
und hier mag die Relation gelten 
a> b Dre 
Durch das Ellipsoid seien unendlich nahe parallele Ebenen gelegt, 
welche Kreisschnitte ergeben. Dieselben müssen bekanntlich der y- Axe 
parallel gehen, und derjenige Schnitt, der diese Axe selbst enthält, 


soll Hauptschnitt genannt werden. Von den beiden Richtungen, nach 
denen die Zerlegung geschehen kann, wählen wir die, bei welcher 


*) Borchardt's Journal Bd. 60. 
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die Ebenen mit der zy-Ebene einen Winkel g machen, dessen Tan- 
gente der Bedingung genügt 
ep? 
tg p = $ va, Ää 

Denselben Winkel machen offenbar alle Kreis-Durchmesser, die in 
der x2-Ebene liegen, und derjenige, welcher zugleich durch den Coordi- 
natenanfang geht, wird die Länge 2b haben. Derselbe ist auch Durch- 
messer der Ellipse, deren Gleichung ist 


? pP 
Ir +% =l. 
Suchen wir zu ihm in der Ellipse den conjugirten Durchmesser, 
so ist dieser der geometrische Ort für die Mittelpunkte der Kreise *). 
Die Länge desselben soll mit 2a bezeichnet werden. 


Auf diese beiden conjugirten Durchmesser 2« und 2 b als Ë- und 
-Axe bezogen lautet die Gleichung der Ellipse 


? 
(2) +i =l, 
wobei wir die positive -Axe zwischen der negativen z- und der posi- 
tiven z-Axe, die positive &-Axe zwischen der positiven x- Axe und 
der positiven z- Axe liegend annehmen. Es ist dann £ (x) = ọ und 


L (x) werde mit x bezeichnet. (Vergleiche Figur.) Bekannte Sätze 
über conjugirte Durchmesser ergeben dann 


e 
(3) tg p tg 1 = o 
und 
(4) + a+ cd. 
M. 


Vom angezogenen Punkte aus denken wir uns jetzt eine Linie 
gezogen, die senkrecht auf den Schnittebenen steht. Die Länge der- 


*) Nach einem bekannten Satze liegen die Centra paralleler Schnitte in 
Flächen zweiten Grades in demjenigen Durchmesser der Fläche, welche der Lage 
der Schnittebenen conjugirt ist. (S. Elemente der analytischen Geometrie des 
Raumes von Salmon und Fiedler, Art. 95.) Die Ebene unseres Hauptschnittes 
ist also Diametralebene zu dem Orte der Kreiscentra. Ein anderer Satz (eben- 
daselbst Art. 67) besagt, dass, wenn die einer gegebenen Richtung conjugirte 
Diametralebene eine andere Richtung enthält, die dieser letzten Richtung conjugirte 
Diametralebene auch die erste Richtung enthält. Wenn wir also in der Ebene des 
Hauptschnittes als neue Richtung die y-Axe annehmen, so muss die dazu ge- 
hörige Diametralebene, nämlich die æs-Ebene, den Ort der Centra enthalten. 
Derselbe ist daher Durchmesser der Ellipse 


ar st 
CUS DS 
und conjugirter Durchmesser zu der Richtung der Kreisdurchmesser, die zugleich 


Sehnen der Ellipse sind. 
18* 
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selben bis zu einer Schnittebene werden mit A, die Entfernung des 
Fusspunktes vom Mittelpunkte des Kreises mit r bezeichnet (Figur). 
Die zur Abscisse des Mittelpunktes § in der Gleichung der Ellipse (2) 


Pa 
Pi AJ 
NA 


zugehörige Ordinate & ist gleich dem Radius des Kreises. Das Potential 
der Kreisfläche lautet dann nach der Heine’schen Formel 


we, h? r ds 
V=2 r= -— un. IS 
SJ] 8 Er per’ 
wobei s, die positive Wurzel der Gleichung 
h? LES 
TS 
ist. Formen wir etwas um, indem wir £?s für s schreiben, so geht 
V über in 


2 VEEE wi , 


Bezeichnet ọ die Entfernung des angezogenen Punktes vom Kreis- 
mittelpunkte, so ist 


k + nr? = p!, 
und setzt man zur Abkürzung g 
(5) u = VEs(s4 1) se’ — mM, 
so erhält man 
(6) V=? fu e 3 
: s(s+1)? 


wobei s, die positive Wurzel aus u = 0 ist. Diese Formel gilt auch 
für einen Punkt der Ebene, also für h =Q. Liegt derselbe auf der 
Peripherie oder innerhalb des Kreises, so wird s, = 0. 


CN 
da, ` 
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Mit d& werde nun die Entfernung der Mittelpunkte zweier benach- 
barter Kreisschnitte bezeichnet; dann ist der senkrechte Abstand der- 
selben 

dh = dé sin (h}). 

Es ist aber 
(7) sin (A&) = sin (p+ x) =k. 

Mit dem Abstande dh muss man V multipliciren, um das Potential 
des Körperelementes zu erhalten. Dasselbe wird daher lauten 


V’ = 2h dE . 
` s8 +1) 
io 


HI. 


Dass die Grössen, die in « entbalten sind, sich als Functionen 
von & darstellen lassen, ist leicht ersichtlich. Bezeichnet man die Ent- 
fernung des augezogenen Punktes vom Mittelpunkte ‘des Ellipsoids 
mit P, von der Ebene des Hauptschnittes mit H, so ist 


pt = P? + £? — 2 P$ cos (PE), 
| = (H—§k)! 
(8) und 
cep e 


ergiebt sich aus der Gleichung der Ellipse (2). Denken wir uns diese 
Substitutionen gemacht, so können wir jetzt V’ nach § von — « bis 
-+ « summiren, um das Potential des Ellipsoids zu erhalten. 

1. Der angezogene Punkt liege ausserhalb des Ellipsoids. Das 


Potential lautet 
U= 2x fa fu de. à 
À (841) 
da to 


Hier ist also für ein festgehaltenes & nach s zu summiren von dem 
aus # = 0 sich ergebenden Werthe s, bis ins Unendliche, dann nach 
E von — « bis a. Aus 


Ir Ya Hrn Vu 
ergiebt sich, dass für §Ẹ = + «a, wo = Q ist, s, über alle Grenzen 
wächst. Denken wir uns also «= O als Curve dargestellt, so läuft 
sie an diesen beiden Stellen ins Unendliche. Ferner ist ersichtlich aus 
den Relationen (5) und (8), dass die Function u? nach ë vom zweiten 
Grade ist und der Coefficient von E? negativ. Nach Potenzen dieser 
(irösse geordnet wollen wir die Function schreiben 
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(9) w = m + 2ng — p}, 

wobei mnp Functionen von s sind und p jedenfalls positiv ist. Aus der 
Gleichung erhält man nun für jedes s zwei Werthe für &, ausser für 
dasjenige, bei dem 

n 
= r und mp + w =0 

ist. An dieser Stelle existirt ein Minimum der Curve und wir bezeich- 
nen den dazu gehörigen Werth von s durch ø. 


Kehrt man die Integrationsfolge um, so ist für ein festgehaltenes 
s nach & zu summiren zwischen den beiden aus #—0 sich ergebenden 
Werthen &, und &,, dann nach s von ø bis ins Unendliche. 


So erhält man 
U = af. Lay fr i 
s(s+ 1 
Es ist nun 


fi = PEER up EN farg DENT 


VYp-u 


Da &, und &, die Werthe für & sind, bei welchen u verschwindet, 
so füllt der erste Theil zwischen jenen Grenzen fort. Ferner ist 


pë, —n=— ymp F ië, 
pËẸ&— n= Vmp4 ë. 


Wächst & von &, bis &,, so durchläuft tg rs = stetig die Werthe 


von — œ bis + co, also der arcustangens die Werthe von — Z bis + T. 
Man erhält daher 


Papa ds 
i ba f POFO Vpe+1) ” 


und hier ist ø ein aus mp + n? —0 sich ergebender Werth, der positiv 
sein muss. 

2. Liegt der Punkt auf der Oberfläche des Ellipsoids oder im Innern 
desselben, so ist für jedeu Kreisschnitt s, > 0 ausser für denjenigen, 
auf dessen Peripherie oder innerhalb desselben der Punkt liegt. Für 
diesen nimmt es den Werth O an uud daher denselben Werth auch die 
untere Grenze des Integrals. 

Das Potential lautet dann 


+: “mp+nt ds 
U= ka | sptsÆ1) Ppeti 
0 
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IV. 


Um den Ausdruck des Potentials in die übliche Form zu bringen, 
bestimmen wir zunächst die Grössen mnp aus der Function #? mit 


Hülfe der Relationen (8). Es ist 
m = bs (s+ 1)— sP? — H?, 
(10) n = sP cos (PE) + Hk, 


PL 
p =Ñ sit) +s +k. 
Ferner ergiebt sich aus den Formeln (1), (3) und (4) 


(11) sin? (p+ x) = k = ee 
und daher PER. 

—_ (THs) (ttds) 
(12) ps I 


Die Grössen, welche bisher die Lage des Punktes bestimmten, 
könnten wir durch die rechtwinkligen Coordinaten desselben ausdrücken 
und so die Transformation bewerkstelligen. Ohne jedoch diese etwas 
langwierige Rechuung auszuführen, beachten wir nur Folgendes: 


Da 
P?= 2° + y? +2 
ist, ferner H und P cos (PE) (die Projection der Länge P auf die 
£-Axe) lineare Functionen der Coordinaten x yz sind, so wird die 
Function mp n? überhaupt nur ganze und nicht höhere als die zwei- 
ten Potenzen dieser Coordinaten enthalten können. 

Von derselben Function ergiebt sich ferner ohne Weiteres aus der 
Beschaffenheit der Grössen m n p, dass sie vom vierten Grade nach s 
ist und s als Factor in ihr vorkommt. Sie kann daher geschrieben 
werden s!'(s). Daun ist, wenn wir setzen: 


A(s) = (a?+D?s) (40s) (+08), 


Da hier Zähler und Nenner vom dritten Grade nach s siud, so 
können wir uns den Ausdruck” in folgender Weise in Partialbrüche 
zerlegt denken: 

F(s) A B C 
73 Zee RÉ a ET FE 
U K+ et pet Se 
worin K, ebenso wie A BC, kein s mehr enthält und bestimmt werden 
kann, wenn man s über alle Grenzen wachsen lässt. Man erhält nämlich 


ln EN j Der. p | 
Fa um er A(s) Dun p? bts (s+1) 


Da man aber setzen kann 
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mpn? 1 
EE), 


1° 
wobei &, und &, ihre frühere Bedeutung haben (Seite 278), und da für 
s=-w&—=—-ad,—=-+e ist, ferner 

lim 5, = En 

Bi, ap @ 


so ergiebt sich für X der Werth 1. 
Es war nun ø eine Wurzel aus der Gleichung: 


nptn=sF(s)=0. 


Da für Punkte ausserhalb des Elhpsoids o > O sein muss, so wird der 
Werth sich ergeben aus F(s) = 0.. Da ferner das Potential für äussere 
Punkte stetig in das für Punkte der Oberfläche übergeht, so muss für 
diese auch der Werth o = 0 sich aus F(s) = 0 ergeben. Ferner kann, 
da o nicht allein von den Axen abhäugen darf, A(s) nicht für s = o 
verschwinden. Wir können daher auch ø als eine Wurzel der Glei- 
chung: 

F1 La 


c 
Rose m Ar F tim t pgr 0 


betrachten. Dieselbe ist bezüglich der Coordinaten des angezogenen 
Punktes vom zweiten Grade, wie aus früheren Bemerkungen herr orgelit, 
und da für alle Punkte der Oberfläche 6 = 0 ist, so muss: 


I+ 4 + +% 


die Gleichung unseres Ellipsoids in rechtwinkligen Coordinaten sein. 
Daraus ergiebt sich die Beschaffenheit der Grössen ADC, nämlich: 


J=—ı, B=—y, U=-—?, 
und es ist 
a F(s) mpn r? y? z? 
27,2 ar ENEE -EN E O 
(13) a° b A s) 2 L'sp\s+1) = a? + L?s b? + bis ce + dbs 


Bei Benutzung dieses Resultats erhält man schliesslich, weun man 
vorher noch b?s = r setzt, das Potential in der Form: 


s 2 2 z? d 
E N a, ee et Un” m 
r a a rd nn 
und hier ist rọ, sowie in allen folgenden Formeln, die positive Wurzel 
aus der Gleichung 
dus BER Ka res 
nr E E Er: t ctr 


Für Punkte auf der Oberfläche und innere Punkte ist die untere 
Grenze gleich O zu setzen. 
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A 


Wir nehmen jetzt an, dass zwei Massentheilchen proportional der 
Masse und umgekehrt proportional einer beliebigen ganzen Potenz der 
Entfernung sich anziehen. 

Die Potenz sei zunächst eine gerade 2q und wir bestimmen zuerst 
die Kräftefunction des Kreises 

1 * dm 
p il wur 
Hierbei bedeutet dm das Flächenelement des Kreises, u die Entfernung 
des angezogenen Punktes von einem Punkte der Kreisfläche. Wird 
u~?! q — Imal nach u? differenzirt, so ergiebt sich: 


@-! (G) =o. 1-3-5--.:2q—8 1 


(du?)1—! u oTi | wet 
Setzt man 
>l 
( 1) 1:5-5-:-2q—1 C, 


so ist 


C T Wet å 
V = <J Tdp] (!)am. 


Ist M der augezogene Punkt, M, der Puukt der Kreisfläche, À das 
von M auf die Kreisebene gefüllte Loth, I die Entfernung des Fuss- 
punktes desselben von M,, so ist 

"=l+R. 
Wir erhalten daher dasselbe Resultat, wenn wir oben u-! anstatt 


nach uw? nach A? differenziren; und da % für den Kreis constaut ist, 
können wir vor dem Integralzeichen differenziren. Es’ wird daher 


CE y w, 
>E m u 


So ist die Kräftefunction anf das Potential zurückgeführt. Aus der 
Formel (6) für das letztere ergibt sich nun 


a1 à ds 
14 = C L Re en, 
er) il‘ s(s+1)8 
to 
Mit Rücksicht auf die Differentiation nach A? schreiben wir hier 
S pæ YEs G tD — sr (st). 


Sei zunächst q == 2, also die Potenz der Anziehung die vierte, so ist 
nur eine einmalige Differentiation des Integrals in (14) nöthig. Da 
h? in s, enthalten ist, muss man erst über die untere Grenze, dann 
unter dem Integralzeichen differenziren. Der erste Theil fällt weg, 


weil u für s = s, verschwindet; es bleibt, da hier C == — -> ist: 
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2 ” ds 
Veil 


4° 


Denken wir uus hier durch die Formeln (8) die Grösse £ eingeführt, 
so erhält man durch Summation nach derselben die Kräftefunction des 


Ellipsoids : 
Zu sa fas fa PURE 1° 


oder nach der in II. angegebenen Umkehr der Integrationenfolge : 
U 2 an ds fa 
sYs+1,) % 
Le RE S Pam). 
er 
Zwischen den Grenzen &, und &, hat dieses Integral den Werth x; 


daraus folgt 
= 23 u. a 
TrA f s Vp(s+1) ? 
o 


aus den Formeln (11) und (12) und der Substitution b?’s = r ergibt 
sich schliesslich: 


U= aber 


Es ist: 


dr 
T Van (+) (et) 


In (14) können wir die Min Differentiationeu nicht in gleicher 
Weise, wie die erste, ausführen. Es ist aber: 


me 


EE CE 


Setzt man nun: 


Es — —"—1—v, 


s41 
so geht die Formel (14) über in: 


kz of 17 “+ An 


wobei s? als Function von v zu betrachten ist. 

Differenzirt man hier einmal, so fällt der Theil, bei welchem über 
die untere Grenze integrirt ist, weg. Bei der Differentiation unter 
dem Integralzeichen erhält man dasselbe Resultat, wenn man anstatt 
nach A? nach v differenzirt und dabei das Vorzeichen umkehrt. Also ist: 
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D 


he als hi dv 

y = a C far ie ne IO E e 
(amy, 

A? 


Nach einer Integration durch Theile, bei welcher der vom Integral- 
zeichen freie Theil verschwindet, geht dieser Ausdruck über in: 


da? — l 1 
y = C a — h? As (ar) dv è 
a 


Auf diese Weise kann man auch die übrigen Differentiationen aus- 
führen, und so ergibt sich bei der letzten ohne die theilweise Inte- 
gration: 


c 3 1 ar? 1 
Var eNe an Ea) de 


1 
ers 
mit F'(v), und denkt man sich dann überall wieder v durch s ersetzt, 
so nimmt die Kräftefunction die Gestalt an: 


ff “(pe 


Wird hier nun die Grösse & eingeführt und nach derselben summirt, 
so erhält man als Kräftefunction des Ellipsoids: 


u-— Sn faf ES as, 
—@ To 


oder nach Umkehr der Integrationenfolge: 


Bezeichnet man den qg — 2 Differentialquotienten von 


$: 


U = — Sa fas TRS 


Ist die Potenz der RER: eine ungerade und zwar vorerst die 
dritte, so suchen wir wieder die Kräftefunction: 


b 1 { dm 
Úr uf p 

zunächst für den Kreis zu bestimmen. 
Die Grössen ¢, k, r, ọ sollen ihre frühere Bedeutung beibehalten 
und die Entfernung eines Punktes der Kreisfläche M, vom Mittelpunkte 


O sei OM, =l. Dann ist: 
= MMi =K + r 4P — 2rloos(rl). 
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Bezeichnen wir L (rl) mit w und erinnern uns, dass W- r? = 9? 
ist, so können wir die Kräftefunction schreiben 


po m 
1 de 
Ya frau ee TEL 
Q v 


oder nach Ausführung einer and 


vl V HE 
und daraus erhält man: 
V= = IgR 


worin fè eine Function von der Beschaffenheit, dass À — 1 die posi- 
tive Wurzel der Gleichung: 
(15) & — (?—-)(R-) — W(R-V—=0 
ist. Führt man hier die Grösse & durch die bekannten Relationen (8) 
ein und summirt dann nach ë, so erhält man als Kräftefunction des 
Ellipsoids: 

u t figRas. 
Eine Integration durch Theile ergiebt: 


dlg R 
U= | Z kign] — zji TER ag, 

Für =} «, wo £—0 ist, wird R==1. Der vom Integral- 
zeichen freie Theil fällt daher weg. Im andern führen wir eine neue 
Grösse s für ein dergestalt, dass R — 1 = L ist. Die aus Formel 
(15) sich ergebende Substitutionsformel lautet dann: 

(16) Es(s+1)— sg — e = 0; 

die linke Seite ist unsere mit u? bezeichnete Function.” Wir wissen 
nun aus der friiheren Discussion der Gleichung u? = 0, dass, während 
E von — « bis + « wächst, s von oo bis zu einem gewissen Werth o 
abnimmt und von da wieder bis in’s Unendliche wächst. Ferner sind 
die zu demselben s gehörigen beiden Werthe von E: 


bon. MT RE 
= pi 


ds 
dm — un 


5 
Da ausserdem ® ne ist, so geht die Formel über in: 


*) Diese Integrationen sind dieselben, welche auch zur Ableitung des Kreis- 
potentials dienen. 
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o 
a tie fn en, Papas | ds 
Um za jg? p | + JE » 8(s+1) 


und daraus folgt: 


U = nk LIELA ds. 
sp (8+1) 
e Mit Hülfe aber der Formeln (11), (12) und (13) und der Substitution 
b? s = q erhält man U in der Form 


a a dr 
-era f 1- FIT oF tar Ve Varta) Fet) 


Für i höhere ungerade Potenzen schreiben wir die Kräfte- 
function des Kreises zuerst wieder in der allgemeinen Form 


Es ist 
ud 1 = EI Fer 
a a 
und setzt man 


er 1 
K = (10 re» 


so geht obiger Ansdruck für V über in 


x am! ! 
V = = En (+) dm . 


Wie früher (Abschn. V.) erhält man auch hier dasselbe Resultat, 
wenn man anstatt nach a? nach A? differenzirt und findet dann in 


ähnlicher Weise 
Va K 3 Ri (fes). 
(any \2 u” 


Es ist aber 


und daher 
2 tam} = 


> 


Denkt man sich die Differentiation ausgeführt, so kann man nach 
der Grösse 8 summiren und erhält als Kräftefunetion des Ellipsoids 


Int 
U =% SIE ere 


any \ 
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Für den speciellen Fall g=2, wenn also die Anziehung nach der 
fünften Potenz der Entfernung wirkt, hat man in der letzten Formel 


nur einmal zu differenziren. Es ist hierbei K = — = und es wird 


sf Men ET ET LL 


Wir führen hier wieder durch die Substitution (16) für E die 
Grösse s ein. Um dE durch ds zu ersetzen, muss man #? = Q0 total 
differenziren. Mit Beachtung der beiden Formen, in denen u? ge- 
schrieben wurde, erhält man 


2 (m—pë)dg + (fs +E — e)ds-— 
und die Function unter dem Integralzeichen wird schliesslich 


1 
2s(p&—n) 3 


pfE-n=tymptn, 
und für die negativen Werthe ist von oo bis zu einem Werthe ø, für 
die positiven von ø bis oo zu integriren. Also ist: 


g 
3 ds 2 ds 
U=k" — a 
4 28 /mp+ n? TJ 28Vmp+n 
D g 


folglich: 
ox 2 ds 
De zJ Tmar 


oder nach bekannter Umformung 


Dean he Be EES ONE 
i fa AEN 3 Var r) PERET 
a? + r L'+7r aT t 


Es ist aber 


To 


——— nn. - _ 


Lettre de M. Ch. Hermite à M. P. Gordan. 


u 


M'étant occupé comme vous le savez des fractions continues algé- 
briques, j'y ai rattaché comme il suit la relation importante découverte 


par Jacobi, à savoir: 
-11:3-5--.-2n—1 . 
So m sin [n arc cos x]. 


n—1 Ber, n—} Eye 
D (1—-x?) = (—1) 
Je remarque que le développement de l'expression: (22—177, suivant 
les puissances décroissantes de la variable, se composera d'une partie 
entière de degré 2n — 1, et d’une série infinie de la forme: 


, s 
a a a | 
= + T -= + En + , + + N} 


de sorte qu'on peut écrire: 
D} (2—1) = P + SE a e 


Or les dérivées successives de 
L 2 


P étant un polynôme de degré n — 1. 
(x?—1)"—}, montrent facilement qu’on a: 


Di(x—1) "À el 


Vz —1 


3 


ou TT est une fonction entière de degré n, et ce résultat rapproché du 


précédent, donue la relation 
CR 

qui prouve que + est la n° réduite du développement en fraction con- 
tinue de aa - Mais on sait que les deux termes de cette réduite, 


sont à un facteur constant près: 
sin [n arc cos x] 


BU 


T = cos [n arc cos r], 


’ 


c'est même une conséquence immédiate, de ce qu'en faisant: 
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+ pa) en + PAT 


on en déduit: 


-yai mpy A Zu 


m 
d'ou: 
TT 1 1 1 
Va ı ere Va (Sr )= ar we 
Posons donc en désignant par N un facteur constant: 


"ppt jy} _ N°08 [n arc cos x] 
D (2—1) N man 
ou encore: 


Pa- hea EL 


V1 — r 


3 
on en ténu en intégrant: 


p-! a _ zart dia Sw sin [n ee + C. 


C’est la relation découverte par Jacobi, et il ne reste plus. qu'à dé- 
terminer les constantes N et C. La première s’obtient en égalant les 
termes en 2"! dans l'équation: 


n n — cos [n arc cosx] , 
D, (2—1) Laas N ya 


ayant en effet: cos [n arc cos x] = 2"-!2" + ..., on en conclut: 
2—1N = (2n—1)(2n—2)...n, 


done: 
n(n+1)---(2n—1) 
Nea 1 mi ur - 
1-2-8... (@n—1) 
1: er -n= 1.2"! 
= Les : @n—1) 
4... 2n—2 


SE. Om). 


Et quant à la seconde, elle est évidemment nulle, le premier membre, 
s'évanouissant pour z = 1, ainsi que sin [r arc cos x |. 


Ueber v. Staudt's Rechnung mit Würfen und verwandte 
Processe. 


Von Ernst Scuköper in Darmstadt. 


-m 


Seit ein paar Jahren beschäftige ich mich damit, die formalen 
Beziehungen einfachster Art, welche zwischen einer Operation und 
deren Umkehrungen bestehend gedacht werden können, iu ihrer logi- 
schen Abhängigkeit von einander zu untersuchen, und habe ich bei 
einem früheren Anlasse schou eine vorläufige Mittheilung*) über Er- 
gebnisse dieser Untersuchungen gemacht. Einer systematischen Dar- 
stellung, wie ich sie nun bald zu verwirklichen hoffe, soll indessen 
durch den vorliegenden Aufsatz noch in gewissem Sinne vorgearbeitet 
werden, insoferne nämlich einiges Material darin ausgebildet wird, auf 
welches ich wünschen muss mich beziehen zu können als auf ein an- 
schauliches Beispiel oder einen Beleg dafür, welcher interessanten Art 
des realen Inhaltes die von mir betrachteten abstracten Operationen 
fähig sein werden. Im Hinblick auf diesen speciellen Zweck erschien 
es allerdings nöthig, in die Darstellung auch einige Betrachtungen, 
die an sich bekannt sind, zu verflechten. 

Als durch die anregende Arbeit des Herrn Lüroth**) mit der 
Theorie der Würfe mir ein wesentlicher Theil der v. Staudt’schen 
Betrachtungsweisen näher gerückt wurde, legte ich mir die Frage vor, 
welche analytischen Beziehungen wohl den geometrischen Constructio- 
nen jenes Calculs zu Grunde liegen, resp. in welcher Weise die hierauf 
bezüglichen 1. e. synthetisch***) hergeleiteten Ergebnisse sich auch 
durch rein analytische Methoden deduciren lassen möchten. 


*) Ueber die forınalen Elemente der absoluten Algebra, Stuttgart, Schweizer- 
bart, 1874. 
+) Ueber das Imaginäre in der Geometrie und das Rechnen mit Würfen, 
Göttinger Nachr. 1873, S. 767 sqq., und ausführlicher diese Annalen Bd. VII, 
S. 145-214. | 
***) Ebenso auch in dem seitdem erschienenen Aufsatze des Herrn Sturm 
über die v. Staudt'schen Würfe, diese Annalen Bd. IX, p. 333—346. 
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Die Multiplication und die Addition der Würfe nebst deren in- 
versen Operationen, welche in den citirten Abhandlungen unter dem 
Gesichtspunkt der Associativität, Commutativität und des distributiven 
Zusammenhanges immer blos als geometrische Operationen betrachtet 
werden, müssen analog, wenn man sie als arithmetische Operationen 
an dem Parameter £ der unicursalen Curven auffasst, auch ein analy- 
tisches Beispiel für einen den vier Species entsprecheuden Operations- 
kreis liefern. Derjenige Parameter, welcher dem v. Staudt’schen 
(symbolischen) Producte, resp. der Summe, zweier Wurfpunkte ent- 
spricht, ist in der That eine gewisse bilineare Function (15) von den 
Parametern dieser Operationsglieder, eine Function sogar, die durch 
lineare Transformation geradezu auf das arithmetische Produet, resp. 
auf die arithmetische Summe selbst, zurückgeführt werden kann. 

Mit der Lieferung der hierauf bezüglichen Nachweise, und dann 
auch mit der Ausdehnung der dabei in Verwendung kommenden De- 
terminantensätze auf beliebig viele Dimensionen, beschäftigt sich nun 
der erste Theil ıneiner Arbeit. 

Der zweite, mit $ 8. beginnende Theil derselben ist dagegen dem 
Z/usammenhange und Analogieen gewidmet, welche zwischen den bis- 
herigen und meinen eingangs erwähnten Untersuchungen zu Tage 
treten, und wird erst in Verbindung mit den letzteren vollends zu be- 
urtheilen sein. 

Ich werde bei der Darlegung von der Vorstellung reeller („neu- 
traler“) Würfe einer krummen Punktreihe (eines Kegelschnittes) aus- 
gehen, wenngleich den in Betracht gezogenen Zahlen natürlich ebenso- 
gut auch beliebige complexe Werthe beigelegt und diesen — in Gestalt 
von mit einem „Sinn“ begabten Involutionen — ein anderweitiges 
reales Substrat untergelegt werden könnte. 


8 4 
Man denke sich den (bei Ausschluss eines Geradenpaares) belie- 
bigen Kegelschuitt als ,unicursale“ Curve dargestellt, dadurch, dass 
für einen beliebigen Punkt 7 y. desselben die homogenen Coordinaten 


gegeben sind als rationale Functiouen zweiten Grades von einem Para- 
meter £ vermittelst der Gleichungen: 
z= A(t) =a + at + at, 
(1) y = B() = bs + Bit + Bit, 
z = C(t) = ypo + 7t + nt, 
Die Zahlenwerthe von # und die Punkte der Curve werden alsdann 


in bekannter Weise einander eindeutig entsprechen, und mögen dem- 
nach auch immer übereinstimmend bezeichnet werden. 
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Wenn nun so die Zahlzeichen 4,, £ und £, drei feste ein für alle- 
mal beliebig gewählte „Grundpunkte“ vorstellen, so werden wir in 
Gestalt der Zusammenstellung tfo, f, ta, t — oder, da die drei ersten 
Punkte stets als dieselben gedacht werden sollen, kürzer in Gestalt 
von £ selbst — einen v. Staudt’schen Punktwurf vor uns haben. 


Die dem v. Staudt’schen „Producte“ zweier beliebigen Punkt- 
würfe 4 und f zugehörige Zahl will ich mit f,, oder 


(2) lo == tu (><) bo 
in der That als ein symbolisches Product bezeichnen. 


Die geometrische Construction dieses Productes ist dann einfach 
ausgesprochen durch die Forderung, dass die Verbindungsgeraden der 
drei Punktepaare: 


(3) id, und to; &undé; £ und 


sich in einem Punkte schneiden sollen, dass also das Sechseck dieser 
6 Punkte zugleich ein Pascal’sches und ein Brianchon’sches sei 
— wenn auch das letztere in Bezug 
auf einen andern als den hier zu l, Re 
Grunde liegenden Kegelschnitt. : 

Die v. Staudt’sche „Summe“ 
der beiden Punktwürfe 4, und t, 
werde entsprechend durch far, 
oder ta (+)t, dargestellt. Die sym- 
bolische Addition, welche uns die- 
selbe liefert, lässt sich als specieller 
Fall der vorerwähnten Multiplica- + 
tion behandeln; sie wird aus dieser 
erhalten durch eine Abünderung der Grundpunkte, indem man nänı- 
lich erst f in £, übergehen lässt (wodurch die Verbindungslinie zu 
der l. c. S. 189 erwähnten Tangente wird) und hernach f, durch 4, 
ersetzt. 


Es genügt daher, wenn wir nur für die Multiplication die Auf- 
gabe lösen, zunächst 4 durch ża und f, analytisch auszudrücken. 


§ 2. 
Mit Rücksicht auf (1) ist in den laufenden Coordinaten T = 
die Gleichung der Verbindungsgeraden von fa und t: 
kG, g 
(4) Alta) , B(ta) , Ct.) =|(, 
Alb), Dit), Cits) | 
19° 
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Es ist nun bemerkenswerth, dass diese Gleichung, welche in der 
zweiten und dritten Zeile der Determinante lauter Elemente von so 
complicirtem Bau wie die Ausdrücke (1) enthält, sich durch Ordnungs- 
erhöhung („Rändern“) und Unterdrückung eines Factors auf die weit 
einfachere (iestalt bringen lässt: 


o LE, 4, 
Il, a, Br, 2 
| — fs —b, a, Bi, Yi 
| la lo » Qos Bo Yo 


(5)a, b 


Multiplieirt man nämlich die hier zur Linken stehende Determi- 
nante colonnenweise mit der folgenden: 


1: 0,0%, 0 
(6) O, tè, tè, —1 | 

0, ré, © 

Dr ANA 0 


welche den Werth 4% — fa besitzt, so ergiebt sich eine Determinante 
vierter Ordnung, welche aus dem Schema von (4) mit links davor- 
gesetzten Nullem und der darunter geschriebenen Zeile — 1, —«,, 
— B,, — y, besteht, welche also durch Ordnungserniedrigung auf die 
Determinante (4) selbst ganz unmittelbar hinausläuft. (Vergleiche 
hierzu den Schluss des § 6.) 


In entsprechender Weise wird sich nun die Gleichung (5). der 
Verbindungslinie von {, und f,, desgleichen die (5), e der Verbindungs- 
linie von #, und #, darstelleu, nämlich aus (5)a, hervorgehen, indem 
wir die Indices a und b von £ einfach durch O und oo resp. 1 und € 
ersetzen. Sollen dann die drei Verbindungslinien sich in einem Punkte 
schneiden, so muss es ein System von Werthen X, Y, Z geben, für 
welches die drei Gleichungen 


(7) (ass (5), und (Ö)ı,e 


gleichzeitig erfüllt werden, und handelt es sich demnach darum, dieses 


Werthsystem — oder also die beiden Coordinaten 5 ; 3 des Schnitt- 
punktes unserer drei Verbindungslinien — aus diesen drei Gleichungen 


zu eliminiren. s 
S 3. 
Durch einen Kunstgriff, welcher dem in der Determinantenlehre 


bei den adjungirten Systemen gebrauchten ähnlich ist, ergiebt sich die 
gesuchte Eliminatiousresultante sogleich in der einfachen Zerlegung: 
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(8) D':6—=0, 
wo 
Us Pr, Pr | l, u, +, uk 
(9) Da | au Bu yi, und Ow | 1, f +, tato 
| eos Bu: Yo | 1, tot los loto 
bedeutet. : 
Wird nämlich die Determinante in (5), mit Det(X, Y, Z) be- 
zeichnet, und D, —- D? *, DY’, — De’ deren Unterdeterminanten 


nach den Elementen der ersten Zeile genaunt, so können wir die Glei- 
chungen (7) bequem nach den Elementen der ersten Zeile geordnet 
hiuschreiben, und muss die Determinante dieser drei homogenen Glei- 
chungen verschwinden, d. h, es muss: 


> „5°, Des 


(10) DEn DE Ze 0 
| pe € , D; € ; D’ € 
sein. 


Wenn man aber die Eutwickelung der aus (5), abzulesenden 
Determinanten 


De’(a,,ßB,,72), Dr’la,Pı> P) De’, Pos Yo) 


nach den Elementen ihrer ersten Zeile je vergleicht mit ihrer Ent- 
wickelung nach den Elementen ihrer ersten Colonne, so ergeben sich 
die Relationen: 


a, De’ + Ba Di" + „D’=—1:D, 
(11) a, Dg’ + B Di’ + nD’ = (hath) D, 
WD LAD i = ht D, 
und entsprechend für die Indices O, oo und 1, c statt a,b. 


Wird mit Rücksicht auf diese Relationen die Determinante (10) 
mit dem Ausdruck (9) von D zeilenweise multiplicirt, so entsteht die 
Gleichung: 

=i CÉGD, LL 
— 1. D, (k+W)D, — teto D| = 0, 
ND) CAWDD Ver 
deren linke Seite auf Dt. O hinauskommt. Die Determinante (10) ist 


daher in der That = D?.0 und damit die Richtigkeit des angegebenen 
Eliminationsergebnisses (8) dargethan. 
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Wofern also nur D von O verschieden ist, d. h. wofern nur der 
Kegelschnitt nieht etwa in eine Gerade*) degenerirt, kommt darnach 
unser Eliminationsergebniss auf 


(12) 0=0 


selbst hinaus und bringt so den geometrisch anderweitig leicht nach- 
zuweisenden Umstand zum Ausdruck, dass die drei Punktepaare (3) 
in einer Involution in Bezug auf den Kegelschnitt liegen. 


In Betreff einer noch moderneren Deduction des Eliminationsresul- 
tates (12) vergleiche man $ 7. 


§ 4. 
Aus der Gleichung (12), die sich — snebenbei gesagt — auch auf 
die bemerkeuswerthe Form bringen lässt: 


te + 4 j 1 ; 0 
t? ’ ti ’ 1 = 0, 
IMC) FE, MALE: Lutter 
können wir nun & als Function von t, und 4 berechnen, und finden: 
Mas De 
(13) k=|1, th, Ch): | 1, & +64, bb |, 
1, tot éy tato 1, kti lah 
oder eleganter: 
Mate, ME | ia 
(14) EC} 4, h, bl: | l, bs te =), 
ta be ae E w, G 


und völlig entwickelt: 


ta ty (fi = to — ta) + (tatt) toto — lotito 
LS ET Te PATES hiii Fh 

Das symbolische Product zweier Zahlen ist darnach eine bilineure 
gebrochene Function der beiden Factoren. Die Commutativität dieser 
Operation ist aus der Symmetrie des Ausdruckes bezüglich fa und f, 
ohne Weiteres ersichtlich. Es wird daher auch nur eine inverse Opera- 
tion zu jener geben, und können wir in entsprechender Weise den 
von ihr resultirenden Ausdruck symbolisch als einen Quotienten an- 
schreiben — zur Unterscheidung von dem „eigentlichen“ Quotienten 
nur mit eiugeklammertem Divisionszeichen. Indem man die Gleichung 


*) Das Geradenpaar ist von allen Curven zweiten Grades die einzige nicht 
unicursale. 
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la () b= te nach ta auflöst und hernach c durch a ersetzt, findet man 
als das zu (14) inverse Operationsergebniss : 
, |b ei 
(16) mi| h, las to 8, let. 
b 
h, bos Lo I, ls, ts 
Nach dem in § 1. Gesagten ergibt sich die zu der symbolischen 
Multiplication (14) gehörende symbolische Addition nun ohne Weiteres: 
lo, u, b 1,6, b 
(17) TEN le, le LE 
Los Lo) te | r D, to 
Ko) ERRE E 
S ulh Fol, Fo) Fiet — tta 
als ein Specialfall von jener. Desgleichen hat man für die symbolische 
Subtraction: 
| to, la, ty X lo, lo 
(18) lal—)b mm lé, a, ba|: 1, ber ba 
\%, tas to l, Lo) ts 
Dass diese beiden directen Operationen (14) und (17) in der That 
auch associativ sind, nämlich den Gesetzen: 


ta (><) {bte} = {ta D) te} (X) tes 
und desgleichen für das (+-)-Zeichen, bei beliebig gegebenen ta, to, le, 
für sich Genüge leisten, und ferner, dass sie miteinander wirklich in 
dem etwa durch die Gleichung: | 


{ta (H) to} <) te = Ata (>) tef (H) {to ><) te) 
ausgedrückten nn Zusammenhang stehen — ur auf Grund 
der Ausdrücke (14) und (17) nachzuweisen wäre nunmehr allerdings 
blos eine Rechenaufgabe der allerelementarsten Art; doch würde sich 
die Durchführung der Rechnung immerhin noch sehr umständlich ge- 
stalten. . 


§ 5. 
Ich ziehe vor, statt dessen den folgenden Weg einzuschlagen. 


In der Gleichung (1) des Kegelschnitts kann man statt £ einen 
neuen Parameter r einführen durch die linear gebrochene Substitution: 


-tehtanih te) 
+ sc - 


die so gewählt ist, dass den Werthen t, £,, £, des alten Parameters die: 


T =0, nel, t =œ 
des neuen entsprechen. 
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Umgekehrt wird dann: 
(20) eat eh 


to— t a—tı 


das Doppelverhältniss vorstellen, welches vier von irgend einem Punkte 
des Kegelschnitts aus nach den Punkten £,, ći, t», £ hiu gezogenen 
Strahlen zukommt. 

[Obwohl dies anderweitig bekannt ist, will ich doch in Kürze zeigen, 
wie leicht sich der Beweis dieser Behauptung mit Hülfe der in der 
Form (5) geschriebenen Gleichung der Verbindungslinie zweier Punkte 
führen lässt. | 

Bezeichnen wir in der That mit f(t., tẹ) die linke Seite dieser 
Gleichung, so sind: 


h=IT, t)=0, fi=f(T,t)=0, fo=f(T,t.)=0 und f=f (T, )=0 


die Gleichungen der 4 Strahlen, welche aus einem beliebigen fünften 
Punkt 7 des Kegelschnitts nach den schon mehrfach erwähnten vier 
Punkten hingezogen sind. Hier muss nun sein: 


f=uh+tAfe: h = bih + hf 


und da die drei Determinanten f (resp. fi), fo und f, sich nur durch 
ihre erste Colonne unterscheiden, so kann man die nämliche lineare 
Relation zwischen den correspondirenden Elementen ihrer ersten Co- 
lonne ansetzen. Dies giebt für u und A vier Gleichungen, die sich unter 
Wegfall von T auf die beiden: a + 4 = 1 und ut, + At, = ¢ redu- 


ciren, wonach denn 


tte = hot 
E E ty — to ? is to — to 
gefunden ist, also: 

Em 

u tE—t. 
und entsprechend: 

1, ta ti 

Bi tı — to 
Hieraus fliesst aber für das Doppelverhältniss: 

Bi 

=—- = T 

mr pii 


genau der in (20) angegebene Werth, durch dessen Unabhängigkeit 
von T sich zugleich die charakteristische Eigenschaft der Kegelschnitte 
für die unicursalen Curven zweiten Grades bewiesen findet. ] 


Bilden wir durch Einsetzung des in 4, und £, linearen Ausdruckes 
(14) von f. zunächst den Quotienten: 


ta—h 6 dt . te— ti, 
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und bezeichnen mit re == Tas = Ta (+) to den & zugehörigen Werth vou r, 
so erkenut man augenblicklich, dass: 
(21) Ta () To= Ta +i, 
hier also das symbolische Product mit dem wirklichen identisch wird. 
Was die symbolische Addition betrifft, so kann deren Ergebniss 
in Bezug auf die r aus dem eben für die Multiplication gewonnenen 
keineswegs wieder als Specialfall (durch den Process der Ersetzung 
von {, durch £,, hierauf von £, durch #,) abgeleitet werden, weil die 
hierzu erforderliche Abänderung der Grundpunkte nur einseitig — in 
der Basis, dem Substrat, (14) der Substitution, nicht aber in der Sub- 
stitution (19) oder (20) selbst — vorzunehmen ist. Daher haben wir 
für diesen Fall auf Grund der alsdann für f«+, geltendeu Formel (17) 
die Rechnung von neuem zu machen, und finden: 


und darnach: 

ee ` Ta+o == Ta F To, 

d. h. auch die symbolische Summe ist dann einerlei mit der wirklichen, 
gewöhnlichen. 

Für die r braucht darnach die Associativität der beiden Operatio- 
nen, sowie ihr distributiver Zusammenhang nicht mehr besonders nach- 
gewiesen zu werden; nur wird man noch zu zeigen haben, dass diese 
Eigeuschaften von den r auf die £ — gewissermassen von dem Doppel- 
verhältniss selbst auf ein Element desselben — sich übertragen. 

Nach (19) ist nun £ eine eindeutige Function son t: 

z t= pr); 
somit: 


Da aber: a (be) = {rato} ’ biase = p Tiaa) ; 


Tabo) = Ta * Ta ° Te == T(ab)e) 


so folgt auch: 449 = kase, und ist die Operation mit den £ als eine 
associative erwiesen. Aehnliches gilt für die Addition. In derselben 
Weise folgt endlich aus: 


lawta = P {Ta0+a} = P {ulntr)} = Q (antrat) = 
= p (Tab Tac) = g9 (Tkt tae) => laikai 
der distributive Zusammenhang zwischen den beiden Operationen. 


§ 6. 
Obwohl mit dem Vorangegangenen die Aufgabe, die wir uns haupt- 
sächlich gestellt, erledigt ist, scheint es mir doch nicht überflüssig 
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e 


noch hervorzuheben, dass die in den Paragraphen 2. und 3. zu Tage 
getretenen Determinanteneigenschaften auch entsprechend gebauten 
Determinanten von beliebig hoher Ordnung zukommen, und dann für 
unicursale Mannigfaltigkeiteu in Räumen von mehr als zwei Dimen- 
sionen einer analogen Deutung fähig sind. 


Sind nämlich in einer Mannigfaltigkeit von n Dimensionen: 


z, T x Ta 


To ? Xo ? Lo 


die Coordinaten eines variabeln Punktes, so bestimmt die für a = 0, 
1, 2, +++ n getroffene Festsetzung: 


b=n 
(23) ta = At) = E tabt? 
b= 0 


eine unicursale Mannigfaltigkeit von einer Dimension und vom n'e” 
Grade. 

Stellen weiter &,, f, ++- fu irgend welche n Punkte dieser letzte- 
ren vor, so erscheint die Gleichung der sie verbindenden linearen Man- 
nigfaltigkeit von n— 1 Dimensionen („n — 1- Ebene“) zunächst bekannt- 
lich in der Gestalt: 


X, ) X, RT X, 
(24) D= A(t), À; (4), de An (£) = 0, 


Ai (ta); Alh) An (tn) 


und es wird nun der erste unserer Determinantensätze aussagen, dass, 
wenn unter A das Differenzenproduct: 


(25) À = (£, —t;) (,—t,) 2 ve (fn —#), 
(three. (bib), 
(tn —{n—1) 


verstanden wird, diese Gleichung sich auch auf die Form bringen lässt: 
0, Xo ne °°: À 
| l, Sa ? Xi, n 7" Unn 
z O, Qo, n—1; 1, n=l; °°° On,n—l 


(n+1) (n+2) 
a) Br. =| Ci ad, aa =) 


. 0 er 8 + ee ee Tr + + ee + — 


(- 176, Čo, 0 5 1,0 3 ° " * 80 
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worin C, für r=—1,2,...n die Summe der Combinationen ohne 
Wiederholung zur rt" Classe aus den Elementen £, tz, +» - ta bedeutet 
(diese Combinationen als Producte aufgefasst), mit anderu Worten die 
(von Gauss so genannten) ,grundsymmetrischen“ Functionen der 
Wurzeln oder die Coefficienten der nach Potenzen von £ geordneten 
Gleichung: 

(27) (E— ilit). (mm Cm IEC. + 1} C,=0. 

Für diesen Satz sind mir zwei Beweise bekannt, und will ich auf 
dieselben etwas nüher eingehen. 

Es ist einerseits möglich, die Gleichung (24) ganz direct — durch 
„lineale Aenderung“ — in die Form (26) überzuführen, nämlich nach 
dem Satze*), dass die Determinante ungeändert bleibt, wenn man die 
Elemente einer Reihe vermehrt um die mit beliebigen aber durchweg 
denselben Factoren nıultiplicirten correspondirenden Elemente paralleler 
Reihen — und zwar in folgender theoretisch wohl nicht uninteressan- 
ten Weise. 

Man lasse die Anfangszeile in dem Schema (24) immerfort ganz 
unverändert stehen; die folgenden Zeilen numerire man etwa mit (1),, . 
(2),, (B) © (n),, und vermindere alle unterhalb (1), stehenden Zei- 
len um (1),; diese letzteren werden sich dann bezüglich durch f,—t,, 
t — t'e t — t dividiren lassen, und sollen sie nach vollzogener Di- 
vision mit (2),, (3), © © © (n), numerirt werden. Wenn wir nun ebenso 
die unter (2), stehenden: Zeilen um (2), vermindern, so lassen diese 
bezüglich durch 4 —1t,, +: - - 1„—t, sich kürzen und mögen (3),,---(n), 
die Zeilen genannt werden, in welche sie dadurch iibergehen. Fährt 
man in dieser Weise fort, bis die vorletzte Zeile von der letzten abgezogen, 
letztere alsdann durch £, — {,_, dividirt, somit in (x), übergeführt ist, 
so wird À im Ganzen durch A dividirt sein, und sind (1),, (2),,-+.(n}), 
die unter der Anfangszeile stehenden Zeilen dieser Determinante ge- 
worden. 

In einer jeden von diesen Zeilen haben alle Elemente völlig glei- 
chen Bau; sie unterscheiden sich allein durch den ersten Index der 
in ihnen auftretenden «œ Coefficienten. Daher genügt es, wenn wir 
von diesem Index vorläufig ganz absehen und nur eine einzige Co- 
lonne ins Auge fassen — eine Bemerkung, durch die man sich schon 
das Verfolgen der bis hierher ausgeführten Operationen sehr erleichteru 
konnte. 


*) Gewiss ist zu wünschen, dass man für ein so häufig zur Umformung von 
Determinanten angewendetes und nur so umständlich citirbares Verfahren einen 
kurzen Namen besitze. Da meines Wissens kein Name dafür üblich ist, erlaube 
ich mir die obige von Hermann Grassmann in einem wesentlich verwandten 
Sinne gebrauchte Bezeichnungsweise vorzuschlagen. 
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Durch diese Operationen wird nuu in der gedachten Colonne un- 


fehlbar: 
Aai + Cats tt 4 e à ta) = 1 + ax C, 


das Element (x), der letzten Zeile geworden sein. Die vorletzte Zeile 
(n—1).-ı enthält die Coefficienteu @„_ 2, &_ı, €a und kaun man aus 
ihr &,_, durch lineale Aenderung, d. h. dadurch eliminiren, dass man 
die mit einem geeigneten (und nur die { enthaltenden) Factor multi- 
plieirte Zeile (n), von ihr abzieht; sie möge dann als (n— 1). numerirt 
werden und sie wird heissen: &«,_2 — a, C3. 


Fährt man so fort, successive aus jeder Zeile (n—2},-_2, + (2),, (1), 
je mit Hülfe der auf sie folgenden Zeilen alle die Coefficienten « zu 
eliminiren, welche zwischen dem höchsten und dem niedersten in ihr 
vorkommenden «œ liegen, so erweist sich fortwährend dasselbe Gesetz 
bestätigt, und die Elemente der aufeinanderfolgenden Zeilen in der 
gedachten Colonne werden einfach 


in MD: + (—1)"-ta Cn, in (2)a: e, + (— Das Cu: , 
cn (n— l)u : ans — aa Ca, in (Aja: An_1 + aCi 


Der genaue Nachweis, dass dies allgemein so sein muss, würde sich 
wegen der Schwerfälligkeit der Summenzeichen für ein ganz unbe- 
stimmtes n nur umständlich darstellen lassen, weshalb ich (obwohl ich 
ihn auch in seiner Allgemeinheit auf diesem Wege leistete) an dieser 
Stelle von der Mittheilung desselben Abstand nehmen will. Dagegen 
ist für n = 2,3,4,... dieser Nachweis ungemein ‘einfach durchzu- 
führen. Schreibt man schliesslich, indem man die Ordnung der De- 
terminante um 1 erhöht, unter die Elemente der letzten Zeile lauter 
Nullen, und hierauf vor die der ersten Colonne beziehungsweise: 


CSS, (TPE PT =; 


wodurch zur Determinante nur der Factor (— 1)"*! hinzutritt, so er- 
gibt sich die von uns angestrebte Form (26) dieser Determinante so- 
gleich, indem man die Elemente jeder Colonne vermehrt um die mit 
dem zugehörigen æ, multiplicirten Elemente der neuen Anfangscolonne. 
Nur die auf die Anfangszeile von (26) folgenden Zeilen werden so 
erst in der entgegengesetzten Ordnung erhalten, und es kann die in 


(26) vorgezogene Anordnung hergestellt werden, wenn man zugleich 
n(n +1) 


mit (—1) ? multiplicirt. 

Bei vorstehendem Verfahren, welches auch zum Beweis der ander- 
weitig bekaunten auf das Differenzenproduct bezüglichen Determinau- 
tensätze verwendbar wäre, wurde die Ordnungserhôhung der Determi- 
naute erst ganz zuletzt ausgeführt. 
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Ungleich bequemer führt andrerseits ein Beweisverfahren zum Ziel, 
bei welchem dieselbe früher vollzogen und dann nur das Multipli- 
cationstheorem der Determinanten angewendet wird — ein Verfahren, 
welches ich leicht auffand, nachdem Herr Voss mich darauf aufmerk- 
sam gemacht hatte, dass durch geeignete Anwendung der Methode des 
Ränderns überhaupt bezüglich der Unterdeterminanten von (24) jeder 
wünschbare Aufschluss erhältlich ist. Das Raisonnement des $ 2. bildet 
nur eine Illustration zu gedachtem Verfahren. 

Versicht man allgemein die den Kern des nachstehenden Schemas 

n(n—1) 
bildende Determinante, welche bekanntlich = (—1) ? -A ist, mit 
dem darum herumgeschriebenen Rand, dessen Hinzutreten ohne Ein- 
fluss auf ihren Werth bleibt: 


FE a Ñ, č, (—1) - 
BI er TalrO 
(28) ee E and 
DIS, % = 0 
Old, h, In 0 | 
Oel Al; 1 0 | 


und multiplicirt sie colonnenweise mit der Determinante (26), so er- 
hält man eine Determinante, die geradezu aus dem Schema (24) mit 
davorgeschriebenen Nullen [wegen (27)] und mit daruntergesetzter 
Zeile: 

CLP, (Men er 
besteht, also durch Ordnungserniedrigung sogleich auf die negativ 
genommene (24) hinauskommt. 


pa 


Der zweite Determinantensatz behauptet, dass die Elimination der 
Grössen X,, X,, +-+ Xn aus n + 1 homogenen Gleichungen der Form 
(26), welche in den Cocfficienten « übereinstimmen, dagegen andere 
und andere £-Systeme in den Combinationssummen der ersten Co- 
lonne enthalten, als Resultante eine Gleichung liefert, die erhalten wird, 
indem man die unter dem Anfangselement 0 in den sämmtlichen Deter- 
minanten vom Schema (26) stehenden Elemente als Colonnen zu einer 
neuen Determinante zusammenfügt und letztere gleich O setzt. Vor- 
auszusetzen ist indess hierbei, dass die Determinante der Coefficienten 
« für sich nicht verschwinde, 
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Der Beweis dieses zweiten Satzes lässt sich genau so wie in § 3. 
ohne Weiteres leisten; jedoch sei mir gestattet, einen anderen Beweis 
hier auszuführen, den ich abermals Herrn Voss verdanke, und der — 
wenn er auch nicht eben einer kürzeren Darstellung fähig sein möchte 
-- doch in Hinsicht auf Eleganz den Vorzug zu verdienen scheint. 

Sei für x = 0, 1,2,3,...n: 

Lo, Say EX 
Uso, Goo, Qio, -  : GETE 
(29) a aol, TOR S 


| 
| 
FRE Kon, ins * °° Qan | 


das System der n + 1 linearen Gleichungen, aus welchen die Grössen 
Xas Ay: X. eliminirt werden sollen, so betrachte man folgende 
aus den PD, durch eine gewisse Art von Ränderung hervorgehende 
Determinante: 
0, 0, ... 0, Aois is °°° Gai 
0, 0, His 0, Aloes A, *** Ane 


| Uoo, Uio; TAR Do; 000; C103 e.. Un 0 
| Uoi, Un, Me: Uni, Qoi, 113 °°° Qni 


ee ee Tr + ea 


| Uon, Uwi Tr Us; Kon, in) °°° ann | 
in welcher die n(n +1) Grössen a vorläufig noch willkürliche sein 
mögen. 
Nach einem bekannten Satze zerfällt R in das Product: 


(31) (-YVtıR=P.Q, 
. wenn wir zur Abkürzung setzen: 
we | Uos +++ Uno 
(32) P= nd’ |; y i 
A. Kö Rai 
Sobald aber die Gleichungen (29) erfüllt sind, kann man — wie 
ich zeigen werde — über die Grössen a so disponiren, dass À = O 


wird, ohne dass P verschwindet. Alsdann muss also auch die Glei- 

chung Q = 0 erfüllt sein, und diese wird, da sie die Grössen X nicht 

mehr enthält, dann selbst die gesuchte Eliminationsresultante vorstellen. 
Obiges ist in der That durch folgende Betrachtung einzusehen. 
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Da die Determinante (n +2)" Ordnung D, gleich O ist, so sind 
die Elemente ihrer Colounen linear von einander abhängig und giebt 
es ein System von Werthen: 


(33) D, Uxo, HMxi,s * °° Uxn) 
welches die Gleichungen erfüllt: 


P0 4 Uno Xo tet X, + + X, = 0, 
(34) D: Usa + Uxo Xo2 + Uri + AE + Uxnüni = 0, 
für A0, 1,,2,.-. n. 


Man darf z. B. unter den Grössen (33) die auf die Elemente der ersten 
Zeile von D), bezüglichen ersten Unterdeterminanten dieser Determinante 
verstehen, natürlich mit abwechselnden Zeichen genommen; die erste, 
D, derselben, die auf das Anfangselement O bezügliche Unterdeterminante 
von Dx, wird alsdann die nämliche sein für alle Indices x; es ist das 
eben die Determinante der Substitutionscoefficienten œ, welche hier von 
O verschieden gedacht werden sollte. 

Zur Abkürzung setzen wir noch allgemein, d. h. für x=0,1,.-.n 
undi=1,2,... n: 


(35) Urvdo F Uxia + ee + lanana = bar. 

Dies vorausgesetzt multipliciren wir die Determinante R (30) in 
ihrer ersten Colonne mit J), vermehren die so veränderte Colonne um 
die bezüglich mit den Factoren wo, Hor, *** do, multiplicirten # +1 
letzten Colonnen und verfügen über die willkürlichen Grössen a so, dass: 

be=0, bos = 0, ++ bon = 0 


wird, während bọ; beliebig von O verschieden bleibe. Darnach werden 
alle Elemente der ersten Colonne Null geworden sein bis auf das An- 
fangselement b;, und geht also die (mit D multiplieirte) R durch 
Ordnungserniedrigung über in by, mal der zu diesem Anfangselement 
gehörigen Unterdeterminante. 

Auf diese letztere, also auf die von ihrer ersten Zeile und Colonne 
befreite Determinante (30) lüsst sich aber dasselbe Verfahren noch 
weiter anwenden. Wir addiren die resp. mit Hio, Hi1; + + + du, multi- 
plieirten n + l letzten Colonnen zu der nunmehrigen wiederum mit 
dem Factor D versehenen Anfangscolonne, indem wir uns über die 
Grössen a weiter so verfügt denken, dass 


bs=0,...bh,=0 


ist, während bis beliebig von O verschieden bleibe. Im Hinblick auf 
(34) leuchtet alsdann ein, dass sich abermals die Ordnung der Deter-. 
minante erniedrigen lässt, und erhalten wir D?- R = byı + bis mal der 
von ihren zwei ersten Horizontal- und Verticalreihen befreiten Deter- 
minante R. 
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Fährt man so fort, bis man diea noch der Bedingung unterwirft: 


D 11 = () , bas. —0 
und schliesslich: 
De = > A 0 , 
bis man also die (n'“) Anfangscolonne mit dem Factor D versehen und 
um die mit eo, Ba—1,t * © * Ba). mMultiplicirten n + 1 letzten 
Colonnen vermehrt hat, so kommt fach Vollzug der Ordnungsernied- 


rigung: 


(36) D" R = boi bibs» V 11h 
folglich wegen D), = 0 (29) auch 
(37) R=0, 


was wir ın erster Linie zu beweisen hatten. 

In dem Ausdruck (32) von P haben aber die n+ 1 Grössen a der 
ersten Zeile gar keine, die der zweiten eine etc., die der vorletzten 
Zeile haben nur n— 1 Bedingungsgleichungen zu erfüllen, nämlich die 
Grössen o1, Ara," + Ana Überhaupt für A=2,3,--.n die folgenden 
Bedingungen: 

(33) boi =0, ba =0,..-bi-2,1 =0 
während b;_;,,1 jeweils von U verschieden sein muss. 

Darnach würde es nicht schwer sein nachzuweisen, dass P keines- 
wegs zu verschwinden braucht, sodass also KR = 0 auch 
(39) 0-0 
nach sich zieht, q. e. d. 


Einfachstes Exempel. Um aus 


Len a Fe 10, X, 2] 
Des | Uo, a, Bo, = 0 und D, = | Fe Loupe | = 0 
ee Bi : Va, B| 
nach dieser Methode X, Y zu eliminiren, betrachte man: 
0,0, W bw, 
u aD, 6, 


’ 


| 
U Vis «x, Bi | 
i U,, Fn a, Bi 


worin a und b beliebig sind und es auch bleiben werden. Man denke 
nun etwa u, v so bestimmt, dass: | 


eÄ+r/=0, U+ uu +vh=0, U+ua, + vf, =0, 
os Bo 


a, Êi | 


nicht etwa verschwindet. Vermehrung der ersten Colonne um die mit 
u, v multiplicirte dritte und vierte giebt 


was nach der ersten Gleichung möglich ist, woferne nur D = 
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R = (ua+ vb). D, =0; 
aber es ist auch: 
Us; V, |a, b 
U y rk er 


das gesuchte Eliminationsergebniss sein. 


; somit muss 


R-| 


= () 
A 


Weiter als bis zur Aufstellung der vorstehenden beiden Determi- 
nautensätze scheint die Analogie der über rationale Mannigfaltigkeiten 
im Raume von 2 und von mehr als 2 Dimensionen anzustellenden Unter- 
suchungen sich allerdings noch treiben zu lassen; doch würde mich dies 
von dem Ziele, das ich mir gegenwärtig gesteckt, zu weit ab führen. 
Die (im Allgemeinen bekanntlich unicursalen) cubischen Raumcurven, 
deren Theorie wohl auf die Betrachtung des Doppelverhältnisses als 
eines Parameters schon synthetisch sowie analytisch aufgebaut worden 
ist, bieten für den nächst höheren Grad sich als Trüger der hier be- 
trachteten Mannigfaltigkeit dar. — 


& 8. 


Die als Ausdruck des symbolischen Productes gefundene bilinear 
gebrochene Function (15) lässt sich noch in einigen selır bemerkens- 
werthen Formen darstellen; doch muss ich, um die Anführung derselben 
motiviren zu können, erst etwas weiter ausholeu und ein weniges näher 
eingehen auf die am Eingange dieses Aufsatzes erwähnten Unter- 
suchungen, bei denen ich — in der Verfolgung einer mit den vorstehen- 
den Betrachtungen scheinbar ganz fremdartigen Tendenz — doch auf 
den Zusammenhang mit diesen hingedrüngt wurde. 

Ich bezeichne irgend eine Function f(a, b) zweier Veränderlichen 
symbolisch als ein Product: a(-)b, und die beiden hierzu inverseu 
Functionen, d. h. die Auflösungen (nach a oder b) der Gleichung: 


(40) al)b=c 
— welche sonst etwa mit p (c, b) und ¢ (c, a) bezeichnet werden müssten 
— dem entsprechend symbolisch als Quotienten: 


(41) a = Po” b = c(:)a. 


Sobald die symbolische Multiplication nicht commutativ, d. h. die 
Function f(a, b) nicht symmetrisch ist, müssen letztere Ausdrücke als 
» Verhältniss“ und „Bruch“ gleichwie die sie erzeugenden Operationen 
als „Messung“ und „Theilung“ von einander strenge unterschieden 
werden. 
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Auf die Vortheile dieser Bezeichnungsweise habe ich schon I. c. 
aufmerksam gemacht. Sobald eine Verwechselung unsrer drei (symbo- 
lischen) Grundoperationen mit der gewöhnlichen oder „eigentlichen“ 
Multiplication und Division nicht zu befürchten steht, kann man die 
auf ihre Unterscheidung abzielende Einklammerung der Operations- 
zeichen auch noch ersparen. Die Operationen selbst mögen vorderhand 
alle drei als vollkommen eindeutig (somit auch unbedingt ausführbar) 
voransgesetzt werden. 

Wir können nun alle allgemeinen Beziehungen, welche zwischen 
einer solchen Function (40) und ihren beiden inversen Functionen (41) 
denkbar sind, auch bezeichnen als formale Gesetze für die Verknüpfung 
von Zahlen durch unsre Grundoperationen. Umgekehrt lassen derartige 
formale Gesetze sich geradezu als Functionalgleichungen auffassen, und 
wird darum später auch von den „Lösungen“ ‘derselben gesprochen 
werden können. 

Als zu den einfachsten in dieser Art denkbaren formalen Beziehungen 
gehörig sind nun vor allem ins Auge zu fassen diejenigen 9 Gleichungen, 
in welchen: beiderseits zwei allgemeine Zahlen durch eine der drei 
Grundoperationen verknüpft erscheinen. Diese zerfallen in folgende 
4 Gruppen von einander gegenseitig bedingenden (symbolisch gemeinten): 


(Co) a:b=ab = À; 
(G) ab= ba, a:b= $; 
b 


(42) i 
(C) a:b=b:a, „ba; 
l 
(C,) „m ab=b:a. 


Letztere können einerseits einzeln bestehen als vier von einander 
unabhängige „Algorithmen“, als welche sie mit den daneben gesetzten 
Zeichen benannt werden sollen, andererseits (indem zwei von ihnen 
stets die beiden andern nach sich ziehen) auch alle vier zusammen — 
somit einen allgemeineren Algorithmus C,,, constituirend. Mit dem 
Namen eines „Algorithmus“ werde hier jedes System von Gleichungen 
bezeichnet, welche formale Gesetze von Operationen zum Ausdruck 
bringen, und also beim Studium dieser als Rechenvorschriften benutzt 
werden können. 

Fasst man jedes der vorstehenden Systeme als eine Vorschrift auf, 
die eine Seite der Gleichungen jederzeit durch die andere zu ersetzen, 
und zwar ad (C,) die drei Ausdrücke entweder vorwärts oder rückwärts 
eyklisch zu vertauschen, £o entspringen daraus auch 5 „ Vertauschungs- 
principien“, durch welche aus jedem System von in logischem Zusammen- 
hang mit einander stehendenden Formeln je geschlossen werden kann 
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auf ein eventuell neues System von ähnlich mit einander zusammen- 
hängenden Formeln — wie denn z. B. nach diesen Principien auch 
die Gleichungen (C,) und (C;) aus (C,) hervorgehen. 

Es gibt nun ferner 990 Gleichungen zwischen drei allgemeinen, 
beiderseits durch zwei successive von unsern drei Grundoperationen 
verknüpften Zahlen. 

150 von diesen Gleichungen gelten auch von der gemeinen Multi- 
plication und deren Umkehrungen und werden leicht erhalten, indem 
man einmal alle diejenigen aus a, b und c zusamniengesetzten Elementar- 
ausdrücke einander gleich setzt, welche dem Product a (bc) gleich sind, 


ferner diejenigen, welche den Werth = und endlich die, welche den 


Werth y haben. Die Gesammtheit dieser 150 Gleichungen — nebst 


ihren eventuellen Consequenzen auf anderweitigen Formelgebieten — 
habe ich den Algorithmus der ordinären Algebra genannt, und werde 
ihn kürzehalber auch hier mit O, bezeichnen. Aus ihm fliessen noch 
zwei analoge Algorithmen O, und O, gemüss den Vertauschungsprin- 
cipien, nach deren Abzug noch 594 lediglich der extraordinären Algebra 
angehörige Gleichungen übrig bleiben. 

Unter anderm stellte ich mir nun die Aufgabe, aus jedem System 
von Gleichungen in dem Gebiete der bis jetzt erwähnten 999 erschöpfend 
alle Consequenzen zu ziehen, welche demselben Gebiete angehören. 
Ein System solcher Gleichungen möge ein vollständiges heissen, wenn 
von den übrigen keine mehr aus ihnen gefolgert werden kann. Von 
mehreren in dem angegebenen Sinne completen Algorithmen aber sollen 
immer diejenigen (es sind ihrer in jedem Falle höchstens sechse) zu 
einerlei Art gerechnet werden, welche nach den Vertauschungsprincipien 
aus einander abgeschrieben werden können. 

Indem ich in®der That die sämmtlichen 2%° Combinationen der ge- 
nannten Gleichungen zu irgendwievielen theoretisch nach ihren Conse- 
quenzen erledigte (was freilich nur zufolge des glücklichen Umstandes 
möglich wurde, dass die Zahl der zu untersuchenden sich unterweges 
fortwährend reduciren liess), stellte sich leicht heraus, dass die Anzahl 
der innerhalb unsres Gebietes überhaupt möglichen verschiedenen Arten 
von Algorithmen oder „Gruppen“ von Gleichungen fünfzig nicht über- 
steigen kann. 

Eine Hauptschwierigkeit besteht nun aber darin, für die Vollständig- 
keit eines jeden von diesen Algorithmen auch strenge den Beweis zu 
leisten, was bis jetzt mir erst für 20 und einige Arten derselben ge- 
lungen ist; [für die übrigen denke ich wenigstens mit Sicherheit zu 
zeigen, dass für sie die in Anwendung gebrachte Classe von Mitteln 
überhaupt nicht zum Ziele führen kann]. 
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Um derzeit einen solchen Nachweis überhaupt liefern zu können, 
muss man sucheu, solche „Lösungen“ des Algorithmus zu entdecken, 
welche die demselben fremden Gleichungen nicht erfüllen. 


Hierzu nun empfiehlt sich vor allem die Form: 


Sab t aa + pb +y 
b ONST ae HAE ne 
einer bilinear gebrochenen Function von a und b — als der einzigen 
algebraischen Function dieser Grössen, die mitsammt ihren Umkehrungen 
im Allgemeinen eindeutig ist. 

Ich habe in der erwähnten Absicht für jeden der Algorithmen 
seine eventuelle in der Form (43) angebbare Lösung — vorbehaltlich 
einiger Controluntersuchungen — wirklich bestimmt und so nicht über- 
missig zahlreiche Ausdrücke von interessantem Bau erhalten, von denen 
ich nun im Nachfolgenden ein paar zur Sprache bringen will. 


g 9. 


Es ist in der That nicht schwierig, wenn auch bisweilen umständ- 
lich, die 8 Coefficienten der Function (43) in allgemeinster Weise und 
unter Wahrung der Symmetrie so (als Functionen unabhängiger will- 
kürlicher Parameter) zu bestimmen, dass irgend welchen formalen 
Gesetzen durch sie Genüge geleistet werde. 

Löst man diese Aufgabe für irgend eine von den ausreichenden 
Prämissen des Algorithmus O,, z. B. für eine von den 60 einzelnen 
Elementargleichungen, wie (ab)c = b (ca), die ich als solche nachge- 
wiesen habe, oder auch für das System der beiden Gleichungen ab=bu 
und a (bc) = (ab)c, und andere mehr, so ergeben sich in jedem Falle 
Ausdrücke, die direct — durch blosse Substitutionen für die Cocfficienten 
(nicht aber für die Variabeln a, b) der Form (43) — auf (15) zurück- 
geführt werden könneu — wenn anders wir nur, ufı diesen Ausdruck 
mit (43) in Einklang zu bringen, dort a und b selbst für 4, und t, 
geschrieben denken. Hierin liegt nun’ aber der Beweis dafür, dass 
(15) auch die allgemeinste Lösung des Algorithmus O, im Gebiet der 
bilinear gebrochenen Functionen (43) sein muss. 

Ich werde nun von den so erhältlichen verschiedenen Formen von 
(15), deren Ideutität miteinander oft keineswegs auf den ersten Blick 
erkennbar ist und von denen manche ihre eigenthümlichen Vorzüge 
besitzen, die bemerkenswerthesten anführen. 

Die Form (15) ist homogen in Bezug auf die Parameter to, ti, ta, 
aus denen ihre Coefficienten zusammengesetzt sind, und ihre Variabeln 
a und b zusammen. Eine Form, die bezüglich der Elemente der Coef- 
ficienten für sich homogen ist, lässt sich wie folgt ableiten. 

Es ist schon l. e. von mir bemerkt worden, dass alle formalen Be- 
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ziehungen sich uugeändert forterhalten, wenn man die Operationsglieder 
a, b sowohl als deren Ergebnisse c = a (-) b vermittelst irgend einer 
sammt ihrer Umkehrung @-! eindeutigen Function g einheitlich abbildet 
— was im Wesentlichen darauf beruht, dass die Zeichen dieser beiden Func- 
tionen sich gegeneinander aufheben, dass nämlich 1-9 =g9-p!=1 
ist. — Ich zeigte auch, dass in dieser Bemerkung eine Methode liegt, 
un aus particularen Lösungen eines Algorithmus deren umfassendere 
abzuleiten. 
Speciell wissen wir nun, dass: 
(44) a()b=abunda(Hb=a-+tb 
richtige Lösungen aller der als Functionalgleichungen aufgefassten 
formalen Gesetze sind, welche die Eigenschaften der vier Species an 
allgemeinen Zahlen zum Ausdruck bringen, eines Calculs also, der aus 
den Eigenschaften O, für jede der beiden directen Operationen und 
aus den distributiven Beziehungen zwischen beiden zusammengesetzt ist. 
Nach dem genannten Erweiterungsprincipe müssen daher auch: 


(45) a(-)b= pri {p(a):p(b)} unda(+)b=p"!!p(a)+p(b)} 
Lösungen der Gleichungen jenes Calculs sein; und benutzen wir als 
Abbildungsprincip die Function: 


— bit 
te, also t = g`! (t) = mE ? 


so ergibt sich leicht — indem wir so den Weg des § 5. gewissermassen 
umgekehrt gehen — für die Multiplication : 


(46) a()b= (aob +a bt)ab — a, (bot b) (a+b) + aoa, (aotan. 


m ne nn 


babi (+ bi) ab — bobi (a+ a) (a+ b) + abs + ad 
uud für die dazu gehörige Addition: 


bo (a, bo— 2d) ab + ab, (a +b) — aoa, 
22) ý (+) e Doia + de è? (a+b) Fi to (a,b, =, u 


Setzt man in der That: 
ay = (b— t) te, 0a, = bo (ti — te); 
ob = ty — ti obi = f — ta, 


somit: s 

t, Gy + a ọ = aibo — obi 
btd’ babi (botdi) ’ 

so geht (46) in (15) und (47) in (17) über. Man kann auch ọ = 1 

nehmen, wenn man nur jenen Bruch durch (ty — t) (f — te) (te — to), 

diesen durch (4, — 4Y? (, — to) reducirt. 


In (46) sind — wie schon gesagt, im Gegensatz zu (15) — die 
Coefficienten von Zähler und Nenner homogene Functionen gleichen 
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Grades von den willkürlichen Constanten, und zwar sind diese Functionen 
hier von der dritten Dimension. 

Eine Hauptform der Lösung von O, ist ferner die folgende durch 
ihre Einfachheit bemerkenswerthe, worin die homogenen Coefficienten 
nur vom zweiten Grade sind und p, q, r, x, y die willkürlichen Con- 
stanten bedeuten: 

à (rætayab+pz(a+b)—py , 
vo) a()b = a+ ay @ + +ry tre 
Die hierzu inverse Function ist: 
O Se ner rss hr A 
à qzab - pra + (rx+qy)b + px ? 
und stellt, wie immer, als a(-)b aufgefasst die Lösung von O, und 
als b (-)a aufgefasst die Lösung von O, zugleich mit vor. 
In (15) geht (48) über, wenn man 


y lt T, n= — (lo +t0)4 ; P= th 
setzt. Umgekehrt ist {, = £, und sind /, und $ die beiden Wurzeln 
der quadratischen Gleichung: 
ge +rt+p—0. 


Soll die Multiplication zur Addition werden, so müssen diese beiden 
Wurzeln einander gleich sein, d. h. es muss die Discriminante: 


D = r? — 4pq 


verschwinden — eine Forderung, die durch die in formaler Hinsicht 


r 


symmetrische Annahme: p=-; “des NU {+ - Z auf allgemeine Weise 


identisch befriedigt wird. Es ist somit: 
(49) ESLT” (2x1x + yab + x'xla+b)— xy 


— ãtxab + ity (a+b) + riy + tx 
die allgemeine Formel der Addition (wobei nun À, = £, lo = — — 
bedentet). 

Complicirter jedoch gestaltet sich die Darstellung derjenigen Ad- 
dition, welche zur Multiplication (48) in distributiver Beziehung steht; 
ER £, x = r+ VD À erhalten: 

q 2q 
MERI ai VD)ab + (rt —2pq+rVDy(a+W+ptr+VD) , 
; — 2gtab +a (~r +V D) +r — epar VD 


diese wird nämlich für y = 


820: 


Eine der elegantesten Formen mit im nullten Grade homogenen 
Coefficienten ist: 
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| u, 8 95 Mi En ae, Ps. 
(50) a()b = “Pr Fe = Si Fa FEN Te, n b, 


au =. 8 qi Pi P , Ps 
ii... Qu Hrej Per mr 
Dr Ps LD + Pı ac; qi à f: p VE] 

Zu dieser ergeben sich noch zwei analoge Formen durch Ver- 
tauschung der Indices 1, 2, 3, welche indessen nur bei dem mittleren 
Term in Zähler und Nenner eine Aenderung bewirken wird. 

In obige der früheren Lösung (15) äquivalente Form (50) geht 


jene über, indem man den Bruch mit yYt,t,t. kürzt und setzt: 


LJ | 1, to Ps 


ns Er si HU + M? 


woraus auch de umgekehrt f, {, und £, zu berechnen. 


Ein Vorzug dieser Form besteht darin, dass — unter Zusammen- 
fassung aller dreie — der folgende conciseste Ausdruck möglich wird. 
Sind 

Pi Pa Ps 
Ju, 2 =w, Z=w 
d > RE | 3 


die drei Wurzeln einer cubischen Gleichung: 


(51) aw? + aw + aw + a; = 0, 


und stellt w selbst irgend eine von diesen Wurzeln vor, so ist: 


Agaye ++ 
as 


(52) a()b= -= 
| a ab+w a 
die allgemeine Lösung von O, (im Gebiet der mitsammt- ihren Umkehr- 
ungen eindeutigen algebraischen Functionen). 

Soll diese Multiplication in eine Addition übergehen, so müssen 
zwei Wurzeln der cubischen Gleichung einander gleich werden. 


Ich muss endlich noch auf eine letzte Form der Lösung von O, 
zusteuern, auf diejenige nämlich, in welcher die Analogie derselben 
mit den in ihrer elegantesten Fassung geschriebenen Lösungen von 
uoch anderen Algorithmen am deutlichsten sich ausprägt — wie man 
dies theilweise schon aus dem Schlussparagraphen dieses Aufsatzes 
erkennen wird. 


Zu dem Ende führe icn zunächst die Form an: 


T (a> s)ab— matb Fan 
GG t. A -——, 
q (s3—s,)ab — (s, —s,) (a +0) + À p (81 — 81) 
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welche ausser den [von den früheren in (48) unabhängig zu denkenden] 
Grössen p und q vier arbiträre Constante zu enthalten scheint, die jedoch 
auf nur dreie: S} — S}, S — S3, S} — Sı hinauskommen. Setzt man: 


82 + 8 & + 8 


585 
en, A 2 == u, $&— z «EB 


so ergibt sich die sonach nur scheinbar weniger allgemeine Form: 
T e- »)ab— (e—u)a—(e—p)b+ $ (e-#) 


63) a()b=4. 4 Es 
= (e+r)adb— (e+»)a — (e+v)b+ per 


welche ausser dem oben erwähnten auch noch den Vorzug besitzt, dass 
für sie die Lösungen von O, und O, mit der von O, auch äusserlich 
möglichst ähnlichen Bau zeigen — was z. B. ad (48) nicht so sehr der 
Fall ist; es stellt sich nämlich die Umkehrung derselben wiederum so dar: 


T (@+rab— (e+u)a — (e—n)b+ $ (e-#) 
A (e+7)ab— (ẹe+r)a — (e —7)b+ $ (e—w) 


In (15) geht (53) über durch die Festsetzung: 


u tito + lots rl Dis to 2t, — te jan to 


M N an Bi 
p hr E ti (ta + to) d to + to : 


und umgekehrt sind £, und #, die Wurzeln der Gleichung: 
(et)? — 2ọtt + (et? = 0. 
Die symbolische Multiplication (53) wird zur Addition, wenn 


v 
— = 
e 


ou — pv + uv = 0 also Duke 
ist. Darnach liesse der Ausdruck von a (+) sich leicht hinschreiben ; 
derselbe stellt sich jedoch — unbeschadet des ins Auge gefassten 
Zweckes — noch einfacher dar, wenn man zugleich: u=ix, v= — ià, 
p= xp, q= àg setzt, und zwar wird er dann nach Weglassung der 
Accente: 


T (2x+4)ab + x (a+b) — 4 1 | 


— Z nab + alat) + $ (x422) 


(54) attom 


—_ 


Es erübrigt noch, ein paar Specialisirungen der gefundenen For- 
meln hervorzuheben. 
Aus (48) folgt als Lösung von O, für r = 0: 


i ED ng 
(55) al)b —gzabtayatb)F pa ? 
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— eine Form, die, wenn man noch — p, — x für p, x setzte, lauter 
positive Coefficienten annehmen würde. 

Lässt mau in (48) ? = werden, setzt man etwa p=nr, 


q = ny und um die Homogeneität zu wahren r = m?, so kommt: 


(56) a ET RT TR. 


nzyab+ ny? (a+b) + nz! — m'y 

Trifft man nun die Bestimmung [die auf (48) selbst angewendet noch 
etwas allgemeinere Formen liefern würde], dass der letzte Coefficient 
im Nenner oder aber der erste im Zähler verschwinde, so ergeben sich, 


2 . 
indem u für und v für — Ar geschrieben wird, für unser symbo- 


lisches Product die interessanten Formen: y 


(1+u) ab -+ u? (a+b) + u 
(59) EONS mL 


a+b+o 
on ul Sei Een erg 
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Zum Theil als Gegenstück zu der von O, mögen hier noch die 
Lösungen der Algorithmen C abgehandelt werden. C, zieht 72, C, 
(desgl. C, und C,) zieht 30 und C,,,; zieht 324 von den 990 vorerwähnten 
Elementargleichungen nach sich, welche auf drei allgemeine Zahlen 
Bezug haben, und zusammen mit den respectiven Gleichungen (42) den 
Hauptinhalt jener fünf Algorithmen C ausmachen. 

Die Lösung von C,, für welche nur f = a und f, = a, in (43) 
angenommen zu werden braucht, kann sogleich als bekannt voraus- 
gesetzt werden, desgl. die von C, oder C}, welche hieraus leicht abge- 
schrieben werden könnten. 

Die allgemeine, in der Form (43) enthaltene Lösung des Algorithmus 
Coiz3 ist der übereinstimmende Bestandtheil, das gemeinsame Gebiet, 
der drei letzterwähnten Lösungen und kann wie folgt dargestellt werden: 

dab — e (a+b 
p aN 

Die einfachste geometrische Deutung, deren dieser Ausdruck fähig 
ist, ist diese. 

Wenn a, b und c = a () b — analog den ta, tẹ und tas des § 1. 
— als Punkte einer unicursalen cubischen Curve aufgefasst werden, so 
liegen die drei genannten Punkte in gerader Linie; das symbolische 
Product c entspricht also dem Schnittpunkte der Curve mit der durch 
die Factorenpunkte gelegten Geraden. 
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Sind nämlich: 
z = a (t) = a tut + at, 
(60) : ! | 
desgleichen y in ß und ziny, 
die Gleichungen der gedachten Curve, so lässt die Bedinguug dafür, 
dass die Punkte t = a, t = b und t= c in gerader Linie liegen: 


« (a), B(a), 7 (a) 
(61) « (b), B(b), 7(b)|—0 
a(c), B(c), v(e) 


sich auf die Form bringen: 


1, a, Bs, 73 | G=a+b+c, 
>| ne REG, in der nk ic hop, 
GC, &, Bi, ni C, = abe 


| — Css 6 Pos Vo | 
bedeutet — wie man am directesten erkennt, indem man die letzte 
Determinante, analog dem Verfahren des $ 2., mit 
l, a3, T, ©] 
oi € | 
0,0, We Kae S (a— b) 
ONE 1 


colonnenweise ausmultiplieirt und bemerkt, dass das Product durch 
Ordnungserniedrigung auf (61) zurückkommt — wie dies übrigens 
schon anderweitig bekannt ist*). 

Stellen D,, D,, D,, D, bezüglich die Unterdeterminanten von 
(62) nach den Elementen der ersten Colonne vor, so lautet diese Glei- 
chung: 


(63) 


l 


0 = D, + C, D, + CD, + C3 Do» 
und hieraus berechnet sich denn: 
(64) Fes D,ab + D,(a+b) + D, 


Daab + D,(a+b) + D, ’ 
ein Ergebniss, aus dessen Vergleichung mit (59) ersichtlich wird, dass 
die Coefficienten y, 6, €, y von jener Form die Bedeutung gewisser 
aus den Coefficienten von (60) gebildeter Determinanten dritter Ord- 
nung haben. 

Eine ähnliche Interpretation lässt, wie a priori zu sehen, der Be- 
ziehung (59) sich auch dann geben, wenn die cubische Curve keinen 


+) Vergleiche: Rosenow, die Curven dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkte, Breslau 1873, und Igel, diese Annalen, Bd. VI, p. 633 sqq. 
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Doppelpunkt besitzt, also die Coordinaten ihrer Punkte nicht rational, 
sondern mittelst elliptischer Functionen durch einen Parameter { aus- 
gedrückt werden können*). 

Die angeführten geometrischen Interpretationen der den Gesetzen 
Coia entsprechenden Operation sind zwar die einfachst denkbaren, je- 
doch selbstverständlich nicht die einzig möglichen. Man kann z. B. 
— um noch einer andern Interpretation zu erwähnen — den Ausdruck 

= a (-)b der Gleichung (59) entsprechend auch an Würfen auf einem 
Kegelschnitt nach den von v. Staudt’schen Regeln construiren. Für 
die weiter unten hervorgehobenen Specialfälle (68) und (69), welche ge- 
wissermassen — so, wie (21) und (22) für O, — die kanonischen Formen 
der Lösung (59) vorstellen, fällt diese Construction (besonders die von 
c = — a — b) in der That noch leidlich einfach und übersichtlich aus. 


8 12. 


Ich erlaube mir noch, auf eine auffallende Analogie zwischen den 
Lösungen der Algorithmen O, uud C,,,, aufmerksam zu machen. 
Diese Analogie zeigt sich einestheils darin, dass die Form: 


-$ 1ab + x (a+b) + Fata) 
P («+21)ab + 2 (d+) — FE 


(65) a()5=<: 


welche sich von (54) nur dadurch unterscheidet, dass die einen Factoren 
gewisser (der dortigen Eck-) Coefficienten liren Platz gewechselt zu 
haben scheinen, sich als eine particulare Lösung von Cys erweist. 
Und zwar repräsentirt der Ausdruck (65) vollständig die Lösung (59) 
für den Fall: 

(66) BI O iE — EN, 

der somit gewissermassen der von v. Staudt’schen Addition hier ent- 
spricht. Ich werde diesen Fall später auch noch anderweitig als das 
Gegenstück von (54) zu citiren haben. 


Auf der andern Seite lässt sich auch die allgemeine Lösung (59) 
von Css in der Form schreiben: 


T (e—e)ab— (ẹ—p) (a+b) + 4 5 (e—») 
(67) al) 1 : PR sR 
getad letati + À - (e+ 2») 


welche zu der Br Lösung (53) von O,, i i. zu dem Ausdruck 


*) Vergl. die Abhandlung von A, Harnack, diese Annalen Bd. IX, p. 1 sqq., 
und die daselbst citirten Arbeiten von Aronhold und Clebsch. 
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der von v. Staudt’schen Multiplication in einer ähnlichen Beziehung 
steht, wie (65) zu (54). 

Eine auf diese Umstände gegründete Vermuthung, dass sich nun 
auch zwischen den obigeu zwei Lösungen (65) und (67) von Coig; ein 
distributiver Zusammenhang werde herstellen lassen (dadurch, dass 
man die Coefficienten der einen Form in passender Art abhängig 
machte von denen der andern), stellt sich jedoch als unzutreffend heraus. 

Der direct nur äusserst mühsam durchführbare Nachweis hiefür 
ist leicht auf folgendem wohl an sich nicht uninteressanten Wege zu 
liefern. 

Durch eine passend gewählte lineare Substitution nach Art der 
sub (45) angegebenen kann die zwischen a, b und a(-)b = c ange- 
nommene specielle Beziehung (65) stets auf die ihren einfachsten 
Specialfall bildende Form: 

(68) a+b+c=0 
gebracht werden. 

Die allgemeinere Beziehung (67) oder (59) dagegen lässt so sich 
nur in: 

(69) a+tb+c=k 
transformiren, in welcher.Gleichung die Constante k einen von O ver- 
schiedenen Werth besitzt. 

Da nun nach der im $ 9. vorangeschickten Bemerkung unsre 
formalen Beziehungen durch eindeutige Abbildung nicht alterirt werden, 
so müsste ein distributiver Zusammenhang zwischen den Operationen 
(65) und (67) auch einen solchen zwischen den Lösungen von (68) 
und (69) bedingen, und umgekehrt. 

Wenn wir aber die rechte Seite O von (68) — noch etwas verall- 
gemeinernd — durch eine beliebige Zahl ! ersetzen und symbolisch für 
den Augenblick die Lösung dieser Gleichung: 


l—a— b mit a(+)b, 
sowie die Lösung von (69): 
k — a — b mit a (>x<)b 


bezeichnen, so führt die Annahme eines distributiven Zusammenhanges 
zwischen diesen beiden Operationen (+) und (><): 


a (><) {b (Her = {a (x<)b} (+) {a (><) c} 
zu der Gleichung: 


k — a — (l—b — c) = l — (k—a —b) — (k—a—c) 
3k == 2l + 3a, 


oder: 
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welche durch keine Art der Verfügungsweise über die Constanten 
k und l allgemein, d. i. für alle möglichen a, b und c erfüllt werden 
kann. 

Demnach ist überhaupt auch zwischen irgend zwei Lösungen von 
Cai kein distributiver Zusammenhang möglich. 

Gleichwohl erstreckt die in der Form zu Tage getretene Analogie 
zwischen den Lösungen von O, und von Ciz Sich auf die sämmtlichen 
Particularlüsungen der beiden, und ist z. B. 

ee ee Hy 
un) ER gzab + qy(a+b) — pz 
auch die zu (55) entsprechende Lösung von Css. 


Ausser der in (59) mitgegebeneu commutativen Lösung von Cy 
gibt es noch zwei nicht commutative Lösungen dieses Algorithmus, 
nämlich: 

ni 


(71)+ a (-) b = dab+ ee’ en ete Ts 


= , 


de En | b+e 


und (71)- desgleichen, — à für i gesetzt, für welche indessen eine an- 
schauliche geometrische Interpretation noch nicht aufgesucht worden ist. 

Ich schliesse mit der Bemerkung, dass ungeachtet der erwähnten 
Verwandtschaften die angegeben Lösungen von Cə (71), Coig (59), 
O,, O, und O, (15 sqq.) unter sich völlig disparat sind; sie haben 
kein gemeinsames Lösungsgebiet, oder die disponiblen Constanten in 
ihnen köunen nicht so bestimmt werden, dass irgend zwei derselben 
einander gleich werden. 


Darmstadt, December 1875. 
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Moduln vielfacher Bedingungen bei Flächen zweiter Ordnung. 


Von H. Scauserr in Hamburg. 


Bekanntlich gilt bei der quadratischen Fläche F, der Satz, dass 
die Zahl derjenigen Flächen eines beliebigen einstufigen*) Systems, 
welche eine beliebige einfache Bedingung B, befriedigen, immer gleich 
N | au +frv+yo 
ist, wo die Zahl 

u angiebt, wieviel Flächen des Systems durch einen gegebenen 
Punkt gehen, : 

v angiebt, wieviel eine gegebene Gerade berühren, 

ọ angiebt, wieviel eine gegebene Ebene berühren, 

a, B, y aber Zahlen sind, welche nur von der Natur der Be- 
dinguug B, abhängen. 

Dieser Satz lässt sich nun, wie beim Kegelschnitt, so auch bei 
der quadratischen Fläche, von einstufigeu Systemen und einfachen Be- 
dingungen, auf mehrstufige Systeme und mehrfache Bedingungen er- 
weitern. Um den erweiterten Satz bequem aussprechen zu können, 
schicke ich die folgenden Definitionen voraus. 

„Für ein a-stufiges System von quadratischen Flächen bezeichne 
immer das Symbol 

uwo I 
die Zahl derjenigen Flächen des Systems, welche durch b gegebene 
Punkte gehen, c gegebene Gerade und a —b — c gegebene Ebenen be- 


rühren. Dann sind 
4(a+1)-(a+2) 


solcher Symbole möglich, und diese sollen die a-fachen Charakteristiken 
der F, heissen. Ferner soll ein elementarer Modul einer der F, auf- 


*) Die allgemeinen Grundzüge der in dieser Abhandlung benutzten Termi- 
nologie und Symbolik habe ich im I. Abschnitt meiner „Beiträge zur abzählenden 
Geometrie" (Math. Ann. Bd. X, p. 1) auseinandergesetzt. Für diese oft citirte 
Abhandlung werde ich die Abkürzung „Beitr.“ gebrauchen, 


. 
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erlegten a-fachen Bedingung Ba eine solche ganze lineare Function 
der a-fachen Charakteristiken bedeuten, welche in jedem beliebigen 
a-stufigen Systeme die Zahl der die Bedingung Ba befriedigenden 
Flächen auszudrücken vermag, oder, was dasselbe ist, welche angiebt, 
wieviel Flächen die Bedingung B, und ausserdem eine ganz beliebig 
gewählte (9—a)-fache Bedingung Z erfüllen, sobald man für jedes 
in dem Modul vorhandene Symbol 
oi e 

die Anzahl der Klächen einsetzt, welche durch b gegebene Punkte 
gehen, c Gerade berühren, a—b — c Ebenen berühren, und ausserdem 
jene Bedingung Z erfüllen.“ 

Mit Hülfe dieser Definitionen kann man den oben erwähnten er- 
weiterten Satz so aussprechen: 

„Jede einer F, auferlegte a-fache Bedingung besitzt mindestens 
Einen elementaren Modul.“ *) 

Ist im speciellen Falle die a-fache Bedingung aus a einfachen, 
sogenannten trennbaren, Bediugungen zusammengesetzt, so erhält man 
ihren elementaren Modul aus den Moduln dieser einfachen Bedingungen 
durch das Verfahren, welches ich in meinen Beitr. ($ 3.) „symbolische 
Multiplication“ genannt habe. Ist dagegen die a-fache Bedingung 
nicht in Bedingungen erster Dimension zerlegbar, so ist auch die Her- 
stellung ihrer elementaren Modulu schwieriger, und bisher wohl nur 
in wenigen Fällen gelungen. 

Im Folgenden sind nun die elementaren Moduln einer gewissen 
Gruppe solcher unzerlegbarer Bedingungen abgeleitet. Wir definiren 
die dieser Gruppe angehörigeu Bedingungen schon hier in der Ein- 
leitung. 

Die beiden Schaaren der oo! ganz in einer F, liegenden Geraden 
haben bekanntlich die Eigenschaft, dass jede Gerade der einen Schaar 
jede Gerade der andern Schaar, aber keine derselben Schaar schneidet. 
Ordnet man also jeder Geraden der einen Schaar jede Gerade der an- 
dern Schaar zu, so erhält man auf jeder quadratischen Fläche ein 
zweistufiges System von Gebilden, deren jedes aus zwei sich schnei- 
denden Geraden, deren Schnittpunkt und deren Schnittebene besteht. 
Ein solches Gebilde soll Geradenpaar und einer F, angehörig heissen, 
wenn seine beiden Geraden ganz in der F, ‚liegen. Da jede F, 
0° Geradenpaare besitzt, so enthält ein a-stufiges System von 


+) Dieser Satz ist wohl zuerst von Halphen bemerkt (Bull. de la Soc. math, 
de France, Bd. II und Comptes rendus, Bd. 76, p. 1074— 1077). Sein Analogon 
bei Kegelschuitten ist ausser von Halphen auch von Cremona (C. R.Bd. 59, 
p. 776), Clebsch (Math. Annalen Bd. VI, p. 1) und namentlich von Linde- 
mann (Vorles. üb. Geom v. Clebsch, p. 403 u. f.) behandelt. 
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quadratischen Flächen ein (a+-2)-stufiges System von Geradenpaaren. 
Folglich ist die Bedingung, welche eine F, dadurch erfüllt, dass eius 
ihrer Geradenpaare eine (a +2)-fache Bedingung erfüllt, für diese F, 
a-fach. Wenn man also das Geradenpaar, welches die Constanteı- 
zahl 7 hat, allen möglichen drei- bis siebenfachen Grundbedingungen *) 
unterwirft, so erwachsen dadurch in der angegebenen Weise der F, 
gewisse ein- bis fünffache Bedingungen, welche wir die Paarbedingungen 
der F, nennen wollen. Demgemäss kann das in dieser Abhandlung 
gelöste Problem so ausgesprochen werden: 

„Die elementaren Moduln aller Paarbedingungen der quadratischen 
Fläche abzuleiten.“ 

Ich lasse hier einen solchen Modul folgen, und füge hinzu, was 
er bedeutet, um so das Verständniss meiner Symbole zu erleichtern. 

Die Bedingung, dass von einem Geradenpaar eine der beiden Ge- 
raden, der Schnittpunkt und die Schnittebene gegeben sei, ist für das 
Geradenpaar sechsfach, und ergiebt für die F, die vierfache Paar- 
bedingung y, eine Gerade so zu euthalten, dass einem auf ihr gegebe- 
nen Punkte eine gegebene durch sie gehende Tangentialebene ange- 
hört. Einer der elementaren Moduln dieser Paarbedingung ist: 


ne eo ten tere re Are" — Tun. 
Dies hat nun folgenden Sinn. Mau erhält die Anzahl der quadra- 
tischen Flächen, welche die Bedingung y und ausserdem eine ganz 


beliebige einzelne oder zusammengesetzte fünffache Bedingung B, er- 
füllen,- wenn man für jedes der hier vorkommenden 8 Symbole 


ut pos 


die Zahl der Flächen einsetzt, welche B, erfüllen, und ausserdem durch 
b Punkte gehen, c Gerade und 4—b— c Ebenen berühren. Ist z. B. 
B, die Bedingung, 5 Gerade zu berühren, so hat man zu substituiren : 
für v' die Zahl der 9 Gerade berührenden Flächen, . | 
für v’u die Zahl der 8 Gerade berührenden und durch 1 ge- 
gebenen Punkt gehenden Flächen, ete. etc., 
endlich für vg? die Zahl der 6 Gerade und 3 Ebenen berührenden 
Flächen, 
Man erhält so 
| 12 
als die Anzahl der quadratischen Flächen, welche 5 gegebene Gerade 
berühren, und cine gegebene Gerade so enthalten, dass eine gegebene 


*) Die 14 Grundbedingungen sind in $ 5. und $ 6. meiner Beitr. aus den 
14 Grundgebilden abgeleitet. Die sämmtlichen Grundbedingungen, welche dem 
Geradenpaar auferlegt werden können, sind hier in $ 2, angegeben. 
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durch sie gehende Ebene in einem gegebenen auf ihr liegenden Punkte 
berührt wird. 


Die eben benutzten Zahlen, welche angeben, wieviel F, durch 
b Punkte gehen, c Gerade und 9 — b — c Ebenen berühren, sind die 
Elementarzahlen der quadratischen Flächen. Dieselben sind wohl zuerst 
von Chasles (C. R. 1865) erwähnt, dann von Zeuthen (Oversigt over 
d. K. V. Selsk. Forh. 1866) und später auch vom Verfasser (Borch. J. 
Bd. 71, p. 366) bewiesen. 

Bei der Ableitung der elementaren Moduln der Paarbedingungen 
der F, sind namentlich angewendet: 

1) die in § 8. und § 9. meiner Beitr. bewiesenen allgemeinen 
Relationen, welche erstens zwischen den Grundbedingungen 
eines einzigen Hauptelementes (Punkt, Ebene, Strahl), und 
zweitens zwischen den Grundbedingungen je zweier Haupt- 
elemente bestehen müssen, welche die specielle Lage zu ein- 
ander haben, dass das eine in dem andern liegt; 

2) die im Ill. Abschnitt meiner Beitr. gegebene allgemeinere Auf- 
fassung des Correspondenzprincips, oder specieller, die aus 
Formel (56) in § 20. meiner Beitr. durch symbolische Mul- 
tiplication hervorgehenden Formeln ; 

3) zur Bestätigung der gewonnenen Moduln das in § 7. der Beitr. 
erörterte fruchtbare Princip der speciellen Lage. 

Jedoch sind die eben angeführten Hülfsmittel vor ihrer Anwendung 
in dieser Abhandlung immer noch einmal erläutert resp. bewiesen, so 
dass die vorliegende Abhandlung ein genaueres Studium der Beitr. nicht ` 
vorauszusetzen braucht. 


Im Laufe der Untersuchung werden mehrere Male zwei Relationen 
zum Vorschein kommen, durch welche die 15 vierfachen Charakteristi- 
ken der F, von einander abhängen. Im Anschluss an diese Resultate 
werden alle Relationen besprochen, welche zwischen den Charakteristi- 
ken der F, bestehen. Dabei wird auch gezeigt, dass bei der quadra- 
tischen Fläche nie mehr als 

3 einfache, 3 achtfache, 

6 zweifache, 6 siebenfache, 

10 dreifache, 10 sechsfache, 

13 vierfache, 13 fünffache 
Bedingungen von einander unabhängig sind, wenn hier jedesmal unter 
den n» a-fachen Bedingungen die Zahlen verstanden werden, welche 
angeben, wieviel Flächen eines beliebigen a-stufigen Systems diese 
n Bedingungen erfüllen. 


Die bei dieser Gelegenheit gleichfalls abgeleiteten analogen Resul- 
tate für Kegelschnitte im Raume sind Verallgemeinerungen von gewissen 


Mathematische Annaleu, X, 21 
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Resultaten, welche in Clebsch-Lindemann’s Werke (p. 403 u. f.) 
enthalten sind, z. B. von der Formel (11) auf p. 406 dieses Werkes. 


§ 1. 
Die Bedingungssymbolik. 


Wie schon in der Einleitung erwähnt ist, findet mau die auch in 
der vorliegenden Abhandlung angewandte Bedingungssymbolik im 
I. Abschnitt meiner „Beiträge zur abzählenden Geometrie“ (Math. Ann. 
Bd. X, p. 8 bis 23) auseinandergesetzt, und im IT. und II]. Abschnitte 
für gewisse fundamentale Probleme der abzählenden Geometrie ver- 
werthet. Diejenigen Grundregeln dieser Symbolik, welche für das Ver- 
stäudniss des Folgenden am wichtigsten sind, werden hier noch einmal 
kurz zusammengestellt. 

1) Jede definirte einzelne, d. h. nicht zusammengesetzte Bedingung 
erhält als Symbol einen Buchstaben mit oder ohne Index. 

2) Die Gesammtheit zweier von einander abhängiger Bedingungen 
wird stets als nur Eine einzelne Bedingung aufgefasst. 

3) Das Product mehrerer Bedingungssymbole bedeutet diejenige zu- 
sammengesetzte Bedingung, welche verlangt, dass die von diesen Sym- 
bolen dargestellten Bedingungen zugleich erfüllt werden sollen. 

4) Die n" Potenz eines Bedingungssymbols bedeutet demgemäss, 
dass die von diesem Symbol bezeichnete Bedinguug nmal erfüllt wer- 
den soll. Dabei ist die gegenseitige Lage der n Gebilde, welche’ diese 
nmal zu erfüllende Bedingung etwa verursachen sollten, ganz allge- 
mein zu denken. 

5) Giebt die Definition eines Gebildes demselben die Constanten- 
zahl ce — z. B.c=9 bei der quadratischen Fläche —, so bildet die 
(iesammtheit aller derjenigen Gebilde dieser Definition, welche eine 
gewisse a-fuche einzelne oder zusammengesetzte Bedingung erfüllen, 
ein System (c— a)!" Stufe, d. h. von 00°=@ Elementen. 

6) Jeder a-fachen Bedingung ist hinsichtlich eines hinzuzudenken- 
den Systems a!“ Stufe eine gewisse Anzahl angehörig, nämlich die Zahl 
derjenigen Gebilde des Systems, welche diese Bedingung erfüllen. Das 
Symbol einer Bedingung bedeutet zugleich auch die zugehörige Anzahl. 

7) Wenn hinsichtlich jedes a-stufigen Systems eine Gleichung zwi- 
schen den Anzahlen besteht, welche gewissen Bedingungen angehören, 
so nennen wir, der Kürze wegen, diese Bedingungen selbst durch die Glei- 
chung von einander abhängig, ferner die Gleichung eine allgemeingültige *) 
Formel, und die Function, welche eine Bedingung von andern Be- 


*) In der vorliegenden Abhandlung treten nur allgemeingültige Formelu auf, 
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dingungen abhängig darstellt, einen allgemeingültigen*) Modul dieser 
Bedingung. 

8) Aus einer für ein Gebilde mit der Constantenzahl c aufgestell- 
ten, allgemeingültigen Formel a'e" Dimension, d. h. zwischen a-fachen 
Bedingungssymbolen, erhält man also immer ire Identität, wenn jedes 
dieser Symbole gleich der Zahl der Gebilde gesetzt wird, welche die 
von dem Symbol dargestellte a-fache Bedingung und ausserdem eine 
beliebig gewählte einzelne oder ARTEN (e— a)-fache Be- 
dingung erfüllen. 

9) Hieraus folgt, dass die Allgemeingültigkeit einer allgemein- 
gültigen Formel nicht beeinträchtigt wird, wenn jedem der durch sie 
verbundenen a- fachen Bedinglingasftälnle ein und dasselbe, sonst ganz 
beliebige Bedingungssymbol — als symbolischer Factor — hinzugesetzt 
wird, oder, wie wir sagen (Beitr. $ 3.), wenn die Formel mit irgend 
einer Bedingung symbolisch multiplieirt wird. Das entgegengesetzte 
Verfahren — symbolische Division —, oder das Weglassen eines und 
desselben symbolischen Factors aus allen Symbolen einer Formel, ist, 
wie man leicht einsieht, im Allgemeinen nicht gestattet. 


82. 
Tabelle der Grundbedingungen des Geradenpaars. 


. Die Bedingungen, deren elementare Moduln bei der F, im Fol- 
genden abgeleitet werden sollen, ergeben sich, wie in der Einleitung 
erläutert ist, in gewisser Weise aus den sämmtlichen Grundbedingungen 
des Geradenpaars**). Wir beschäftigen uns daher zunächst mit den 
Grundbedingungen des Geradenpaars ganz ohne Rücksicht auf die spe- 
ciellen Geradenpaar-Systeme, welche durch Systeme von quadratischen 
Flächen erzeugt werden. 

Wenn man den einen Strahl des Geradenpaars g, den andern A, 
den Schnittpunkt p, die Schnittebeue e nennt, so hat man, gemäss 
der am Schluss von $ 5. der Beitr. gegebenen Bezeichuungsregel, die 
16 einzelnen Grundbedingungen des Geradenpaars so zu bezeichnen, 
wie hier folgt: 

1) g = Strahl g soll eine Gerade schneiden, 

2) Jp Strahl g soll durch einen Punkt gehen, 

3) 9. = Strahl y soll in einer Ebene liegen, 

4) g, = Strahl g soll einem Strahlbüschel angehören, 


*) In der vorliegenden Abhandlung treten nur allgemeingültige Moduln auf. 

**; Dieses Gebilde ist in den Beitr. ($ 18. und $ 20.) unter dem Nanfen 
rise: als Ausartung des durch zwei im Allgemeinen sich nicht schneidende 
Strahlen erzeugten, allgemeineren Strahlenpaares behandelt. 


21° 
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5) G = Stralil g soll gegeben sein, 
6), 7), 8), 9), 10) die aus diesen 5 Bezeichnungen durch Ein- 
setzung von À für y hervorgehenden Bezeichnungen, 
11) p = Punkt p soll in einer Ebene liegen, 
12) p = Punkt p soll in einer Geraden liegen, 
« 13) P = Punkt p soll gegeben sein, 
14) e = Ebene e soll durch einen Punkt gehen, 
15) e, = Ebene e soll durch eine Gerade gehen, 
16) E = Ebene e soll gegeben sein. 

Setzt man diese 16 Symbole der 16 einzelnen Grundbedingungen 
auf alle mögliche Weise zusammen, so erhält man die Symbole aller 
wöglichen zusammengesetzten Grundbedingungen. 

2. B. 

egph = der Strahl g des Geradenpaars soll durch einen Punkt gehen, 
während der Strahl h eine Gerade schneiden, und die Ebene e 
einem Ebenenbündel angehören soll. 

Da im Geradenpaare die beiden Strahlen g und A vollkommen 
gleichberechtigt sind, so folgt durch Vertauschung von g und Ak aus 
jedem für einen der beiden Strahlen gewonnenen Resultate ein Resultat 
auch für den andern Strahl. Desshalb ist von zwei Resultaten, welche 
durch Vertauschung von g und h in einander übergehen, meist nur das 
eine angegeben. 

Im Anschluss an die in den Beitr. angewandte Terminologie be- 
zeichnen wir das Grundgebilde — Punkt, Ebene, Strahl, Bündel, Feld, 
Axe, Strahlbüschel —, durch welches eine Grundbedingung verursacht 
wird, als dieser Grundbedingung angehörig. 

fs B. 

„Der Punkt von g,“ bedeutet den Punkt, durch welchen, der Be- 
dingung gp zufolge, der Strahl g gehen soll. 

„Die Axe von e“ bedeutet die Gerade, durch welche, der Bedingung 
e’ zufolge, die Ebene e gehen muss. 


£ 3. 
Die Formeln zwischen den auf ein einziges Hauptelement bezüglichen 
Grundbedingungen des Geradenpaars. 


Für die 4 Hauptelemente g, h, p, e des Geradenpaars gelten zu- 
nächst die allgemeinen Formelu des § 8. in den Beitr. Da nämlich 
das Geradenpaar nur Einen Punkt p enthält, so ist die Bedingung p”, 
dass der Punkt p auf zwei Ebenen liegen soll, identisch mit der Be- 
dingung py, dass er auf einer Geraden liegen soll. 

Daher ist 

pea 
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und ebenso folgt: 
p = P, dmg, @=E. 


Wir werden desshalb immer p? statt p,, p’ statt P, ce? statt c, 
e statt E schreiben. 


Ertheilt man ferner den beiden Axen der Bedingung g? die be- 
sondere Lage zweier sich schneidender Geraden, so wird die Bedingung 
g? nur in zwei Fällen erfüllt, erstens, wenn der Strahl y durch den 
Schnittpunkt geht, zweitens, weni er in der Schnittebene liegt. Man 
erhält daher nach dem Princip der speciellen Lage (Beitr. § 7.): 


g’ = gp F Ye- 
Die Formeln höherer Dimension zwischen den Grundbedingungen 
des Strahls g ergeben sich dann, wie folgt: 


= Ip = JJe = J: = $ JŽ, 
IpIp = Ie Ye = Jp T? = JF = 99 = G = 4 y, 
IpJe = 0. 


Durch Einsetzung von A für g erhält man die analogen Formeln 
zwischen den Grundbedingungen des Strahls A. 

Jede Formel darf mit jeder Geradenpaar- Bedingung symbolisch 
multiplicirt werden, da das bei jeder Formel vorauszusetzende System 
gar keiner Beschränkung unterlag. 


Z. B. 
aus g? = 2g, und W = 2h, folgt die Formel: 


JR = $ gsh; 
aus J? = gp + Je und h? = hp + he folgt die Formel: 
PR = gpħp + gpho + Gehp + Jehe. 


§ 4. 
Die sonstigen Formeln zwischen den Grundbedingungen des Geradenpaars. 


Zwischen den Grundbedingungen je zweier der 4 Hauptelemente 
9, h, p, e, welche das Geradenpaar constituiren, müssen ferner alle 
die in § 9. meiner Beitr. bewiesenen Relationen bestehen, da je zwei 
der 4 Hauptelemente diejenige specielle Lage zu einander haben, welche 
für die Gültigkeit jener Relationen allein erforderlich war. Punkt p 
liegt nämlich auf Strahl g und auf Strahl k, Ebene e geht durch 
Strahl g und durch Strahl A; also liegt auch pauf e, und g schneidet A. 
Diese Relationen kann man sämmtlich durch das Verfahren der sym- 
bolischen Multiplication und durch Benutzung der Formeln des $ 3. 
aus nur zwei Formeln herstellen. Diese zwei Formelu sind einander 
reciprok, und heissen: 
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pPI =g +p, 
g=pte. 

Die erste erhält man aus dem Princip der speciellen Lage dadurch, 
dass man bei der zusammengesetzten Bedingung pg die Axe der Be- 
dingung g in das Feld der Bedingung p legt, und beachtet, dass dann 
die Bedingung pg nur erfüllbar wird | 

erstens, wenn der Strahl g in jenem Felde liegt, also die Be- 
dingung g. befriedigt wird, 

zweitens, wenn der Punkt p auf jener Axe liegt, also die Be- 
dingung p? erfüllt wird. 

Aus der eben bewiesenen und der ihr reciproken Formel können 
nun bei Benutzung der Formeln des § 3. alle Grundbedingungs-Formeln 
höherer Dimension auf rein arithmetischem Wege gewonnen werden, 
nämlich durch symbolische Multiplication mit Grundbedingungen und 
durch geeignete Eliminationen. Von diesen Formeln Merere Dimen- 
sion lassen wir hier einige folgen (Beitr. p. 27): 


PI = Gi + D", 
Ce = 9 + ©, 
peg =g + pe? + p", 
peg =g + p'e+ ec, 
pP — pe + pe —- “—=0, 
PI: = P 9p = Peg — Pe =G 4 pyg, 
eg, = È ge = Cpg — Pe =G + cg; 


pegh = (gp +e) (het p’) 
Ki Iphe +r9+ eh, + pe, 
pegh = (ge +p°) (hp +e) 
= Jeħp + ph + eg, + Pe. 


8 5. 


Alle Grundbedingungen des Geradenpaars, ausgedrückt durch gewisse 
unter ihnen. 


Vermöge der in § 3. und § 4. besprochenen Formeln kann man 
durch gewisse Grundbedingungen des Geradenpaares alle übrigen leicht 
ausdrücken. Wir zählen daher zunächst eine Reihe von Grundbe- 
dingungen auf, die wir die érreducibeln nennen, um daun durch sie 
alle übrigen, reducibel genannten Grundbedingungen auszudrücken. Die 
römischen Nummern vor den in der folgenden Tabelle zusammenge- 
stellten irreducibeln Grundbedingungen geben die Dimensionen der- 
selben an. Die aus den angeführten Grundbedingungen durch Ver- 


und: 


Moduln bei Flächen zweiter Ordnung. 327 


tauschung von g und Ah hervorgehenden neuen Grundbedingungen sind 
fortgelassen. 


Tabelle der irreducibeln Grundbedingungen. 


1). 9, P, e 
I) gp, Jes 9h, p°, pe, €; 
II) 9, eg», P9e, Ioh, Geh, D°, È, pre, pe’; 
IV) G, PIs, €9, Ich, Iplip, Gehe, phe, pe’, pře; 
Y) pG, eG, Gh; ge, ha PE: 
VI) peG, Ghg, Ch; 
VID Gi 
Es würde hier zuviel Raum kosten, wenn wir jetzt die reducibelu 
Grundbedingungen sämmtlich durch die irreducibeln ausdrücken woll- 
ten. Wir begnügen uns damit, diese Reduction an einigen Beispielen 
zu zeigen. 


1) Um die Bedingung pgh zu reduciren, ersetzen wir 
pg durch p° + ge, 
Ph+ gh; ` 
ph durch p? + he, 
und erhalten also schliesslich das Resultat: 
. pgh = p +ph+gh; 


hieraus folgt durch Vertauschung von g und k noch eine zweite Re- 
duction: 


und erhalten: 


dann ersetzen wir: 


pgh=p" + pIe + ghe. 
2) Um die Bedingung p?eg zu reduciren, ersetzen wir 


eg durch e + gp, 
und erhalten: 


Pe + PI; 
p'e = pe + pe (Beitr. p. 23 in der Mitte), 
PIp =P” +9, also p°g, = P9; 
daher kommt: 


nun ist: 


p'eg = pe + pe + pg. 


3) pegh.=— (pg) (eh) = (P + gd (E + h) 
= pt + geh, + ph, + eg. 
= ep? + geh + p (H ph) + e(G + cg) 
= ep Hgh +pH+eG; 
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4) Iih = (P9p — P)h = Pgp h = gp (H F ph) 
= gp H + p'gph = gp H + (G + pg) (he + p°) 
= pH + Ghe; 
also auch reciprok: 
Ja hs = ge H + Gh,. 


5) pg°h' = 2 pg? H = 2 pg, H + 2 pge H 
| = 29, H. 


§ 6. 
Die Paarbedingungen, ausgedrückt durch die Hauptbedingungen der Fy. 


Die schon in der Einleitung definirten Paarbedingungen der quadra- 
tischen Fläche rühren von den Grundbedingungen des Geradenpaars 
her. Da diese aber in $ 5. auf einige wenige Grundbedingungen re- 
ducirt sind, so wird es auch möglich sein, einige wenige Flüchenbe- 
dingungen aufzufinden, durch welche alle Paarbedingungen leicht aus- 
gedrückt werden können. Diejenigen Flächenbedingungen nun, auf 
welche hier die sämmtlichen Paarbedingungen zurückgeführt werden 
sollen, sollen die Hauptbedingungen der F, heissen und mit ihren 
Symbolen in der folgenden Tabelle zusammengestellt werden. Die rö- 
mischen Nummern geben die Dimensionen der nachfolgenden Haupt- 
bedingungen, also auch die Stufen der vorausgesetzten Systeme an. 


Tabelle der Hauptbedingungen der F}. 


I) 1)u = die F, soll durch einen gegebenen Punkt gehen, 
2)v = die F, soll eine gegebene Gerade berühren, 
3) ọ = die F, soll eine gegebene Ebene berühren; 
I) 4) a? = die F, soll durch zwei gegebene Puukte gehen, 
5) ue = die F, soll durch einen gegebenen Punkt gehen und 
ausserdem eine gegebene Ebene berühren, 


6) ọ? = die F, soll zwei gegebene Ebenen berühren, 

7) y = die F, soll eine gegebene Ebene in irgend einem Punkte 
einer auf der Ebene gegebenen Geraden berühren, 

8) y = die F, soll eine gegebene Gerade in einem auf ihr ge- 


gebenen Punkte berühren, 
9) ð = die F, soll eine Gerade enthalten, welche einem gegebe- 
nen Strahlbüschel angehört; 

II) 10) uö= die F, soll durch einen gegebenen Punkt gehen und 
ausserdem irgend eine Gerade eines gegebenen Strahl- 
büschels enthalten, 

11) ọò = die F, soll die Bedingung ọ und die Bedingung ð zu- 
gleich erfüllen, 
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12) x = die F, soll eine gegebene Gerade enthalten, 

13) w = die F, soll eine gegebene Ebene in einem auf ihr ge- 
gebenen Punkte berühren; 

IV) 14) uz = die F, soll die Bedingung u und die Bedingung x zu- 
gleich erfüllen, 

15) px = die F, soll die Bedinguug ọ und die Bedingung x zu- 
gleich erfüllen, 

16) y = die F, soll eine gegebene Gerade enthalten und dabei eine 
gegebene durch die Gerade gehende Ebene in einem 
gegebenen auf der Geraden liegenden Punkte berühren; 

V) 17) z = die F, soll zwei gegebene, sich schneidende Gerade 
enthalten. 


Durch die eben aufgezählten Hauptbedingungen drücken wir nun 
diejenigen Paarbediugtngen aus, welche aus den oben érreducibel ge- 
naunten Grunudbedinguugen des Geradenpaars hervorgehen. Aus die- 
sen Paarbedingungen ergeben sich daun die Formeln für die übrigen 
Paarbedingungen durch die Reductionen des $ 5. Die folyende Ta- 
belle enthält daher nur die Formeln, welche die erstgeuaunten Paar- 
bedingungen durch die Hauptbedingungen ausdrücken. Dabei bedeutet 
jedes links vom Grleichheitszeichen stehende Symbol die Bedingung, welche 
eine F, dadurch erfüllt, dass eins ihrer oo? Geradenpaare die durch das 
Symbol dargestellte Grundbedingung erfüllt. Die vorgestellten römischen 
Nummern geben die Dimensionen der Flächenbedingungen, oder die 
Stufen der bei den Formeln hinzuzudenkenden Flächensysteme an, ent- 
sprechen: also den Nummern III bis VII der Tabelle auf p.327. Aus 
den bei einigen Formeln kurz angedeuteten Deweisen wird man die 
Richtigkeit auch der andern Formeln leicht einsehen können. 


Tabelle für die Zurückführung der Paarbedingungen auf 
die Hauptbedinguungen der F}. 


1) 1) g, =0. In einem einstufigen Systeme von F, kann es näm- 
lich keine Fläche geben, welche eine ihrer oo! Geraden 
in einem gegebenen Strahlbüschel besüsse, weil wohl 
00° Geradenpaare, aber nur œ? Gerade im Systeme 
existiren. 

2) ep = 2u. Durch den Punkt der Bedingung g, gehen nüm- 

lich u Flächen des Systems, und auf jeder gehen durch 

. diesen Punkt 2 Gerade; jede dieser beiden Geraden 

giebt, mit dem Punkte der Bedingung e durch eine 

Ebene verbunden, ein die Bedingung eg, erfüllendes 
Geradenpaar. 


3) pge = 2 0. 
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4) y,h = 4u. Durch den Punkt von gp gehen nämlich u Flä- 


chen, und auf jeder gehen durch diesen Punkt 2 Ge- 
rade; jede dieser u Flächen wird ferner von der Axe 
der Bedingung A in 2 Punkten geschnitten, und durch 
jeden dieser Punkte geht eine einzige Gerade, welche 
auf der Fläche liegend, eine bestimmte der beiden 
erstgenannten Geraden schneidet. 


5) gh —=40. 
6) p u. 
1) & le: 
8) pe =2v+2u. Legt man nämlich den Punkt von e auf 


die Axe von p?, so wird p?e erfüllt erstens von zwei 


. Geradenpaaren auf jeder der u durch den Punkt gehen- 


den Flächen und zweitens von zwei Geradenpaaren 
auf jeder der v die Axe berührenden Flächen; und 
zwar jedesmal von zwei Geradenpaaren desshalb, weil 
hier gestattet ist, jede von zwei Geraden als Strahl y 


“resp. Strahl % aufzufassen. Der Beweis lässt sich übri- 


gens auch so führen: Die Bedingung, dass die Schuitt- 
ebene des Geradenpaars durch eine Axe geht, auf wel- 
cher zugleich der Schnittpunkt liegt, ist gleich p?e — p° 
(Beitr. p. 34, bei dem Beweise zu IlI.), und wird von 
jeder der v diese Axe berührenden Flächen zweimal 
erfüllt. 


9) pe —=2v +20. 


I) 10) @:=0. Man vergleiche Nr. 1. 
. 11) pg, = 6. In dem Strahlbüschel der Bedingung g, befinden 


sich nämlich ô Strahlen g, welche auf Flächen des 
zweistufigen Systems liegen, und jeder wird von der 
Ebene der Bedingung p in einem Punkte p geschnit- 
ten, welcher mit dem Strahle g ein Geradenpaar be- 
stimmt. 


12) eg, =0. 
13) g.h == 20. i 
14) gpħp= 2u?. Durch die beiden Punkte von g, und Ah, gehen 


u? Flächen, auf jeder solchen Fläche gehen durch 
jedeu dieser Punkte zwei Gerade, und eine bestimmte 
durch den einen Punkt gehende wird nur von einer 
der beiden durch den andern Punkt gehenden Geraden 


- geschnitten, nämlich nur von derjenigen, welche mit 


ihr nicht der nämlichen Regelschaar angehört. 


15) geh, = 20%. 
16) gh=2ue. 
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17) pe =2y. Die Ebene der Bedingung e? wird von y Flächen 
so berührt, dass der Berührungspunkt auf der Geraden 
liegt, in welcher diese Ebene von der Ebene der Be- . 
dingung p geschnitten wird, und auf jeder dieser y Flä- 
chen schneiden sich in dem Berührungspunkt zwei 
Gerade, von denen jede als Strahl g resp. als Strahl À 
aufgefasst werden kann. 
18) pe = 2y. 
II) 19) pG == x. Der Strahl der Bedingung G liegt auf x Flächen 
des dreistufigen Systems, und auf jeder bestimmt die 
Ebene der Bedingung p ein Geradenpaar. 
20) eG = x. 
21) Gh =22. 
22) ghp = uò. Es giebt nämlich pô Flächen, welche durch den 
Punkt von A, gehen, und irgend eine Gerade des 
Strahlbüschels von g, enthalten; von den beiden Ge- 
raden, welche auf jeder dieser Flächen durch den 
Punkt von hp gehen, kann nur Eine als Strahl h auf- 
gefasst werden, weil nur Eine die in dem Strahl- 
büschel liegende Gerade zu schneiden vermag. 
23) Jahe = 00. 
24) p?e = 2w. Die Ebene der Bedingung e? wird von w Flächen 
des Systems in demjenigen Punkte berührt, wo die 
Axe der Bedingung p? schneidet; und durch diesen 
Punkt gehen auf jeder Fläche zwei Strahlen, von denen 
jeder als Strahl g resp. Strahl À aufgefasst werden 
kann. 
IV) 25) peG= y. 
26) Gh,= ur. 
27) Gh = or. 
V) 28) Għ, = z. 
Mit Hülfe der in § 5. erörterten Reductionen folgen aus diesen 
28 Formelu nun auch die Formeln, welche die aus den redueibeln Grund- 
bedingungen des Geradenpaars hervorgehenden Paarbedingungen durch 
die Hauptbediugungen ausdrücken. Wir entwickeln hier nur diejenigen 
Formelu, welche aus den in $ 5. beispielsweise angeführten 5 Re- 
ductionen sich ergeben. 


29) pgh = P + pge + gh 

=2u +20 +4ọe=2u +60. 
30) peg = p'e + pè + pg 

= 2y + 2y 4+8. 
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31) peghe = ep? + gh, + pH + eG 
= 210 + où Lx + x = oô + 2u0 + 2x. 
32), =g H 4 Gh. 
= UT + or. 
33) ph —2Gh, 
== 24. 


Die 17 Hauptbedingungen der F,, durch welche jetzt alle Paar- 
bedingungen ausgedrückt sind, zerfallen in drei Gruppen: 

1) die drei einfachen Charakteristiken u, v, 9; 

2) die wesentlichen Hauptbedingungen y, y, Ô, x, W, y, Z; 

3) die unwesentlichen Hauptbedingungen u?, ue, 0°, ud, pô, us, 
ox, welche symbolische Producte von u und ọ mit einfachen 

+  Charakteristiken und mit eben wesentlich genannten Haupt- 
bedingungen sind. 


Demnach folgen die elementaren Moduln der unwesentlichen Haupt- 
bedingungen aus denen der wesentlichen durch blosse symbolische Mul- 
tiplication mit u oder ọ. Damit ist unser Problem, die elementaren 
Moduln aller Paarbedingungen abzuleiten, zurückgeführt auf das Problem, 
die elementaren Moduln der T wesentlichen Hauptbedingungen 

Y: Y, Ò, Z, W, Y, € 
herzustellen. l 

Die Mittel zur Lösung dieses Problems kann sowohl das Chasles’- 
sche Correspondenzprincip, wie auch das Princip der speciellen Lage in 
ausreichendem Masse liefern. Zuerst betreten wir den Weg, welcher 
von einer Anweudung des Correspondenzprincips auf ein beliebiges 
einstufiges System von Geradenpaaren ausgeht. 


LT. 


Abhängigkeit der Grundbedingungen des Coincidenz-Geradenpaares von 
den Grundbedingungen des allgemeinen Geradenpaares. 


In jedem einstufigen Systeme von Geradenpaaren ist im Allge- 
meinen eine endliche Zahl von solchen Geradenpaaren vorhanden, bei 
denen die beiden Strahlen g und » unendlich nahe liegen. Ein solches 
ausgeartetes Geradenpaar heisst Coincidenz.*) Jede Coincidenz bezeich- 
nen wir mit dem Symbole r. Dieses Symbol r soll jedoch auch die 
Zahl derjenigen Geradenpaare eines einstufigen Systems bedeuten, welche 


*) Die hier beginnenden Erörterungen führen zu den allgemeinen Correspon- 
denzsätzen, welche im III. Abschnitte meiner Beitr, ausführlich entwickelt sind. 
Die dort in $ 20. mit Nr. 56 bezeichnete Formel wird auch hier abgeleitet und 
mit Grundbedingungen symbolisch multiplicirt. 
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` Coincidenzen bilden; und das Symbol tz, wo z eine dem Geradenpaare 
auferlegte (a—1)-fache Bediugung ist, soll die Zahl derjenigen Ge- 
radenpaare eines a-stufigen Systems angeben, welche Coincidenzen 
bilden und .zugleich die Bedingung z erfüllen. Bei dem Coincidenz- 
Geradenpaare sind die 4 Hauptelemente p, e, g, h vollkommen bestimmt, 
wie beim allgemeinen Geradenpaare, nur dass die beiden Strahlen g 
und À in einem Strable unendlich nahe liegen, den wir, um weder g 
noch k zu bevorzugen, mit k bezeichnen wollen. Demgemäss hat die 
Coineidenz folgende einzelne Grundbedingungen: 


P, Por P; e, ep, E; 
k bh Aa kh, K. 

Schreiben wir also in allen Formeln des § 3. uud § 4. das Symbol r 
vor jedes Glied, und setzen Æ statt g und statt A, so erhält man alle 
Formeln, welche zwischen den Grundbediugungen der Coincidenz be- 
stehen. 

Beispiele: 
Tk = rk, + ik, 
rpk = tke + pt, 
tek = tk tH re, 
rpk = tk, +1, 
tek, = tk +re, 
tpek= tk, + rpe + tp = rk, + tpe + re, 
tp? — tp'etrpe —-re = 0, 
Tpk, = rp'k,= trpek — tpe = rt K + rpk, 
tek, = teke = trepk — tp e = 1 K + rek; 


trpek? = tpk, + tek + tpe. 

Da die Coincidenz r ein specielles Geradenpaar ist, also doch der 
Definition des Geradenpaars genügt, so darf eine, auch Coincidenzsym- 
bole enthaltende, für das Geradenpaar aufgestellte, allgemeingültige 
Formel mit jeder Bedingung z symbolisch multiplicirt werden, wenn 
nur æauch dem Coincidenzsymbole als symbolischer Factor zugeschrie- 
ben wird. 

Um nun die Zahl r der in einem einstufgen Systeme von Geraden- 
paaren vorhandenen Coincidenzen durch die einfachen Grundbedingungen 
des Geradenpaars auszudrücken, suchen wir in einem beliebigen Strahl- 
büschel die Zahl derjenigen Strahlen zu bestimmen, welche sowohl den 
Strahl g wie den Strahl A eines und desselben, in einem einstufigen 
Systeme befindlichen Geradeupaars zu schneiden vermögen. Diese Zahl 
ist nach dem Chasles’schen Correspondenzprincip gleich 


g + k. 


und : 


- 
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Andererseits setzt sie sich zusammen aus der Zahl 
1) derjenigen Geradenpaare, welche ihren Schnittpunkt in der 
Ebene des Strahlbüschels haben, 
2) derjenigen, welche ihre Schnittebene ei den: Scheitel des 
Strahlbüschels schicken, 
3) derjenigen, in welchen die Strahlen g und k unendlich nahe 
liegen, 
also aus p und e und z, ist also gleich: 
petr. 
Daraus folgt A Hauptformel: 
D 1) . ygth—py-e=t. 

Diese Hauptformel ist allgemeingültig, weil das für sie vorausge- 
setzte einstufige System gar keiner Beschränkung unterlag. Folglich. 
erzeugt jede symbolische Multiplication dieser Formel wieder eine allge- 
meingültige Formel. Wir wollen nun die Hauptformel derartig symbolisch 
multipliciren, dass dadurch bei + alle möglichen Grundbedingungen der 
Coincidenz auftreten. Es lassen sich jedoch vermöge der oben bespro- 
chenen allgemeinen Grundbedingungs-Formeln durch die folgenden 23 
Coincidenzsymbole alle übrigen ausdrücken: 

tp, té, ch; 
Tp, ver, tpe, tkp, Tke; 
F9, re, pe, tpe, teb rph, tk; 
we, tpi, uch, tK; 
tpe, tpK, teK; 
tKpe. 

Wir geben daher in der folgenden Formeltabelle nur diejenigen 
Formeln an, welche aus der Hauptformel durch symbolische Multipli- 
cation mit den eben aufgezählten Grundbedingungen entstehen. Die 
dabei etwa erscheinenden reducibeln Grundbedingungen des allgemeinen 
Geradenpaars führen wir vermöge der Reductionen des § 6. sofort auf 
die irreducibeln Grundbedingungen zurück. Die römischen Nummern 
geben die Dimensionen der daran angeschlossenen Formeln an.» 


Formel-Tabelle für die Goincidenz-Grundbedingungen. 


II) 2) ge + he + p° — pe = 1p, 

3) 9p + lp + e — pe =rte, 

4) gh — p — e = tk (Beitr. § 20., Formel (59)); 
UT) 5) pge + ph + p’ — pe = 1p, 

6) egs + eħ + A — pe = te, 

Ds +h ++ e [= rpe (Beitr. § 20., F. (63)), 
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8) gph — eg — ° = tkp, 
9) geh — pge — È = tk, ; 


IV) 10) pg, + ph — G — H — p'e = 17°, 
11) eg, + eh, — G — H — pë = te, 


12) pg +ph+ pe =rtpe, 
13) eg, + eh, + pe i = pe, 
14) g,h, — pe = 1ek,, 
15) gh. — pe = tpke, 


16) G + gh— pg — eg, = rtk,; 
V) 17) pG +pH+eG+eH + 2ep =rpe, 


18) su — eG — ep} = tpk,, 
19) g,h, -- pG — p? = tek, 
20) Gh — pG — eG = TX; 


VI) 21) peG + pe H = tpe, 
22) Gl. — peG = rpK, 
23) Ch, — peG = reK ; 


VI) 24) Gh, = tKpe. 


Die eben entwickelten 24 Formeln beziehen sich auf allgemeine 
Systeme von Geradenpaaren, und nehmen noch gar keine Rücksicht 
darauf, ob diese Systeme durch Systeme von quadratischen Flächen er- 
zeugt sind oder nicht. Jetzt aber wollen wir diese Formeln auf die 
speciellen drei- bis siebenstufigen Geradenpaar-Systeme anwenden, 
welche den ein- bis fünfstufigen Systemen von quadratischen Flächen 
in dem durch die Einleitung festgestellten Sinne angehören. Dann lassen 
sich die linken Seiten der 24 Formeln vermittelst der Reductionen des 
$ 6. durch die Hauptbedingungen der F, darstellen. Da nnn in den 
nächsten drei Paragraphen die rechten Seiten der 24 Formeln durch die 
ein- oder mehrfachen Charakteristiken der F, ausgedrückt werden, so 
erhalten wir durch Substitution aus jenen 24 Formeln eine Reihe von 
Gleichungen zwischen den Hauptbedingungen, welche die gesuchten ele- 
mentaren Moduln der wesentlichen Hauptbkedingungen und damit aller 
Paarbedingungen mit vielen Bestätigungen ergeben. 


$ 8. 
Beschreibung der drei Ausartungen der F}. 


Es handelt sich jetzt darum, die Grundbedingungen der in einem 
Systeme von quadratischen Flächen vorkommenden Geradenpaar-Coinci- 
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denzen durch die Charakteristiken der F, auszudrücken. Solche Coinci- 
denzen werden von’ den auf einer F, liegenden x? Geradenpaaren über- 
haupt nicht gebildet, wenn diese F, allgemein bleibt, wohl aber in zwei- 
stufiger Mannigfaltigkeit, wenn diese F, ausartet. Bekanntlich*) kann die 
F, auf dreierlei Weise ausarten, nämlich in eine Fläche 6, in eine Fläche 
x, und in eine Fläche. &**). Wie die Punkte, Tangenten, Tangential- 
ebenen, Geraden und Geradenpaare auf jeder dieser drei Ausartungen 
6, x, € zu einander liegen, ist aus der folgenden genauen Beschreibung 
ersichtlich. Freilich ist dem Verfasser die genaue Kenntniss über die 
Lage - Eigenschaften der auf deu Ausartungen liegenden Geradenschaaren 
und Geradenpaare erst im Laufe der Untersuchung allmählich erwachsen, 
indem ihm die Uebereinstinnmung oder Nicht-Uebereinstimmung mehre- 
rer auf verschiedenen Wegen gewonnenen Resultate für die nämliche 
Anzahl oft unzweifelhafte Rückschlüsse auf die Natur der Ausartungen 
erlaubte. Doch wäre eine detaillirte Auseinandersetzung dieser Rück- 
schlüsse hier zu weitläufig und dem systematischen Gange der Unter- 
suchung zu hinderlich. Ich ziehe es desshalb vor, die Beschreibung 
der Ausartungen voranzuschicken, und die dann meist auf mehrere Arten 
mögliche Ableitung der elementaren Moduln folgen zu lassen; und ich 
glaube dies um so eher thun zu dürfen, als die Richtigkeit meiner 
Beschreibung grösstentheils auch a priori eingesehen werden kann. 


I. Die Ausartung o. 


Sie ist eine quadratische Fläche, deren Punkte zwei in eine Ebene 
zusanımenfallende Punktfelder bilden. Im Allgemeinen gehört jedem 
Punkte auf ø als Tangentialebene die eben genannte Ebene von ø an. 
Es existiren jedoch auf ø oo! einen‘ Kegelschnitt bildende Punkte, 
welche dadurch vor allen übrigen Punkten ausgezeichnet sind, dass 
jedem von ihnen oe! Tangentialebenen angehören, und zwar alle die- 
jenigen Ebenen, welche die in ihm den Kegelschnitt berührende Tan- 
gente enthalten. Demnach ist auch jede den Kegelschnitt berührende 
Ebene eine Tangentialebene, und jede iln schneidende Gerade eine 
Tangente der ausgearteten Fläche o. 


Die x! auf einer F, liegenden Geraden werden bei ø zu den 
oo! Tangenten des Kegelschnittes. Daher zerfallen die ©? Geradenpaare, 


Ze 


*) Die drei Ausartungen der F, sind zuerst von Zeuthen (Oversigt over 
d. K. D. V. S. Forh. 1866 und Nouv. Anu. Ed. 27) beschrieben und für die Be- 
rechnung der Elementarzablen der F, verwerthet. 


**) Die Symbole o, x, è für die drei Ausartungen habe ich auch in meiner 
Abhandlung „Zur Theorie der Charakteristiken“ (Borch. J. Bd. 71) gebraucht. 
Man vergl. dort § 12. bis $ 16. 
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welche einer F, in dem von uns festgestellten Sinne angehören, bei © 
in zwei Gruppen von je ao?: 

1) solche, deren Schnittebene e die Ebene von 6, deren Schnitt- 
punkt p ein beliebiger Punkt auf ihr ist, und deren beide 
Strahlen g und A die beiden von diesem Punkte an den 
Kegelschnitt gelegten Tangenten sind; 

2) solche, deren Schnittebene e eine beliebige den Kegelschnitt 
berührende Ebene, deren Schnittpunkt p deren Berührungs- 
punkt ist, deren beide Strahlen g und A aber in der diesem 
Berührungspunkte zugehörigen Kegelschnitt- Tangente ver- 
cinigt liegen. 

Jedes der eben unter 2) genannten oo? Geradenpaare bildet also 
cine Coincidenz, deren Strahl k Tangente des Kegelschnitts und deren 
Schnittpunkt p ihr Berührungspunkt ist, «deren Schnittebene e aber 
irgend eine der &! durch k möglichen Ebenen sein kann. 


II. Die Ausartung x. 


Sie ist der Ausartung 6 retiprok. Ihre Beschreibung folgt also 
aus der eben gegebenen durch dualistische Uebertragung. 


HI. Die Ausartung e. - 


Die sich'selbst reciproke Ausartung & ist eine quadratische Fläche, 
deren Tangenten zwei in einer einzigen Geraden — Haupfgeraden — 
vereinigte Strahlenaxen (specielle lineare Complexe) bilden. Jeder dieser 
Tangenten gehört im Allgemeinen als Berührungspunkt ihr Schnitt- 
punkt mit der Hauptgeraden, und als Tangentialebene ihre Schnittebene 
mit der Hauptgeraden an. Es gehen jedoch durch die Huuptgerade 
oo? ausgezeichnete Taugenten, welche zwei Strahlenfeldere — Haupt- 
ebenen — bilden, und so beschaffen sind, dass jeder von ihnen jeder 
auf ihr liegende Punkt als Berührungspunkt angehört; und ausserdem 
gehen durch die Hauptgerade noch œo? ausgezeichnete 'Tangenten, 
welche zwei Strahlenbündel — Hauptpunkte — bilden, und die Eigen- 
schaft haben, dass als Tangentialebene zu jeder von ihnen jede durch 
sie gehende Ebene zu betrachten ist. Demgemäss ist jeder auf einer 
der beiden Hauptebenen liegende Punkt als ein Punkt, und jede durch 
einen der beiden Hauptpunkte gehende Ebene als eine Tangentialebene 
der ausgearteten Fläche & aufzufassen, ` 


Die oo! auf einer quadratischen Fläche liegenden Geraden werden 
bei £ zu den oo! Strahlen der 4 Strahlbüschel, welche in den beiden 
Hauptebenen liegen, und die beiden Hauptpunkte zu Scheiteln haben. 
Die oo? Geradenpaare, welche einer F, in dem von uns festgestellten 
Sinne angehören, zerfallen in drei Gruppen von je &?: 
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1) solche, deren Schnittebene e eine Hauptebene, deren Schuitt- 
punkt p ein beliebiger Punkt auf ihr, und deren Strahlen 
g und h die beiden von diesem Punkte nach den Haupt- 
punkten gehenden Geraden sind; 

2) solche, deren Schnittpunkt p ein Hauptpunkt, deren Schnitt- 
ebene e eine beliebige Ebene durch ihn, und deren Strahlen 
g und À die Schnitte dieser Ebene mit den beiden Haupt- 
ebenen sind; 

3) solche, deren Strahlen g und A in der Hauptgeraden vereinigt 
sind, deren Schnittpunkt p ein beliebiger auf ihr liegender 
Punkt, und deren Schnittebene e eine beliebige durch sie 
gehende Ebene ist. 

Jedes der eben unter 3) genannten o0? Geradenpaare repräsentirt, 
wie die folgenden Untersuchungen immerfort bestätigen, eine in einem 
System von Geradenpaaren zweifach zu rechnende Coincidenz, welche 
die Hauptgerade zum Strahle X, irgend einen Puukt auf ihr zum Schnitt- 
punkt p, und irgend eine Ebene durch sie zur Schnittebene e hat. 


g 9. 
Die Coincidenzsymbole, ausgedrückt durch die Charakteristiken der F. 


Im Anschluss an die eingeführte Terminologie bezeichnen wir mit 
6, x, € nicht bloss die Ausartungen selbst, sondern auch bezüglich 
die Anzahl der in einem einstufigen Systeme vorhandenen Ausartungen 
0, x, €; und mit dg, xz, z, wo z eine a-fache der F, auferlegte 
Bedingung ist, die Anzahl derjenigen Flächen eines (a+ 1)-stufigen 
Systems, welche die Bedingung z erfüllen, und zugleich bezüglich in 
Flächen o, x, € ausgeartet sind. Bekanntlich*) lässt sich jede der 
Zahlen 6, x, € eines einstufigen Systems durch die Zahlen u, v, @ 
desselben Systems ausdrücken vermittelst der Formeln: 
2u — v =, 
2ọ — v = x, 
2v — u — ọọ =£, 
welche man leicht erhält, wenn man vermittelst des Chasles’schen 
Correspondenzprineips bestimmt: 
erstens die Zahl der Punkte einer Geraden, in denen zwei ein und 
derselben Fläche des Systems angehörige Punkte vereinigt liegen, 
zweitens die Zahl der Ebenen eines Ebenenbüschels, in denen zwei 
ein und derselben Fläche des Systems angehörige Tangentialebenen 
vereinigt liegen, 


*) Vergl. Zeuthen, Overs. ov. d. K. Selsk. Forh. 1866, und meine Abhand- 
lung in Borch, J. Bd. 71, § 15. 
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drittens die Zahl der Strahlen eines Strahlbüschels, in denen zwei 
ein und derselben Fläche des Systems angehörige Tangenten 
vereinigt liegen. 

Jene Formeln sind allgemeingültig, weil das vorausgesetzte System 
keiner Beschränkung unterliegt, sie können also mit jeder der F, auf- 
erlegten Bedingung symbolisch multiplicirt werden. 

Wir schreiben nun den drei Ausartungen nicht bloss alle Be- 
dingungen zu, welche ihnen als quadratischen Flächen zukommen, also 
z. B. u, v, ©, sondern auch die Bedingungen, welche sie dadurch er- 
füllen, dass die sie definirenden Gebilde Grundbedingungen erfüllen, wo 
unter definirenden Gebilden bei ø der Kegelschnitt, bei x der Kegel, 
bei & das aus einer Geraden, zwei darauf liegenden Punkten und zwei 
hindurchgehenden Ebenen erzeugte Gebilde zu verstehen ist. Hat eine 
solche Grundbedingung das Symbol g, so soll øz, xz, ez die Zahl der 
quadratischen Flächen bedeuten, welche bezüglich Ausartungen 6, x, € 
sind, und dabei das die Ausartung definirende Gebilde die Grundbedin- 
gung z erfüllen lassen. Wir bezeichnen nun: 

I. für einen Xegelschnitt : 
mit m die Bedingung, dass er seine Ebene durch einen Punkt 
schicke, 
mit n die Bedingung, dass er eine Gerade schneide, 
mit r die Bedingung, dass er eine Ebene berühre; 
ll. für einen Kegel: Ù 
mit m die Bedingung, dass er durch einen Punkt gehe, 
mit n die Bedingung, dass er eine Gerade berühre, 
mit r die Bedingung, dass er seinen Scheitel auf einer Ebene 
besitze; 
III. für ein e definirendes Gebilde: 
mit m die Bedingung, dass es eine seiner beiden Ebenen durch 
einen Punkt schicke, 
mit n die Bedingung, dass er seine Gerade durch eine Gerade 
schicke; 
mit r die Bedingung, dass er einen seiner beiden Punkte in 
einer Ebene habe. 

Durch diese Bezeichnungen ist, gemäss der vorangehenden Vor- 
schrift, festgestellt, was unter 

cm, on, or, 

am, Xm, xr, 

EM, EN, Er 
zu verstehen ist. 

4. B. 

Gr bedeutet, dass die 7°, eine Ausartung o ist, deren Kegelschnitt eine 
gegebene Ebene berührt; 
22* 
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en bedeutet, dass die F, eine Ausartung e ist, deren Hauptgernde eine 
gegebene Gerade schneidet. 

Vergleicht man nun die eben für die Ausartungen definirten Be- 
dingungen m, n, r mit den ihnen zugeschriebenen Bedingungen u, v, 0, 
so findet man, bei hinreichender Beachtung der in § 8. gelieferten 
Beschreibung, sehr leicht folgende Beziehungen: 

uo = 2mo; vo—=n0; 060=1r0; 
um; vena; P= 2ra; 
uE = mE; vE = NE; QE =r. 
Die Coefficienten 2 erklären sich daraus, dass 
erstens in jedem Punkte der Ebene des Kegelschnitts von o zwei 
Punkte, Bee 
zweitens in jeder durch den Scheitel des Kegels von x gehenden 
Ebene zwei Tangentialebenen, 
drittens in jeder Geraden, welche die Gerade des € definirenden 
Gebildes schneidet, zwei Taugenten 
der quadratischen Fläche vereinigt sind. 
Benutzt man jetzt die oben abgeleiteten, nur u, v, ọ enthaltenden 


Ausdrücke für 0, x, €, so erhält man aus den eben zusammengestellten 
9 Gleichungen folgende: 


mo = Ju @u—v); no = v(2u—v); ro= o(2u—v); 
mx= u(2e—v); nx= v(2e—v); rx = $ọ(2ọ—v); 
mem ul@v—u—o)ine=jv(v—u—g);re—= gl2v—u—e). 

In derselben Weise kann man auch die mehrfachen aus m, n, r 
und ø oder x oder & bestehenden Symbole durch u, v, ọ ausdrücken. 

2. B. 

mio = 4u (2u— v); mnro = pvo (2u — v); 

mr? x = łu ge? (2ọ— v); minx = uvo’ (2ọ— v); 

mne = Juv(2v—u—o); n're = J,vtolv—u—o). 


Diese Substitutionen werden später sehr viel angewandt werden. 


Wenn wir also nur die in $ 7. durch die Hauptbedingungen der 7", 
ausgedrückten Coincidenzsymbole durch die, 6 oder x oder & und Potenzen 
von m, n, r enthaltenden Symbole ausdrücken können, so haben wir 
unser Ziel erreicht, da letztere soeben von u, v, ọ abhängig darge- 
stellt sind. 

Die folgende Formeltabelle enthält nun die 20 Coincidenzsymbole, 
welche die rechten Seiten der letzten 20 Formeln des $ 7. bilden, aus- 
gedrückt durch 6, x, e,m,n, r. Dabei ist also unter tz die Be- 
dingung zu verstehen, welche eine F, dadurch erfüllt, dass eins ihrer 
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Geradenpaare eine Coincidenz bildet, und dabei die Bedingung z befriedigt. 
Jede Formel trägt die arabische Nummer, mit welcher in $ 7. die das- 
selbe Cvincidenzsymbol enthaltende Formel bezeichnet ist. Die römischen 
Nummern geben die Stufen der vorausgesetzten Flächensysteme an. 
Bei jeder Formel ist der Beweis kurz angedeutet. Von den sich dua- 
listisch eutsprechenden Ansartungen 6 und x brauchte in den Beweisen 
uur die eine behandelt zu werden; es ist o gewählt. Für die Beweise 
ist namentlich zu beachten, Bi. gemäss der Beschreibung in § 8., 
das Symbol rz 
l. bei ø nur dann erfüllt werden kann, wenn z die Bedingung e im- 
plicite enthält, weil eine auf 6 liegende Coincidenz noch unend- 
lich viele Schnittebenen e haben kann, wenn auch ø, der Schnitt- 
punkt p und der Coincidensstrahl % vollkommen bestimmt sind; 
li. bei x nur dann erfüllt werden kann, wenn z die Bedingung p 
implicite enthält; 
Ill. bei & nur dann erfüllt werden kann, wenn z die Bedingung pe 
implicite enthält. 

Ferner sind bei den Beweisen der Formeln einige auf Kegelschnitte 
bezügliche Moduln angewandt, welche wir voranschicken. Dieselben 
sind wohl schon von Chasles bei der Bestimmung der Elementarzahlen 
der Kegelschnitte im Raume (Comptes rendus 1867) benutzt. Mau 
erhält diese Modulu leicht durch das Princip der speciellen Lage. 
Einige sind specielle Fälle von Resultaten meiner Beitr. Die Symbole 
m, n, r bedeuten, wie oben, die Grundbedingungen des Kegelschnitts. 

1. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine Ebene so schneidet, 
dass eiue der beiden in den Schnittpunkten berührenden Tangenten 
eine Gerade schneidet, hat den Modul: 


n+r. 

2. Die Bedinguug, dass ein Kegelschnitt durch einen gegebenen Punkt 

geht, hat den Modul: 
mn — 2m? (Beitr. p. 33, zu 8). 

Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine gegebene Ebene so be- 
rührt, dass der Schnittpunkt in einer auf der Ebene gegebenen 
Geraden liegt, hat den Modul: 

fur. 


. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine einem gegebenen Strahl- 
büschel angehörige Gerade berührt, hat den Modul: 


mr (Beitr. p. 33, zu 6), b). 


Die Bedingung, dass ein Kegelschüitt eine gegebene Ebene in einem 
gegebenen Punkte berührt, hat den Modul: 


4(mn—2 m)r = kmnr — mr. 


as 


Le 


ot 
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6. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine gegebene Gerade berührt, 
hat den Modul: 


m?r — 2m? (Beitr. p. 33, zu 6), c). - 


7. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine gegebene Gerade in 
einem gegebenen Punkte berührt, hat den Modul: 


4mênr — mn — mr. 


Tabelle der Formeln für die Darstellung der Coincidenz- 
symbole durch die Symbole der Ausartungen 0, x, &. 


I) 5) tp = 2x 
6) re? = 20. Durch die Gerade der Bedingung e? gehen zwei 


Berührungsebenen an den Kegelschnitt, deren jede eine 
Coincidenz bestimmt. 


T)rpe=20+2%+2:. Bei ø schneidet die Ebene der Be- 
dingung p den Kegelschuitt in zwei Punkten, deren jeder 
den Schnittpunkt einer Coincidenz bestimmt; Strahl k ist 
die zugehörige Tangente, Schnittebene e die durch k und 
deu Punkt der Bedingung e bestimmte Ebene. Bei € ist 
die Hauptgerade Strahl k zu zwei zusammenfallenden Coin- 
“cidenzen, deren Schnittpunkt dann durch die Ebene von p, 
und deren Schnittebene durch den Punkt von e bestimmt 

. wird (vergl. die Beschreibung in $ 8.). 
8) tk, = 0. 
9) tk = 0. 
H) 10) rp = mx. 
Il) re =ro. Jedes 6, dessen Kegelschnitt die Ebene der Be- 
dingung e? berührt, bestimmt eine Coincidenz. 

12) tpe = no + (m+n)x + 2ne. Jedes 6, dessen Kegelschnitt 
die Gerade der Bedingung p? schneidet, bestimmt eine Coin- 
cidenz, deren Schnittebene durch den Punkt der Bedingung 
c geht. Jedes £, dessen Hauptgerade die Gerade von p? 
schneidet, giebt zwei zusammenfallende Coincidenzen. 

13) rpe = (n+r)o + nx + 2ne. Jedes 6, dessen Kegelschnitt 
die Ebene von p so schneidet, dass eine der beiden Schnitt- 
punkt-Tangenten die Gerade von e schneidet, giebt eine 
Coincidenz. 

14) rel, =2mo. Durch den Punkt von kp gehen m Kegelschnitt- 
Ebenen von Ausartungen o, und an jeden Kegelschnitt gehen 

‚von diesem Punkte aus zwei Tangenten, deren jede mit dem 
Punkte von e eine Coincidenz bestimmt. 
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15) ph, = 2rx. 

16) rk, = 0. 

I) 17) rpe?=rpde+rpe?- (mn — 2m?+Ynr)o+(rn— 2r?+ mn)“ +2n?e. 
Bei ø erhält man eine Coincidenz, wenn der Kegelschnitt 
durch den Punkt der Bedinguug pe geht, ferner, wenn der 
Kegelschnitt die Ebene von e*p in einem Punkte der Geraden 
von e?p berührt. & liefert zwei zusammenfallende Coinci- 
denzen, wenn die Hauptgerade die beiden Geraden der Be- 
dingung p’e? schneidet. 

18) rpk, = mrx. 

19) tek, = mro. Jedes 6, dessen Kegelschnitt einen Strahl des 
Büschels von k, berührt, liefert mit dem Punkte von e eine 
Coincidenz. 

20) tK = 0. 


IV) 21) cp'e=(4{mnr—m'r)o+(kmnr—mr!)x+2.(fn%)e. Jedes 
d, dessen Kegelschnitt die Ebene von p?e? in dem Punkte 
von p?e? berührt, giebt eine Coincidenz. € liefert zwei zu- 
sammenfallende Coincidenzen, wenn die Hauptgerade durch 
den Punkt von pře geht, und dabei in der Ebene von p°e? 
liegt, d. h. einem Strahlbüschel angehört. Bekanntlich ist 
aber die Zahl der einem Strahlbüschel angehörigen Geraden 
gleich der Hälfte der Zahl der drei Gerade schneidenden 
Geraden. 

22) tp K = (r!m—2r?)x. 

23) tre K = (m’r—2m?)o. Jedes ø, dessen Kegelschnitt den 
Strahl von K berührt, liefert mit dem Punkte von e cine 
Coincidenz. 

V) 24) zKpe--($m?’nr -m’n— m’r)o+($r!nm— r’n—r’m)x+2-(InN)e. 
Bei ø erhält man eine Coincidenz, wenn der Kegelschnitt 
den Strahl der Bedingung K in dem Punkte berührt, wo 
die Ebene von p schneidet. Bei & entstehen zwei zusammen- 
fallende Coincidenzen, wenn die Hauptgerade der Strahl K 
ist. Nun ist aber die Zahl der £, deren Hauptgerade ge- 
geben ist, halb so gross, als die Zahl der £, deren Haupt- 
gerade 4 Strahlen schneidet. 

Benutzt man jetzt die oben angegebenen Berzichungen, welche die 

Symbole 

mèn rio, mên riz, rt: 

durch u, v und ọ ausdrücken, so erhält man aus den vorstehenden 

24 Formeln die Symbole tg ausgedrückt durch die Charakteristiken 

der P,. 
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$710. 
Ableitung der elementaren Moduln der Paarbedingungen der F,. 
Wir ersetzen jetzt die linken Seiten der 20 letzten Formeln des 
& 7. durch die Hauptbedingungen der F,, so wie es $ 6. lehrt, und die 
rechten Seiten durch die Charakteristiken der F,, so wie es $ 9. lehrt. 
Dann erhalten wir die hier mit den Nummern von § 7. und § 9. 


zusammeugestellten Gleichungen, in denen, der Deutlichkeit wegen, 
jedes aus 


O, x, E 
entstandene 


(2u— v), Ze—r), (v—yu-— o) 
in Klammer gesetzt ist. 
1) 5) 4ẹ — 2v = (2ọ—v) - 2, 
6) 4u — 2v = (2u —v) - 2, 
T) 2u + 2ọ = (2u —v) -2 + (2ọ—r) 2 + (2v—-u—0):2, 
8) 4u — 2p — 2u = 0, 
9) 4ọ — 2ọ — 2¢ = 0; 
11) 10) 28 — 2y = (2ọ— v)u, 
11) 28 — 2y = (2u— v)ọ, 
12) 20 + 2y =(u—-vv+(o—v)(v+u)+(2v—u—0):2-4kv, 
13) 20 + 2y = (2u—v)(v +o) +H (2p —vv+(2v—u—0)-2. 4v, 
14) 2u’— 2y = (?u—v)u, 
15) 20? 2y = (2e—v)e, 
16) 28-9 — 6-0; 
I) 17) 4x + 1w = (2u— v) (juv—qu+4ve) 
+ (@e—r)(Jov-Jeo?+4vu) 
+ (v—n—0) 2.41%, 
18) ọå — x — 2w = (2e—v):}ue, 
19) uò — x —- 2w = (2u—v)-}up, 
20) 2x—x—x =(0; 
21) 2y = (2u—v) (tuve — +u? o) 
+ @e—v) (durve—4ue?) 
+(2v—u—-0)-2-.4-4v°, 
22) ee — y = (2e—v)(}ue?—4e?), 
23) ur — y=(2u—v)(4oe—tle)); 
V) 24) z = (2u—v) (Lu’ve—tu’v— iuo) 
+ (2ọ—v) (turo — $r — tue) : 
+ (@2v—u—o):2-.4- 15°. 


IV 


St 
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Aus dieseu Gleichungen ergeben sich endlich mit vielen Bestäti- 
gungen die elementaren Moduln der 7 wesentlichen Hauptbedingungen 
($ 6. am Schluss): 

Ys Vs Ö, T, W, Y, 2 . 

Man erhält zunächst mehrere Male: 


1) yas Ivo, 
2) y = vu, 
3) ö = HO, 


4) z = į} (Fr — 3r u—3r o+ 3v +2vuo+ivo—2n—20)*), 
5) w= }(—2P 43r u43 rg — Ivu — 3v 4 2u" +20"). 

Für y findet man aus den 3 Gleichungen 21), 22), 23) der obigen 
Tabelle drei verschiedene elementare Modulu, nämlich: 
6a) yore vo—4ruo+Gvue+Gruo-due duo), 
6)b) y = }(2r—3 vu p Sr +3 vu +3 vug +2 vo" -2w 2uo'), 
6)c) y = (2r u —3 ru — 3 vuo +2 vu’ t3 vp +3 vug’ — 2u" 2u’). 

Jede der beiden letzten Formeln ist nicht sich selbst reciprok. 
Man erhält aus ihnen eine sich selbst reciproke Formel, wenn man sie 
addirt, und die erhaltene Formel durch zwei dividirt. Dann kommt: 
6)d) y = 4 (2v u +2 rp — 3r u? — 6r pe — 3r +2vu+ Grue 

+ rpp + 2vo° — Auto — Auo°). 

Für die fünffache Bedingung z giebt Gleichung 24) den Modul: 

1T) z dors vu — vo 4 2? v? p’— 27? uto —2v'upt+2v0—4vut 
+ 6vu’o + 6vug’ — 4vo! — Auto — Auot). 

Die Vergleichung der drei für y erhaltenen elementaren Modulun 
führt zu den schon in der Einleitung erwähnten beiden Relationen 
zwischen den vierfachen Charakteristiken der F,. Wir erhalten die- 
selben in einer solchen Form, dass durch dualistische Uebertragung jede 
Formel in sich selbst übergeht, wenn wir erstens die beiden iu 6b) 
und 6 c) angegebenen Moduln für y einander gleichsetzen, und wenn 
wir zweitens die beiden mit 6a) und 6 d) bezeichneten Moduln für 
y vergleichen. Dann kommt: ` 
8) 2Zv’a — 20 — BPR + 3r e + 2vu — 2v = 0, 
9) 2vt—5wu—5ro+Gr'u+8vuo+Gr'o—A4vu-Gru’o -Grup? 

— Ave + duo + 4u = 0. 
+) Dieser Modul ist zuerst nicht von mir, sondern von meinem Schüler 


Adolf Hurwitz in Hildesheim, und zwar durch Induction aufgefunden. Der von 
Hurwitz später gelieferte Beweis für seinen Modul folgt hier in § 12. 
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Auf diese beiden wichtigen Relationen werden wir in § 15. surück- 
kommen. 

Aus den eben abgeleiteten elementaren Moduln der wesentlichen 
Hauptbedingungen erhält man nun durch die Reductionen des § 6. 
die elementaren Moduln der sämmtlichen Paarbedingungen. 


Beispiele. 2 
Für die Paarbedingungen, welche aus den Grundbedingungen: 


Ihe, Peg, pegh, Ihr 
des Geradenpaars hervorgehen, ergeben sich vermittelst der- Formeln 
23), 30), 31), 32) in $ 6. als elementare Moduln bezüglich: 


ug, 
vat+vo+tue, 
Cr 37a —Iv?o+3vp’+4vue+3ro’— 2u’+4uo?— 20), 
truto Bra? Grue — Svp +3vu"+5vuo+5vuo+453 vo" 
— 2u' — 2wọ — 2uo° — 20°). 


Die Moduln der Paarbedingungen können natürlich auf mehrere 
Arten in die gewöhnliche Terminologie übersetzt werden (vergl. Beiträge § 9., 
p- 30). Beispielsweise kleiden wir hier das zweite und vierte der eben 
angegebenen 4 Resultate in Worte: 


„In jedem zweistufigen Systeme von quadratischen Flächen mit 

den Charakteristiken 
v’, vu, vo, W’, up, 0° 

giebt es oc! Flächen, von denen jede eine gegebene Gerade so schneidet, 
dass die einem Schnittpunkte angehörige Tangentialebene durch einen 
gegebenen Punkt geht. In jeder dieser Flächen liegen zwei Gerade, 
welche in dem eben genannten Punkte ihren Schnittpunkt, und in 
der eben genannten Tangentialebene ihre Schnittebene haben. Die so 
entstehenden œo! Geraden bilden eine Regelfläche vom Grade: 


vu +vo+uo." 


„In jedem vierstufigen Systeme von F, giebt es oo? Flächen, welche 
einen Strahl eines gegebenen Strahlbüschels enthalten. Auf jeder dieser 
Flächen wähle man diejenige Regelschaar aus, welcher jener Strahl 
des Strahlbüschels nicht angehört. Die co! . oo? Geraden der so ent- 
stehenden Regelschaaren bilden einen Complex vom Grade: 


t = (2 pPu + 2070 —3r W— 6r?ao— IV?! 3vud+5vu?o +5vuo? 
l g l u n 
+3ve—?2ut—2pe—2uçe"—20")."* 
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An den zuletzt erwähnten Modul knüpfen wir folgende Bemerkung. 
Es ist naheliegend, diesen Modul mit dem Modul der zusammengesetzten 
Hauptbedingung 

dd—ne-ne—u?’e? 
zu vergleichen. Letzterer giebt die Zahl derjenigen Flächen, welche 
aus jedem von zwei gegebenen Strahlbüscheln einen Stralil enthalten. 
Diese Zahl setzt sich aber aus zwei Zahlen zusammen, nämlich: 
erstens aus der eben abgeleiteten Zahl t, für welche die beiden 
Strahlen der beiden Strahlbüschel verschiedenen Regelschaaren 
angehören sollen, 
zweitens aus der Zahl, für welche die beiden Strahlen der beiden 
Strahlbüschel ein und derselben Regelschaar angehören sollen. 

Subtrahirt man also von u?ọ? den Modul t, so erhält man den 
Modul der vierfachen Bedingung, welche verlangt, dass eine F, von 
zwei gegebenen Strahlbüscheln zwei ein und derselben Regelschaar 
angehörige Gerade enthalte. Z. B. erhält man bei dem Systeme der 
durch 5 gegebene Punkte gehenden Flächen im ersten Falle die Zahl 
{=5, im zweiten Falle die Zahl a?e?—t=4; ferner bei dem Systeme 
der, zwei sich schneidende Gerade ‚enthaltenden Flächen im ersten Falle 
die Zahl {= 0, im zweiten Falle die Zahl u?ọ? — t= 4. Das Resultat 
t=0 im zweiten Beispiele kann auch leicht rein geometrisch einge- 
sehen werden. 

Die vorstehende Bemerkung führt auf den Gedanken, von den 
auf einer À liegenden Geraden auch je zwei ein und derselben Regel- 
schaar angehörige Gerade einander zuzuordnen, den so entstehenden 
allgemeinen Strahlenpaaren alle möglichen Grundbedingungen aufzu- 
erlegen, und von den daraus für die Fläche erwachsenden Bedingungen 
die elementaren Moduln abzuleiten. Unter diesen würden wir dann 
nicht bloss den eben besprochenen u?g? — t, sondern auch manche 
andere oben abgeleitete Moduln antreffen. Bei einer solchen der vor- 
liegenden parallelen Untersuchung würden die Erörterungen des § 18. 
meiner Beitr. zur Anwendung kommen müssen. 

Es ist wohl kaum nötlıig, darauf hinzuweisen, wie die erledigte 
Charakteristikentheorie des Punktes, der Ebene und des Strahls (vergl. 
Beitr. § 30.) uns in den Stand setzt, aus den Modulu der Paarbediugungen 
die Moduln auch noch vieler anderer abgeleiteter Bedingungen herzustellen. 
Hierfür lassen wir zwei beliebig ausgewählte Beispiele folgen. 

„Pie Zahl derjenigen F, emes beliebigen dreistufigen Systems, 
welche zwei durch zwei gegebene Punkte gehende Gerade so enthalten, 
dass sie sich schneiden, und ihr Schnittpunkt auf einer gegebenen 
Fläche at Ordnung liegt, erhält man aus 


PIplip = uò F L, 
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wenn man in 
a (pÒ +1) 
für ð und z die obeu berechneten Moduln einsetzt.“ 


„Die Anzahl derjenigen F, eines beliebigen vierstufigen Systems, 
welche zwei, verschiedenen Regelschaareu angehörige Gerade enthalten, 
von denen die eine in einer Congruenz vom Feldgrade a und vom 
Bündelgrade a’, die andere iu einer Congruenz vom Feldgrade b und 
vom Bündelgrade D so liegt, dass der Schnittpunkt ein einfacher 
Schnittpunkt einer der oo! auf einer gegebenen allgemeinen Fläche 
n'e Ordnung liegenden dreifachen Tangenten wird, bestimmt sich aus: 


cp? - (age + a gp) bhe tU hp) 
= ca b( pP geh) + ca b( P gph) + cab (p?geh,) + ca b’(P?g,h,) 
= cab(gx) + cab (ox) + ca b'(ux+ox), 
wenn für x der oben berechnete Modnl von Hurwitz substituirt und 
c = $ n(n —4)(n —5)(n — 6) (m3 +30? —2n — 12) 


(vergl. Beitr. § 27., p. 101 und Gött. Nachr. Februar 1875, p. 95) 
gesetzt wird.“ k 


8 il: 
Anwendung der gefundenen Moduln auf Kegelschnitte. 


Die gefundenen Moduln gelten für jede Æ,, also auch für die in 
Flächen o, x, € (vergl. § 8. und § 9.) ausgcarteten F,. Wenden wir 
nun die Modnln auf die Ausartuug 6 an, so ergeben sich wegen der 
Beziehung, welche ø zu dem Kegelschnitt hat, Moduln und Relationen 
für den Kegelschnitt im Raume. Analog giebt die Anwendung auf 
x Resultate für den Kegel, und die Anwendung auf è Resultate für 
das Gebilde, welche aus einer Geraden, zwei daraufliegenden Punkten 
und zwei hindurchgehenden Ebeuen besteht. Es wird genügen, die 
Moduln der 7 wesentlichen Hauptbedingungen auf 6 und € anzuwenden. 
Dabei haben wir die in § 9. erörterten Beziehungen 


uo=2mo, vó = nő, g00=r0, 
uE =ME, VE = 2nE, QE =TE 


zu beachten, in denen m, n, r wie in § 9. die einfachen Grundbedin- 
gungen des Kegelschnitts im Raume resp. des € definirenden Gebildes 
bedeuten. Namentlich werden wir nun im Folgenden hervorheben, 
auf welche Weise die 7 wesentlichen Hauptbedingungen von den Aus- 
artungen ø und & erfüllt werden; was der Verfasser bisweilen erst 
a posteriori erschlossen hat: 
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I. Anwendung auf o. 


1) oy=4oveo=!onr. Dies ist das bekannte (Gött. Machr. 
Mai 1874, p. 280), auch schon in § 9. vor der Formeltabelle erwähnte 
Resultat, dass für den Kegelschnitt im Raume die Bedingung, eine 
Ebene in einem Punkte einer auf ihr gegebenen Geraden zu berühren, 
den Modul I nr hat. 


2) 6y = jovu = omn. y wird von ø in zwei Fällen erfüllt, 
erstens einmal, wenn der Kegelschnitt durch den Punkt der Bedin- 
gung y geht, zweitens zweimal, wenn die Kegelschnittebene durch die 
Gerade der Bedingung y’ geht. In der That ist 


omn = o (mn — 2m?) + 0 (2m?) 


3) oð = dpo = 2omr. Wir erkennen hieraus, dass bei ø die 
Flächenbedingung ð, eine Gerade eines gegebenen Strahlbüschels zu 
enthalten, zweimal von jedem Kegelschnitt erfüllt wird, welcher einen 
Strahl dieses Strahlbüschels berührt. Jede Tangente des Kegelschnitts 
ist also zweimal eine auf der Fläche o liegende Gerade. 

4) ox = o (m? —In?r+3nr’— Ir’—In'tm+nrm+3nm’—4n?). 
Nun wird aber x von ø, und zwar, wie wir aus Nr. 3) sehen, zwei- 
mal dadurch erfüllt, dass der Kegelschnitt die Gerade der Bedingung 
x£ berührt. Der Modul der Bedingung, eine Gerade zu berühren, ist 
für den Kegelschnitt im Raume (specieller Fall von Formel 6) c) auf 
p. 33 meiner Beitr.). 

mir — 2m. 

Also muss sein: 

2m°r—A4m= En — nr Hin? — Ir —in'mtnrm-+3nm? — 4m). 


Dies giebt keine Identität, sondern eine Relation zwischen den 
dreifachen Charakteristiken des Kegelschnitts im Baume, nämlich: 


2n? — I3n’r + 3nr? — 27? — 6mn? + Amar + mwen — Sm°'r = 0. 


Die Function von n, r, m, welche hier gleich Null gesetzt ist, 
bezeichnen wir der Kürze wegen mit dem Buchstaben A. Multiplicirt 
man die Relation R== (0) mit m? symbolisch, d. h. betrachtet man 
die Kegelschnittebene als fest, so erhält man die Cremona-Halphen’- 
sche Formel 11) auf p. 406 des Clebsch-Lindemann’schen Werkes 
(I. Bd. 1. Th.). Auf diese und die übrigen Relationen zwischen den 
Charakteristiken des Kegelschnitts im Raume kommen wir in § 14. 
zurück. 

5) øw. Die Bedingung w wird von ø einmal dadurch erfüllt, 
dass der Kegelschnitt die Ebene der Bedingung # in ihrem Punkte be- 
rührt, und zweimal dadurch, dass die Kegelschnittebene die Ebene von 
w ist. Daher erhalten wir aus dem Modul von w für den Kegelschnitt 
die Gleichung: 
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Ir(man— 2m?) F 2 - m = — {ns + In?r — Enr? + Jr? 
+ tm — I$nm? + 2m?, 
welche die Relation R = 0 noch einmal liefert. 

6) óy. Die Bedingung y wird von 6 zweimal dadurch erfüllt, 
dass der Kegelschnitt die Gerade der Bedingung y in dem Punkte 
derselben berührt, und auch zweimal dadurch, dass der Kegelschnitt 
in der Ebene von y liegt, und dabei die Gerade von y berührt. Man 
erhält also aus den in $ 10. mit 6) a), 6) b), 6) c) bezeichneten Mo- 
duln die drei Gleichungen: 

a) 2 (4m!nr —m’n—m?’r) + 2m?’r 
= 4 (2n! nr—-2mnt Bmn?r + 12 mnr!— Smr’+24m’nr — 32 mr) 
b) 2 m!nr — m’n— mir) +2 m?r j 
= H{2n?r—In’r?+ 2nr3- Gmn?’r + 0mnr?— 4 mr 12m’nr — 16nr) 
c) 2 (4m’nr— m’n—m?’r) + 2mr . 
= + (dmn’— Omn? r-+6mnr?—4mr— 12m’n? +12 m?nr + 16m?’n 
— 16m?r). 

Diese 3 Gleichungen geben die folgenden Relationen zwischen den 

vierfachen Charakteristiken des Kegelschnitts im Raume: 


a) 2n! — n'r — 2mn — Smn?r + 12mmr? — 8mr? + 8m°nr 
+ 32m’n — 32 mr = 0 

b) 2n?r — Imr? + 2nr? — Omèr + bmnr? — 4mr + 8m’nr 
+ 8mn — 10mr = 0 

ec) 2Zmn? — 3mn?r + I3mmr? — 2m? — Omn? + Im!nr 
+ lmn — Sn?r = 0. 


Die letzte Relation ist nichts anderes, als die mit m symbolisch 
multiplieirte, oben unter 4) abgeleitete Relation 


R=0. 


7) oz. Die Bedingung z wird bei ó 4 mal dadurch erfüllt, dass der 
Kegelschnitt in der Ebene der Bedingung z liegt, und dabei die beiden 
Geraden von 2 berührt. Daher liefert der Modul von z folgende Re- 
lation zwischen den fünffachen Charakteristiken des Kegelschnitts im 
Raume: 


Awr = lin — nr +2? dnr! — 2mn!'—Amn?r!+ 12mnr? 
— 8mrt—8m'nr + 16m’n?+48m?nr). 


Näheres über die Relationen zwischen den Charakteristiken folgt 
in § 14. 
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I. Anwendung auf e. 


Wir begnügen uns hier damit, anzugeben, auf welche Weise die 
Ausartung & die 7 wesentlichen Hauptbedingungen erfüllt. 

1) y wird von.e erfüllt, einmal, wenn ein Hauptpunkt auf der 
Geraden von y liegt, und zweimal, wenn die Hauptgerade in der Ebene 
von y liegt. 

2) y wird von e erfüllt, einmal, wenn eine Hauptebene durch die 
Gerade von y geht, und zweimal, wenn die Hauptgerade durch den 
Punkt von y’ geht. 

3) ô wird von & erfüllt, wenn eine Hauptebene durch den Punkt 
von ò geht, während ein Hauptpunkt in der, Ebene von ò liegt. 

4) x wird von & erfüllt, wenn die Gerade von x in einem der 4 
Strahlbüschel liegt, welche die Hauptpunkte zu Scheiteln und die Haupt- 
ebenen zu Ebenen haben. 

5) w wird von € in drei Fällen erfüllt, erstens, wenn eine Haupt- 
ebene die Ebene von # ist, zweitens, wenn ein Hauptpunkt der Punkt 
von w ist, und drittens, wenn die Hauptgerade in der Ebene von w 
liegt und dabei durch den Punkt von w geht. 

6) y wird von € in drei Fällen erfüllt, erstens, wenn gine Haupt- ' 
ebene die Ebene Yon y ist, während ein Hauptpunkt auf der Geraden 
von y liegt, zweitens, wenn ein Hauptpunkt der Punkt von y ist, während 
eine Hauptebene durch die Gerade von y geht, und drittens viermal, 
wenn die Häuptgerade die Gerade von y ist. 

7) g wird von & erfüllt, erstens, wenn eine Hauptebene die Ebene 
von Z ist, während die beiden Hauptpunkte auf den beiden Geraden 
von £ liegen, und zweitens, wenn ein Hauptpunkt der Punkt von z ist, 
während die beiden Hauptebenen durch die beiden Geraden von z gehen. 


8 12. 


Bestätigung der gefundenen Moduln durch das Princip der speciellen 
Lage. 


Die grosse Fruchtbarkeit des Princips der speciellen Lage (Beitr. $ 7.) 
bei der Lösung der Probleme der abzählenden Geometrie habe ich schon 
durch meine Beitr. vielfach nachgewiesen. Auch bei der vorliegenden 
Untersuchung hat mir dieses Princip viele Bestätigungen geliefert. Die 
a priori vielleicht schwierig zu bestimmenden Multiplicitäten konnten wegen 
der grossen Zahl der möglichen Verificationen immer auch a posteriori er- 
kannt werden. Ich lasse hier von der Anwendung des Princips der 
speciellen Lage auf die Fragen der vorliegenden Abhandlung zunächst 
einige Beispiele folgen, in denen die Bedingung u oder ọ mit gewissen 
Hauptbedingungen zusammengesetzt wird. Dabei sind, der Kürze wegen, 
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Coefficienten, welche eigentlich a posteriori erkannt sind, bisweilen so 
angegeben, als wenn sie von vornherein bekanut wären. 


1) uu. Die beiden Punkte zweier Bedingungen u werden unend- 
lich nahe gelegt. Dann wird ug erstens von jeder Flüche erfüllt, 
welche die Verbindungsgerade der beiden unendlich nahen Punkte in 
der Coincidenzstelle berührt, zweitens von jeder Ausartung o, welche 
ihre Ebene durch den Ooimeidehzpunkt schickt, also: 


w = mo 4 y = 4u (2u —vr) + 4uv. 


2) uv. Der Punkt von u wird auf die Gerade von v gelegt. Dann 
wird uv von jeder Fläche erfüllt, welche die Gerade von » in dem 
Punkte von u berührt, und zwar zweimal, da 

uv==2y. 

3) wo. Der Punkt von p wird in die Ebene von ọ gelegt. Dann 
wird we von jeder Fläche erfüllt, welche die Ebene von @ so berührt, 
dass eine der beiden der Berührung angehôrigen Geraden durch den 
Punkt von u geht, mit andern Worten, von jeder Fläche, die ò erfüllt. 
Wir fanden in der That: 

; ô = uo. - 

4) uy. Der Punkt von u wird in die Gerade der Bedingung y 
gelegt. Dann wird uy erstens einmal von jeder Fläche erfüllt, welche 
diese Gerade enthält, und zweitens zweimal von jeder Fläche, welche 
die Ebene von fa in dei Punkte von u berührt. Also ist: 


uy = x + 2w. 
In der That giebt die Substitution der Moduln von y, x, w in 
ıliese Formel eine Identität. 


Da) yuy. Der Punkt von u wird in die Gerade der Bedingung 
y gelegt. Dann wird uy’ erstens einmal von jeder Fläche erfüllt, 
welche diese Gerade enthält, zweitens zweimal von jeder Ausartung o, 
welche ihre Ebene durch diese Gerade schickt, und drittens einmal von 
jeder Ausartung &, deren eine Hauptebene diese Gerade enthält. Be- 
zeichnet man also für das & definirende Gebilde mit « die Bedingung, 
dass eine der beiden Hauptebenen durch eine ‚Gerade geht, so ist: 


uy =x 4 2mo + ue. 
5b) ey. Bezeichnet man bei & mit « die Bedingung, dass einer 


der beiden Hauptpunkte in einer Geraden liegt, so erhält man aus 5 a) 
durch dualistische Uebertragung: 


ey=ı+2r tue. 
Nun ist aber bei £ das Symbol u + w durch die Grundbedingungen 
m, n, r ausdrückbar. Denn nach dem vorigen $ (I1., 1) und 2)) ist: 
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ye =w E 4 2n.E 
und 

y E = uE +2n,e, 
wo ne und n, bedeuten, dass die Hauptgerade in einer Ebene liegen 
resp. durch einen Punkt gehen soll; ferner ist: 


netnme=n?e. 
Wir erhalten also: 
ue+wWe=mne-+rne — 2n?e. 


Dieses Resultat konnte auch aus des Verfassers Formeln im II. 
Abschnitt seiner Beitr. gewonnen werden [p. 33, F. 9) a) und 10) a) 
für a = 2] (vergl. den unten folgenden Beweis von Hurwitz). 

Addirt man nun die für uy und ọy oben angegebenen kormeln, 
und benutzt dann die eben abgeleitete Formel für ue + we, so er- 
hält man: 


uy +oy=22 + 2m°06 + 2rx + (mn -+rn—2n?)e. 

Die Substitution der für y, y, x gefundenen Moduln, und die 
Einführung der Charakteristiken für die Ausartungssymbole, macht diese 
Gleichung zu einer bestätigenden Identität. 

6)a) uy. Der Punkt von w wird in die Ebene von y gelegt. 
Dann wird uy erstens einmal von jeder Fläche erfüllt, welche die Ge- 
rade von y und die Verbindungsgerade des Punktes von u mit dem 
Punkte von y enthält, zweitens zweimal von jeder Ausartung o, deren 
Kegelschnittebene die Ebene von y ist, und deren Kegelschnitt die 
Gerade von y berührt, drittens von jeder Ausartung €, deren eine 
Hauptebene die Ebene von y ist, während ein Hauptpunkt auf der Ge- 
raden von y liegt ($ 11., Il, 6). Bezeichnet man also bei e mit v die 
Bedingung, dass eine Hauptebene gegeben ist, und ein Hauptpunkt auf 
einer in dieser Ebene gegebenen Geraden liegt, sowie mit v’ die reciproke 
Bedingung, so hat man: 

uy = 2 + 2om°r + er 
oy = 2 + 2am 4 ev. 

Nun ist aber nach § 11., II, Nr. 6, 

Ey = ev+ev +4... }nt. 

Bei Benutzung dieser Gleichung erhält man also durch Addition 
der beiden reciproken Formeln für uy und @y: 

uy + oy = 22 + 20m°r +2xmr? + € (y—2nt). 


Nach Einsetzung der Moduln für y und für die Ausartungssymbole 
erhält man aus dieser Gleichung für z folgenden elementaren Modul: 


und reciprok: 
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z= ġ(— 27 + Iv!a 49v o — 12 r'u? — 16 ruge — 12r? t 10r u? 
+10v?a?e+10v!uo?+19r?0’— 4vu!— 2 ruo — 2v u g’ 
—4rvọ)). 

Dieser Modul für g ist von dem in § 10. abgeleiteten verschieden. 
Beile Moduln hängen zusammen durch die zwischen den fünffachen 
Charakteristiken bestehenden Relationen, welche in $ 15. besprochen 
werden. 

. Wie ich schon oben ($ 10.) in einer Anmerkung erwähnt habe, 
ist der elementare Modul der Hauptbedingung x, eine Gerade zu ent- 
halten, zuerst von Hurwitz durch Induction aufgefunden. Derselbe 
hat mir nun später auch einen hübschen Beweis geliefert, den ich mit 
seiner Erlaubniss in meiner Terminologie hier verôffentliche. 


Hurwitz’s Beweis für seinen Modul. 


Es liegt nahe, den Modul der Bedingung x mit Hülfe des Princips 
der speciellen Lage dadurch abzuleiten, dass man den 3 Punkten der 
Bedingung u’ die besondere Lage von drei in einer Geraden g befind- 
lichen Punkten ertheilt. Dann wird die Bedingung u’ in drei Fällen 
erfüllt: 

erstens, einmal, wenn die F, die Gerade g enthält, 

zweitens, viermal, wenn der Kegelschnitt der Ausartung o seine 
Ebene durch g schickt, 

drittens, einmal, wenn bei der Ausartung & eine der beiden Haupt- 
ebenen durch g geht. i 


Die Multiplicität 4 im zweiten Falle erklärt sich daraus, dass für 
die Ansartnng o die Ebene ihres Kegelschnitts 2 fach, 4fach, 8fach zu 
zählen ist, wenn zu ihrer Bestimmung als doppeltes Punktfeld von 6, 
eine resp. einfache, zweifache, dreifache Bedingung gegeben ist. 

Bezeichnet man daher bei & die Bedingung, dass eine Hauptebene 
eine gegebene Gerade enthält, mit u, und die reciproke Bedingung mit u’, 
so erhült man: 


u? =x + om + eu, 


und reciprok: 
o =x 4 dar Leu. 


Hieraus folgt: 
w? F o = 22 + 4om? + 4ar? + elutu). 


Nun ist, wenn bei & die Bedinguug, dass die Hauptgerade durch 
einen gegebenen Punkt geht, mit n, und die reciproke Bedingung mit 
n. bezeichnet wird, nach den allgemeinen Formeln in Schubert’s 
„Beitr. z. nbz. Geom.“ [II. Abschn. p. 33, F. 9) a) und 10) a)] (vergl. 
oben $ 12. bei 5) b)): 
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Eu = (mn—2n,)e, 
Ew (rn —Qn.)e, | 
also auch: 
E(u) = e(mntrn—2n,—2n.) = e(mn+rn—2n?). 
Substituirt man dies in die Formel für u? 4- 0°’, so kommt: 
ui + op = 2x + Aem + Axr + e(mn+rn—2n?). 
Da nun bei o 2m=u, bei x 2r=g, bei € m=u, 2n=», 
r=o zu setzen ist, und bekanntlich 


o = 2u —v, x —20 —v, t=2v— u —o 
ist, so erhält man schliesslich für x den folgenden elementaren Modul: 


rE tapote g) + 3a’ +ro'—v?u—v?e). 


§ 13. 
Ein allgemeines Eliminationsverfahren in der Charakteristikentheorie. 


Wir werden in den beiden folgenden Paragraphen ein Verfahren 
anwenden, welches dem in Clebsch-Lindemann’s Werke (1. Bd. 
I. Thl. p. 403) für den Kegelschnitt in fester Ebene angewandten Ver- 
fahren analog ist. Da dieses Verfahren von der Natur des vorliegen- 
den (iebildes und der ihm auferlegten Bedingungen ganz unabhängig 
ist, so erörtern wir die mit dem Verfahren zusammenhängenden, fast 
selbstverständlichen Wahrheiten vom allgemeinsten Standpunkte aus. 

Wir setzen voraus, dass durch die œ einem Gebilde mit der Con- 
stantenzahl c auferlegten a-fachen Bedingungen: 


Ai) A) LER a Aa 


jede beliebige andere a-fache Bedingung A in jedem beliebigen a-stufigen 
Systeme ausgedrückt werden kann; und zwar wird dies immer vermit- 
telst einer ganzen linearen Function geschehen müssen (vergl. für meine 
Terminologie die hier in § 1. gegebenen Grundregeln). Dann lässt sich 
zunächst einsehen, dass überhaupt nie mehr als « a-fache Bedingungen 
von einander unabhängig sein können. 


Wählt man nämlich «(> «) a-fache Bedingungen ganz beliebig 
aus, so kann man, der Voraussetzung gemäss, jede dieser Bedingungen 
durch a), @y, *** Qa ausdrücken. Eliminirt man also die & Bedingungen 
Ay, Ay, *** Qa Aus den so entstandenen «œ Gleichungen, so bekommt 
man «@— « Gleichungen zwischen den «’ beliebig ausgewählten Be- 
dingungen. Daraus folgt aber unsere Behauptung. Ist also für ein 
Gebilde eine gewisse Gruppe von « a-fachen Charakteristiken bekannt, 
so kann man auch jeder Gruppe von « von einander unabhängigen 
Bedingungen die Rolle von Charakteristiken zuweisen. Die Zahl « 

23° 
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möge dann die a-fache oder a-stufige Charakteristikenzahl des Gebildes 
heissen., Man kennt bis jetzt die sämmtlichen Charakteristikenzahlen nur 
bei dem Punkte, der Ebene, dem Strahle und dem Kegelschnitt in fester 
Ebene (vergl. Beitr. $ 30.). Beim Punkt und der Ebene ist die einfache 
und die zweifache Charakteristikenzahl gleichl. Beim Strahl ist die ein- 
fache und die dreifache Charakteristikenzahl gleich 1, die zweifache 
gleich 2. Beim Kegelschnitt ist die einfache und die vierfache Cha- 
rakteristikenzahl gleich 2, die zweifache und die dreifache gleich 3 
(Cremona, C. R. Bd. 59, p. 776, Clebsch-Lindemann p. 404). 


Es lässt sich nun zeigen, dass bei jedem Gebilde mit der Constan- 
tenzahl c die a-fache und die (c—a)-fache Charakteristikenzahl gleich 
sein müssen. Sei nämlich « die a-fache Charakteristikenzahl. Dann 
ist jede beliebige a-fache Bedingung A durch «œ willkürlich ausgewählte 
Bedingungen 

a); aay ... e Aa 
darstellbar. Es geschehe dies durch die Fuuction 
A = p-a, Pia Heete Pa Ga) 
wo die p,, Pas **** Pa Coefficienten sind, welche von der Natur der 
Bedingung A abhängen werden. Das a-stufige System, welches man 
sich bei der eben angegebenen Gleichung hinzuzudenken hat, kann man 
sich durch jede beliebige (c — a)-fache Bedingung erzeugt vorstellen. 
Mit andern Worten, die Gleichung kann mit jeder (c—a)-fachen Be- 
dingung symbolisch multiplieirt werden. Wir thun dies mit den ß 
willkürlich gewählten (c—a)-fachen Bedingungen 


bi, bas cr bp. 


Dann erhalten wir ß Gleichungen, in denen auf den rechten Seiten 
die « mal B c-fachen Bedingungssymbole 


abis ab, $ a ag Gaby 


vorkommen. Für jedes setze man nun die zugehörige Anzahl ein, 
nämlich für 
CAM 

immer die Zahl der Gebilde, welche die «-fache Bedingung a; und 
die (c — «a)-fache Bedingung b} erfüllen. Daun ergeben sich ß Glei- 
chungen, aus denen die « Coefficienten p,, Ps, - -- Pa eliminirt wer- 
den können. Nach dieser Elimination erhält man ß—« Gleichungen 
zwischen den ß beliebig gewählten (e—a)-fachen Bedingungen b,, 
Da, : + + bp, welche sich auf das durch die Bedingung A definirte 
(c—a)-stufige System, also auf ein ganz beliebiges (c— a)- stufiges 
System beziehen. Danit ist nachgewiesen, dass nie mehr als « (c—a)- 
fache Bedingungen von einander unabhängig sein können, dass also die 
(c—a)-fache Charakteristikenzahl nicht grösser als die a-fache sein 
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kann. Ebenso lässt steh natürlich zeigen, dass die a- fache nicht grösser 
als die (c—a)-fache Charakteristikenzahl ist. Daraus folgt, dass beide 
Charakteristikenzahlen gleich sind. 

Aus diesem Beweise erhellt zugleich, wie man durch gewöhnliche 
Lliminationen die a Coefficienten p,, Pa, +: + Pa, Welche in den Modul: 
A = p, a + Pr’ ag +: Pa a 
einer a-fachen Bedingung A eintreten, durch die « Zahlen ausdrücken 
kann, welche angeben, wieviel Gebilde A und ausserdem «œ beliebig 
gewählte (c— aj-fache Bedingungen erfüllen, vorausgesetzt, dass man 
die « mal « Zahlen kennt, welche angeben, wieviel Gebilde jede dieser 
« beliebig gewählten (c—«a)-fachen Bedingungen, und zugleich jede 

der «œ in den Modul von A aufgenommenen Bedingungen erfüllen. 

Man kann den eben bewiesenen Satz auch so aussprechen: „Bei 
Jedem Gebilde mit der Constantenzahl c ist zur Bestimmung der Zahl 
der gemeinsamen Elemente eines a-stufigen und eines (c— a)-stufigen 
Systems aus jedem Systeme eine gleiche Zahl von Bedingungen erfor- 
derlich.“ 


8 14. 


Die Relationen zwischen den Charakteristiken des Kegelschnitts im 
Raume. 


Wir haben in $ 11. zwischen den 10 dreifachen Charakteristiken _ 
des Kegelschnitts 
n3, fr, nr?, r3, mi, mnr, mr?, mn, Mr, nè 
mehrere Male eine Relation gewonnen, welche lautete: 
R= 2n?—3n?’r + 3nr?— 2r —Gmn?+ Amnr+12m?n—8Em’r—=0. 


Wir schliessen an diese Formel, welche, wie schon oben gesagt 
ist, die Verallgemeinerung der Formel 11 auf p. 406 des Clebsch- 
Lindemann’schen Werkes ist, eine Erörterung über die Relationen 
zwischen den a-fachen Charakteristikenzahlen überhaupt. 

Zunächst ist leicht einzusehen, dass zwischen jenen 10 dreifachen 
Charakteristiken ausser À —0 nicht noch eine zweite Relation S= 0 
bestehen kann. Hätte S = 0 nämlich von m freie Glieder, welche mit 
den von m freien Gliedern der Relation R=0 nicht übereinstimmten, so 
würde man daraus durch symbolische Multiplication mit m’, d. h. für den 
Kegelschnitt in fester Ebene, noch eine zweite von der bekannten ver- 
schiedene Relation gewinnen können. Dass aber zwischen den drei- 
fachen Charakteristiken des Kegelschnitts in /ester Ebene nur die eine 
Relation bestelt, ist bekannt. Stimmten ferner die von m freien Glie- 
der der etwaigen zweiten Relation S= 0 mit den von m freien Gliedern 
in R=1) überein, so würde man durch Subtraction der beiden Formeln 


358 H. Scaupenr. 


R = 0 und S = 0 eine Relation gewinnen, welche keine von m freien 
Glieder besässe, welche also durch symbolische Multiplication mit m? 
eine Relation zwischen den eweifachen Charakteristiken bei fester Ebene 
ergeben würde. Dass eine solche nicht existirt, ist durch Cremona’s, 
Halphen’s und Lindemann’s Untersuchungen bekannt. Daher ist 
auch der dritte denkbare Fall nicht möglich, dass die etwaige zweite 
Relation S = 0 keine. von m freien Glieder besässe. Ji = 0 ist also 
die einzige Relation zwischen den dreifachen Charakteristiken. Aus diesem 
Beweise geht zugleich hervor, dass zwischen den zweifachen und zwischen 
den einfachen Charakteristiken keine Relation bestehen kann. 

Es fragt sich nun, wieviel Relationen zwischen den 14 vierfachen 
Charakteristiken : 


ni, Pr, WT, nr, ri, ar, MAI, om, WR, Enr, mr, 
min, mer 


bestehen. Zunächst ergeben sich aus R == O durch symbolische Multi- 
plication mit m, n, r drei solche Relationen, welche sich leicht als 
von einander unabhängig erkennen lassen. Es muss jedoch noch eine 
vierte von diesen dreien unabhängige Relation bestehen. Denn beim 
Kegelschnitt in fester Ebene giebt es zwischen den vierfachen Charak- 
teristiken nicht bloss die beiden Relationen, welche aus der Relation 
zwischen den dreifachen Charakteristiken durch symbolische Multipli- 
cation mit n und r hervorgehen, sondern noch eine andere von diesen 
unabhängige Relation. Dort kann man eine solche andere Relation 
durch Benutzung des Umstandes erhalten, dass der in ein Punktepaar 
ausgeartete Kegelschnitt die Bedingung, durch drei in der Ebene ge- 
gebene Punkte zu gehen, nicht zu erfüllen vermag, oder auch dadurch, 
dass der in ein Geradenpaar ausgeartete Kegelschnitt die Bedingung, 
drei in der Ebene gegebene Gerade zu berühren, nicht befriedigen kann. 
Ein analoges Verfahren schlagen wir jetzt ein, um auch für den Kegel- 
schnitt im Raume 2 Relationen abzuleiten, deren jede von den drei 
Relationen 
mR=0, nk=0, rR=0 

unabhängig ist. Man bezeichne mit ò den Kegelschnitt, dessen sämmt- 
liche Punkte auf zwei Geraden liegen, und dessen süämmtliche Tangen- 
ten die doppelt zu rechnenden Strahlen durch den Schnittpunkt dieser 
beiden Geraden sind, ferner mit & deu Kegelschnitt, dessen sämnit- 
liche Punkte die doppelt zu rechnenden Punkte einer Geraden sind, 
und dessen sämmtliche Tangenten die Strahlen zweier Strahlbüschel 
sind, deren Scheitel auf jener Geraden liegen. Dann verlangt unsere 
Terminologie, dass wir mit ð resp. & auch die Zahl der in einem cin- 
stufigen Systeme von Kegelschnitten befindlichen Ausartungen à resp. & 
bezeichnen, und mit z resp. z die Zahl derjenigen Ausartungen ð 
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resp. & eines Systems, welche. die Bedingung s erfüllen. Also giebt 
das Chasles’sche Correspondenzprincip im Strahlbüschel und im Ebe- 
nenbüschel die beiden Formeln: 


2n =r p 2m4 E, 
2r = n + 0. 
Ist ferner p der Punkt der Ausartung ð, e ihre Ebene, so besteht 


zwischen den Grundbedingungen von p und e die aus meinen Beitr. 
($ 9., HE) bekannte allgemeine Formel: 


p — pe + pe — e =. 
Wird ò nun als Kegelschnitt betrachtet, so ist r = 2p, m = e 


zu setzen. Daher ergiebt jene allgemeine Formel für den Kegelschnitt 


die Relation: 
öl —4r'm+irm’— m?) = 0, 
oder: l 
(2r --n) (1—4 r m4 4r m ms) = 0, 


woraus man die folgende Relation zwischen den vierfachen Charakteri- 
stiken des Kegelschnilts im Raume erhält: 


T--2r! ar +2mnr? 4m —4mnr 48n r 48m’ n— 16m’ r=0. 


Wenden wir jetzt das analoge Verfahren bei der Ausartung € an, 
deren Gerade g und deren Ebene e heissen möge, so haben wir von 
den allgemeinen Formeln diejenige zu benutzen, welche sich aus 


. Yp — eg 4 e = 0 (Beitr. $ 9., IL) 
durch symbolische Multiplication mit y ergiebt, also: 
Iren. 
Setzen wir also für den Kegelschnitt € 2g =n, c = m, so kommt: 
(kn? — Entonmt+ hum?) = 0, 
(Zn—r — 2m) (qg — 4n mt nm?) = 0, 


woraus man die folgende Relation zwischen den vierfachen Charakteristi- 
ken des Kegelschnitts im Raume erhält: 


oder: 


T_2n!— nr Omn? + Amn?r + 24 mn? — Im’nr - 16m’n = 0. 


Wir haben jetzt im Ganzen 5 Relationen vierter Dimension gewonnen, 
nämlich: 
mR=0, aR=0, rk=0, T=0, T=0. 


Dass aber beim Kegelschnitt im Raume nur 4 von einander unab- 
hängige Relationen vierter Dimension bestehen können, folgt, ähnlich 
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wie oben, daraus, dass erstens für deu Kegelschnitt in fester Ebene 
nur 3 solche Relationen existiren, und dass zweitens nur Eine Relation 
vierter Dimension möglich ist, deren sämmtliche Glieder den Factor 
m enthalten, weil nur die Eine Relation dritter Dimension bestehen 
konnte, Es muss also zwischen den abgeleiteten 5 Relationen eine 
Abhängigkeit stattfinden. In der That ist: 


Rn+Rr—2Rm+T—T =0. 


Demgemäss müssen auch die Relationen, welchen wir in § 11., 

Nr. 6, begegnet sind, von den eben angegebenen Relationen abhängen. 
Es ist leicht, diese Abhängigkeit zu constatiren. 
-Die voranstehenden Betrachtungen über die’ Relationen zwischen 
den aus m, n, r zusammengesetzten Bedingungen, und eine in § 13. 
gegebene Definition berechtigen jetzt zu dem Ausspruch des folgenden 
Satzes: 

Wenn überhaupt beim Kegelschnitt im KRaume jede Bedingung durch 
die Charakteristiken m, n, r ausgedrückt werden kann, so hat dieses 
Gebilde: 

1) die einfache Charakteristikenzahl 3, 
2) die zweifache 6, 

3) die dreifache 10 — 1 = 9, 

4) die vierfache 14 — 4 = 10. - 


Wenden wir jetzt den im vorigen Paragraphen erläuterten allge- 
meinen Satz auf den Kegelschnitt im Raume an, so erhalten wir weiter: 
Dieses Gebilde hat: 

5) die fünffache Charakteristikenzahl 9 = 18 — 9, 
6) die sechsfache 6 = 22 — 16, 
T) die siebenfache 3 = 26 — 23. 


Die 9, 16, 23 von einander unabhängigen Relationen zwischen 
den bez. 18 fünffachen, 22 sechsfachen, 26 siebeufachen Charakteristiken 
würden durch das Eliminationsverfahren von $ 13. leicht hergestellt 
werden können. 


8 15. 


Die Relationen zwischen den Charakteristiken der Fläche zweiter 
> Ordnung. 


Wir sind in $ 10. zwei Relationen zwischen den vierfachen Charakte- 
ristiken der F, begegnet. Diese Relationen können auch sehr leicht 
aus der zwischen den dreifachen Charakteristiken des Kegelschnitts 
bestehenden, in § 14. besprochenen Relation A=0 gewonnen werden. 
Da nämlich für die F}: 
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o = 2u — v; 
2mo = uo; no = VO; ro = Q0 

ist, so erhalten wir aus jener Relation zwischen den m, n, r des 
Kegelschnitts, für die F, die Relation: 

(2u— v) (2v 3120 + 3vo?—20?—-3uv’+2uvo+3uv—2ue)=0 
oder: | 

U = —2v1+7mu+3vo—9vu—8rup—3v o +Gvu+Gvu’o 

+Gvuo + 2v" — Auto — 4u g’ = 0. 

Da die F, sich selbst reciprok ist, diese Relation aber nicht, so 
erhalten wir aus ihr durch dualistische Uebertragung eine neue Relation, 
nämlich: 

U'— — 2v! 43r u4 Trg — 3v u? —8 rug — Iv?o?+2vu?+6vn?o 
+6vue* + 6r — 4u°o — 4u = 0. 

Die Berechnung von — $(U+ U’) und von J(U— U’) giebt zwei 

sich selbst reciproke Relationen, nämlich: 
— 4 U+U)= V = 2r! 5vig—5v?o+6v?u?+8V?uo+6v?e? 
—4vu—Gruo—Gruç—4vo"+4uo 
+40 = 0; 
y(U— U) = W=2nu— 21e — 3vpu+3v 9 +2vu—2vo—0,. 

Diese Relationen V = 0 und W = O sind dieselben, die wir schon 

in § 10. angetroffen, und dort mit 8) und 9) bezeichnet haben. 


Bezieht man die Relationen V=0 und W=0 auf die ausgeartete 
Fläche o, so erhält man, nach Einführung der Symbole m, n, r für 
u, v, ọ, Relationen für den Kegelschnitt, welche die in $ 14. be- 
sprochenen Relationen bestätigen. 


Wir beweisen nun, dass zwischen den dreifachen Charakteristiken 
der F, keine Relation bestehen kann. Bestände nämlich eine solche 
S—0, so würde dieselbe, auf g angewandt, die einzige Relation zwischen 
den dreifachen Charakteristiken des Kegelschnitts R=0 geben müssen. 
S= 0 würde also, in u, v, ọ ausgedrückt, heissen müssen, wie folgt: 


27? — 3v?a — 3vV?o + 3vu? + 3v0? + 2vug — 2w — 20° = 0. 


Da die F, aber ein sich selbst reciprokes Gebilde ist, so würde 
diese Relation, dualistisch übersetzt, eine zweite Relation nach sich 
ziehen, welche von ihr verschieden ist. Diese würde, auf o angewandt, 
eine von R=0 verschiedene Relation zwischen den dreifachen Charakte- 
ristiken des Kegelschnitts geben. Wir wissen aber, dass eine solche 
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nicht existirt. Also besteht zwischen den dreifachen Charakteristiken der 
F, keine Relation. 

In ähnlicher Weise, wenn auch vielleicht etwas umständlicher, 
kann man finden, dass zwischen den vierfachen Charakteristiken ausser 
den beiden Relationen VY=0 und W = 0 keine dritte von diesen un- 
abhängige existiren kann. 

Damit gewinnen wir denn den Satz: 

Wenn überhaupt bei der quadratischen Fläche jede Bedingung durch 
die Charakteristiken u, v, o ausgedrückt werden kann, so hat dieses 
Gebilde: | 

1) die einfache Charakteristikenzahl 3, 
2) die zweifache 6, 

3) die dreifache 10, 

4) die vierfache 15 — 2 = 13. 

Wenden wir jetzt den in $ 13. erläuterten allgemeinen Satz auf 
die F, an, so erhalten wir weiter: Dieses Gebilde hat: 

5) die fünffache Charakteristikenza hl 13 = 21 — 8, 
6) die sechsfache 10 = 28 — 18, 

1) die siebenfache 6 = 36 — 50, 

8) die achtfache 3 = 45 — 42. 


Die S, 18, 30, 42 von einander unabhängigen lvelationen, welche 
hiernach zwischen den bez. 21 fünffachen, 28 sechsfachen, 36 sieben- 
fachen, 45 achtfachen Charakteristiken der F, bestehen müssen, könnte 
man jetzt durch das Eliminationsverfahren des $ 13. ohne sachliche 
Schwierigkeit herstellen. Doch würde dieser Weg etwas laugweilig sein. 
Wir wollen desshalb die 8 Relationen zwischen den fünffachen, und 
die 18 zwischen den sechsfachen Charakteristiken auf einem anderen, 
etwas interessanteren Wege aufsuchen. Wir erhalten nämlich zunächst 
durch symbolische Multiplication der beiden Relationen V =O und 
W =Q mit u, v und ọ sechs Relationen fünfter Dimension. Beachten 
wir ferner, dass die Ausartung 6 die Bedingung a! nicht zu erfüllen 
vermag, weil durch 4 gegebene Punkte keine Ebene gelegt werden 
kann, so erhalten wir ou! = 0, oder: 

2u—v)u!=0 
und reciprok: 
Ze-v)e!=V0. 


Es fragt sich nun’, ob die so gewonnenen 8 Relationen von cein- 
ander unabhängig sind. Um dies zu untersuchen, bilden wir die Glei- 
chung: 
e-uV+ß-vVY+yoV+öuWtEe»W+SoW-+n-(2u’—u'v) 

+3. 2) =0, 
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wo die «, B, y, Ò, &, 6, n, 9 unbestimmte Coefficienten sind, und setzen 
den Coefficienten jeder der entstehenden 21 fünffachen Charakteristiken 
gleich Null. Dann ergiebt sich, dass die 21 so gebildeten Gleichungen 
sich in keinem andern Falle mit einander vertragen, als wenn jeder 
der 8 Coefficienten Null ist, Folglich sind jene 8 Relationen von ein- 
ander unabhängig. 

Für die sechsfachen Charakteristiken erhält man zunächst 18 Re- 
lationen dadurch, dass man V=0 und W=0 mit v?, vu, vo, u’, up, 0°; 
ferner 2u°— u'y =Q und 20’ — ọ'v =Ù mit u, v uud ọ symbolisch 
multiplicirt. Jedoch sind diese 18 Relationen nicht von einander unab- 
hängig. Man findet nämlich durch das Verfahren, welches dem eben 
bei den fünffachen Charakteristiken angewandten Verfahren analog ist, 
dass die 18 Relationen nur 17 von einander unabhängige repräsentiren. 
Dieses constatiren wir in folgender Weise. 

Die beiden Relationen vierter Dimension konnten wir dadurch ge- 
winnen, dass wir den aus À hervorgeheuden Ausdruck: 


Qo 2v — Svtu — Svp + 3rvu? + 2vuo + 3v — 2uto — 20° 
mit 2u — v symbolisch multiplicirten, und den erhaltenen Ausdruck, 


sowie den dualistisch entsprechenden gleich Null setzten. Die beiden 
Relationen waren also: 


(2u—v):Q—=0 und (20- r): €Q =0, 
wo Q der zu Q reciproke Ausdruck ist. Multipheirt man nun die 
erste Relation symbolisch mit (29 — v) (u-+ọ), die zweite mit (2u — v), 
(u-+ọ), und subtrahirt die zweite der entstehenden Gleichungen von 
der ersten, so erhält man folgende Relation sechster Dimension: 


(2u — v) (20—v)(u+0)(0—0Q)—0, 
Q — dere Hee — e") 
2(2u— v) (2ọ—v) - (u+e)(u—m'e+mo — o) = 0, 


< 


und da 


ist, 


woraus folgt: 
(2p — v) (2ọ— v) (u' — ọ') = 0. 
Diese selbe Relation erhält man aber auch, wenn man die Rela- 
tion (2u—v) - u! = 0 mit 29 — v, die dualistisch entsprechende mit 
2u — v symbolisch multiplieirt, und die zweite der entstehenden Glei- 
chungen von der ersten subtrahirt. Dann kommt nämlich auch: 


(2u — v) (2ọ — v) (u'— 0!) = 0. 


Folglich repräsentiren jene 18 Relationen nur 17 von cinander un- 
abhängige. Da wir nun a priori wissen, dass 18 von einander unab- 
hängige Relationen zwischen den 6-fachen Charakteristiken existiren, 
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so muss noch eine achtzehnte von den 17 gefundenen Relationen unab- 
hängige Relation bestehen. In der That erhält man eine solche, wenn 
man beachtet, dass die Ausartung € die Bedingung v* nicht zu erfüllen 
vermag, weil es keine Gerade giebt, die fünf beliebig gegebene Gerade 
schneidet. Daraus folgt nämlich v’e—= 0, oder: 

v(2v—u—e)=0, 


und dieses ist die gesuchte achtzehnte Relation. 


Hildesheim, den 29. Fehruar 1876. 
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Ueber den Verlauf der Abel’schen Integrale bei den Curven 
vierten Grades. 


Von Fezix KLEIN in München. 


(Mit 3 lithographirten Tafeln.) 


u — 


Die nachfolgenden Untersuchungen beschäftigen sich mit der Auf- 
gabe, bei den allgemeinen Curven vierten Grades den Verlauf der 
Abel’scheu Integrale an den Curven selbst zur unmittelbaren An- 
schauung zu bringen. Inzwischen dürfen sie nur als ein erster Versuch 
in dieser Richtung betrachtet werden; denn sie sind weder methodisch 
durchgebildet noch umfassend genug, um als abschliessende Behandlung 
des Gegenstandes zu erscheinen. Immerhin hoffe ich, einen brauch- 
baren Anfang zu machen, ähnlich, wie ich dies früher (diese Anna- 
len VII, p. 560) hinsichtlich des elliptischen Integrals bei den Curven 
dritten Grades versuchte — ein Versuch, auf welchem dann Hr. Har- 
nack weiter gearbeitet hat (ib. IX, p. 1, 218). Hier wie dort bildet 
das hauptsächliche Hülfsmittel die neue Art Riemann’scher Flächen, 
welche ich damals einführte (obgleich man dieselben Dinge minder be- 
quem auch bei der gew. Riemann’schen Fläche würde überlegen 
können). Ich verwende sodann, bei dieser ersten Darstellung, in aus- 
giebiger Weise das Princip, complieirte Verhältnisse aus einfachen durch 
Greneübergang entstehen zu lassen und so der Discussion zugänglich zu 
machen. Indem ich von einem Ellipsenpaare als specieller Curve vier- 
ten Grades ausgehe, erhält der Stoff eine Gruppirung und Begrenzung, 
die man vielfach als zufällig erkennen wird; auch wird man finden, 
dass die Darstellung an manchen Orten nur skizzenhaft ist. Was mir 
wertlivoll scheint, ist die Tendenz der Betrachtungen und die Art der 
Resultate; ich gebe der Hoffnung Raum, später dieselben Dinge syste- 
matischer und vollständiger, vielleicht unter Ausdehnung auf Curven 
n'en Grades, noch einmal vortragen zu können. 


§ 1. 
Graphische Repräsentation algebraischer Integrale. 


Den Verlauf einer Function von x + iy 


fe+i) = P+iQ 
kann man in der Art passend zur Anschauung bringen, dass man in 
der x + iy-Ebene die Curvensysteme 
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P=, det 


zeichnet. Ist f insbesondere das Integral einer algebraischen Function, 
und substituirt man für die x + ?y-Ebene die zugehörige (gewöhn- 
liche) Riemann’sche Fläche, so wird dieselbe, allgemein zu reden, 
von jedem der beiden Curvensysteme einfach überdeckt sein, und in 
jedem Punkte wird sich die hindurchgehende Curve P mit der hin- 
durchgehenden Curve Q rechtwinklig kreuzen. Eine Ausnahme machen 
nur die Verschwindungspunkte des Differentials und die Unendlichkeits- 
punkte. Durch einen Verschwindungspunkt (den wir in der Folge 
immer als einfach voraussetzen wollen) gehen zwei zu einander recht- 
winklige Curven P und ebenso zwei zu einander rechtwinklige Curven 
Q; wechselseitig schliessen diese Curven Winkel von 45° ein. — Von 
Unuendlichkeitspunkten mögen auch nur die einfachsten in Betracht 
gezogen werden, in denen das Integral unendlich wird wie c - log £ 
für 2= 0. Noch fügen wir die Beschränkung hinzu, dass c eine reelle 
Constante sein soll. Dann wird der betr. Punkt von den Curven P in 
immer enger werdenden Kreisen umgeben, während in allen Richtungen 
Curven © durch ilın hindurchgehen. 


Neben diesen Sätzen, die als bekannt gelten können, und einigen 
anderen, die sich weiterhin an den einzelnen Figuren von selbst er- 
geben, werde ich noch den folgenden gebrauchen: 


Ist eine Curve P oder Q geschlossen, so sind es die nächstfolgenden 
auch. 


Um ihn zu beweisen, scheint es am einfachsten, das Bild einer strö- 
menden Flüssigkeit zu verwerthen, und desshalb stelle ich ihn hier voran, 
da diese andersartige Vorstellung spüter den allgemeinen Gedauken- 
gang zu sehr unterbrechen würde. Es sei die Riemann ’sche Fläche 
mit einer überall gleich hohen Schicht einer homogenen Flüssigkeit 
überdeckt und diese bewege sich in der Art, dass P das Geschwindig- 
keitspotential ist. Dann sind bekanntlich die Curven Q == C die Strö- 
mungscurven und die Strömung ist, geometrisch zu reden, stationär. 
In jedem Punkte wird ebensoviel Flüssigkeit abgegeben als aufgenom- 
men, nur die Unendlichkeitspunkte repräsentiren Quellen von einer 
gewissen, positiven oder negativen, Ergiebigkeit. (Vertauscht man die 
Buchstaben P und Q, so repräsentiren die Unendlichkeitspunkte, für 
die dann gedachte Flüssigkeitsbewegung, nicht mehr Quellen, sondern 
Wirbelpunkte) Auf Grund dieser Vorstellung ergiebt sich unser Satz 
sofort. Man betrachte die Flüssigkeit, welche in dem Canale strömt, 
der von zwei Curven Q = C und Q = C + dC eingeschlossen wird. 
Die Geschwindigkeit der Flüssigkeit und also die Breite des Canals 
ist eine eindeutige Function der Stelle in der Riemann 'schen Fläche; 
läuft also das eine Ufer des Canals in sich zurück, so das andere 
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auch, w. z. b. Bei diesem Beweise ist vorausgesetzt, dass der Canal 
keinen Unendlichkeitspunkt und keinen Verschwindungspunkt des Dif- 
ferentials einschliesst; in den Fällen wäre auch der Satz nicht ohne 
Weiteres richtig. 

Statt der gewöhnlichen Riemann’schen Fläche wollen wir jetzt 
eine von der „neuen Art“ voraussetzen. Für sie werden die über («ke 
Curvensysteme P, Q aufgestellten Sätze im Wesentlichen auch gelten, 
d. h. soweit sie blosse Lagenverhältnisse betreffen. Unsere Flächen 
sind Aggregate ebener Blätter und müssen also an den Randcurven, 
in welchen zwei verschiedene Blätter zusammenhängen, mit unendlich 
grosser Krümmung gedacht werden. Inzwischen ist es vortheilhaft, 
sich die betr. Flächen als stetig gekrümmte, im Raume gelegene Flä- 
chen vorzustellen, von welchen die betr. ebene Figur nur eine per- 
spectivische Zeichnung giebt, bei der sich an den Randeurven Ver- 
kürzungen einstellen. Diese räumlichen Flächen werden von den Cur- 
ven P, Q in der Art je einfach überdeckt, dass sich die beiden Curven- 
schaaren überall, freilich nicht rechtwinklig, aber unter endlichem 
Winkel durchschneiden (vergl. indess diese Annalen IX, p. 31 Note). 
In den Verschwindungspunkten des Differentials werden sich zwei 
Curven P und zwei Curven Q kreuzen; die Curven P werden die Cur- 
ven Q von einander trennen. In den Unendlichkeitspunkten werden 
die Curven Q nach wie vor von allen Seiten zusammenlaufen, und die 
Curveu P werden diese Punkte mit immer enger werdenden Ovalen 
umgeben. Dass auf geschlossene Curven P, Q zunächst weitere ge- 
schlossene folgen, bleibt richtig, u. s. f. 


82. 
Das Logarithmus-Integral beim Kegelschnitt. 


Es seien %,, %,, u, die homogenen Coordinaten der geraden Linie, 
[(u) = 0 sei die Gleichung eines als Classencurve aufgefassten Kegel- 
schnitts. Dann sind die einfachsten Integrale, welche längs desselben 
erstreckt werden können, in der Form enthalten: 


, Ce Ur du, | 
D a | €s us dus | č À A [cu du 
ts al ef RER WE), 
® (aru, + aus + asus) (zn A eo +6 3m) 3 vi 


Wird der Punkt u«a = O als nicht dem Kegelschnitte augehörig 
vorausgesetzt, so besitzt das Integral zwei einfache Unendlichkeits- 
stellen, entsprechend den beiden Tangenten, die man von dem Punkte 
an den Kegelschnitt legen kann; dagegen giebt es keine Verschwin- 
dungspunkte des Differentials. i 
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Es soll nun f= 0 als Ellipse gezeichnet sein, ta = O sei ein 
reeller Punkt ausserhalb derselben. Dann mag eine solche Coordinaten- 
bestimmung U,, U,, U, eingeführt werden, dass 


U,=0\ die Berührungspunkte der beiden von ua = 0 ausgehenden 
U,=.0 Tangenten, 
 U,=0 den Punkt ua = 0 selbst vorstellt. 
So wird bei geeigneter Bestimmung der Factoren der Kegelschnitt die 
Gleichung erhalten: 
F= U, U, — U} = 0, 
während das Integral die Form: 
|CUdU | 
U,-2C Fr, 
angenommen hat. Setzt man C, = 0, C, = 0, so bekommt man: 
U, dU, — U,d U " U,d U, — UA U U a 
f kT = f- ae ATE, TA, 


wo die Integrationsconstante K weiterhin gleich Null gesetzt wer- 
den soll. 
Die Werthe, welche das auf diese Weise gewonnene Integral 


4 log ce = P+iQ 
2 . 
bei seiner Ausbreitung über die zur Ellipse gehörige, das Innere der- 
selben doppelt überdeekende Riemann'sche Fläche annimmt, insbeson- 
dere die Curvensysteme P= C, Q =C, sollen jetzt untersucht werden. 
Zu dem Zwecke setze ich die Coordinaten U,, U, einer complexen 
Tangente des Kegelschnittes gleich: 
U, =], i 
U, = ọ (cos ọ + à sin p); 
dann wird, vermöge der Kegelschnittgleichung: 
U, = 0? (cos 2g + 1 sin 2g). 
Der reelle Punkt, welcher dieser complexen Tangente angehört und 


der sie, als Punkt der Riemann’schen Fläche gedacht, repräsentirt, 
wird den beiden Gleichungen genügen : 


* g? cos 2g -xi + x, + 0: cos o- x, = 0, 
op? sin 29-24, + - +o-snp:1,=0. 
Hieraus ergiebt sich: 
Lim: =l:.gt:— 20 ce 


Va 


o= Vz, ? 


und 


Ts 
cos p = — } . ve Ve . 
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Andererseits aber ist unser Integral: 


U . ” 
Log (y) = P+i0 = lge + ip, 
sodass also: 
P=loge, Q=p. 
Die Curven P= C, Q =C genügen daher auch Gleichungen der 


? 


Form ọ =C, ọ =C oder & = 0, -$ =C. 
2 


Tir 
Die Curven P= C werden also vorgestellt durch Stücke von geraden 
Linien, die, verlängert gedacht, durch den Punkt U, hindurchgehen. 
Die Curven Q = C bilden Bestandtheile von Kegelschnitten, welche die 
gegebene Ellipse in den Punkten U,, U, berühren. 


Diese Verhältnisse sind auf der beistehenden Figur erläutert: 


Fig 1. 


Man hat die geraden Linien P == C aufzufassen als Curven, die 
sowohl auf der Vorderseite als auf der Rückseite des elliptischen Doppel- 
blattes verlaufen. Denkt man sich das letztere räumlich, als Ellipsoid, 
so umgeben diese Curven die beiden Uneudlichkeitsstellen U, == 0, 
U,—0 mit immer enger werdenden Ovalen. Ich nenne diese Curven, 
sowie auch später ähnlich gelegene Curven bei complicirteren Flächen, 
Meridianceurven.'— Die Curven Q= C liegen entweder ganz auf der 
Vorderseite oder ganz auf der Rückseite der Fläche und ziehen sich 
von einer Unendlichkeitsstelle zur anderen hin. Zu ihnen gehören 
namentlich auch die beiden Segmente, in welche die gegebene Ellipse 
durch die beiden Unendlichkeitspunkte zerlegt wird, sowie die gerad- 
linige Strecke, welche diese Punkte verbindet. Lüngs des einen Seg- 
mentes finden sich die reellen Werthe des Integrals, oder allgemein 
diejenigen, deren imaginärer Bestandtheil ein ganzzahliges Multiplum 
von + 2ix beträgt. Die Punkte des anderen Segmentes erhalten Argu- 
mente mit dem imaginären Bestandtheile iz, resp. unter k eine ganze 
Zahl verstanden ix (+2%+ 1). Endlich, längs der geradlinigen Strecke 
sind solche Werthe vertheilt, welche, modulo 2ix, den imaginären Be- 


standtheil '" oder 17 


Strecke beigelegt werden, sofern sie auf der Vorderseite der Riemann’- 
schen Fläche gedacht wird, dann finden die anderen ihre Repräsen- 


aufweisen. Die ersteren mögen der betr. 
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tation an den entsprechenden Stellen der Rückseite. Durchläuft man 
eine Meridiancurve, am Segmente der reellen Argumente beginnend, 
über die Vorderseite der Fläche hin und dann über die Rückseite zum 
Ausgangspunkte zurück, so wächst nach dieser Festsetzung das Integral 
um +2ix. Die Periode tritt also positiv zu, wenn man den negati- 
ven Unendlichkeitspunkt in einem Sinne umkreist, der für einen aussen 
stehenden Beobachter mit dem Sinne des Zeigers einer Uhr überein- 
stimmt. Diese, übrigens willkürlich aufgestellte, Regel soll weiterhin 
immer festgehalten werden. — Noch mag hervorgehoben werden, dass 
die Curven Q = C, abgesehen von der eben besprochenen geradlinigen 
Strecke, die gegebene Ellipse in den Unendlichkeitsstellen alle berühren. 
Dies hat in der That zur Folge, wie es nach $ 1. sein soll, dass, bei 
der räumlich gedachten Fläche, die Curven Q = C durch die Unend- 
lichkeitspunkte von allen Seiten hindurchlaufen. 

Die hiermit vorgetragenen, auf den einzelnen Kegelschnitt bezüg- 
lichen Entwickelungen, die wir als Einleitung zum Folgenden hier voran- 
gestellt haben, sind, von allgemeinerem Gesichtspunkte aus, bereits von 
Hru. Harnack (diese Annalen Bd. IX, p. 407) gegeben worden. Sie 
erscheinen bei ihm als ein besonderer Fall umfassenderer Sätze, die 
sich auf das überall endliche elliptische Integral bei Curven dritten 
Grades beziehen. Die Art und Weise, vermüge deren er von der all- 
gemeinen Curve dritter Classe hinabsteigt zu der besonderen Curve, die 
aus einem Kegelschnitte und einem Punkte besteht, ist durchaus analog 
der weiterhin von uns eingehaltenen Methode, von einem Kegelschnitt- 
paare zur allgemeinen Curve vierter Classe aufzusteigen. Es würde zu 
weit führen, diese Analogie weiterhin fortwährend hervortreten zu lassen; 
ich beschränke mich also auf das hier gegebene Citat. 


§ 3. 
Integrale beim Kegelschnittpaare. 
Es mögen jetzt zwei Ellipsen gegeben sein, die congrnent, con-. 


centrisch und unter 90 Grad gegen einander gekreuzt sind. Ihre Glei- 
chungen seien, in rechtwinkeligen Liniencoordinaten: 


v0, 1=0, 

wo 

y = ew + Lo? — at, 

4 = Lu? + av? — w°. 
So soll die Vereinigung beider: 

p=0 Pr.) 

als Curve vierter Classe betrachtet werden, und bei ihr mögen wir 
einige derjenigen Integrale studiren, die bei der allgemeinen Curve 
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vierter Classe (die keine Doppeltangente hat) als Integrale erster Gat- 
tung bezeichnet werden. Dieselben haben die Gestalt: 


et 
FINS ke 
f Zc;y, 


‚(statt u,, tt, u, ist dann bez. u, v, w zu schreiben). Sie enthalten 
drei wesentliche Constante, die Coefficienten œ des Zählers; der Punkt 
ua == 0 soll der Nullpunkt des Integrals genannt werden. 


Diese Integrale haben, ausgedehnt über die Rieman n’sche Fläche 
der Curve p = y y = Q (die Fläche besteht aus den beiden elliptischen 
Doppelblättern y und y), im Allgemeinen acht (einfache) Unendlich- 
keitsstellen, die 8 Berührungspunkte der vier, y und y gemeinsamen 
Tangenten; ihr Differential ferner hat, im Allgemeinen, vier einfache 
Verschwindungspunkte, diejenigen, welche die vier Tangenten reprä- 
sentiren, die man von dem Nullpunkte « an das Ellipsenpaar legen 
kann. Man kann diese Verschwindungspunkte dazu benutzen, um vier 
der Uneudlichkeitsstellen zu zerstören; man hat zu dem Zwecke den 
Nullpunkt æ nur in einen der 6 Kreuzungspunkte der 4 gemeinsamen 
Tangenten von y und x zu legen. Das Integral hat dann nur noch 4 
und also auf dem einzelnen elliptischen Doppelblatte nur noch 2 Un- 
endlichkeitspunkte, reducirt sich also, nach bekannten Sätzen, für jede 
der beiden Ellipsen auf einen Logarithmus. 


Von den genannten sechs Kreuzungspunkten der vier gemeinsamen 
Tangenten wollen wir die vier im Endlichen gelegenen als Nullpunkte 
von Integralen benutzen. Die Gleichungen dieser Punkte sind: 


+y&+B.ute=0, +yæp vte=0. 


Dementsprechend sei gesetzt: 


Als else) 


J, e 2 cp; 
f _ ion: Fa to h) 
J, 2:9 


Zugleich werde folgende Bezeichnung eingeführt. Die beiden 
Ellipsen werden durch die Berührungspunkte der gemeinsamen Tan- 
genten je in vier Segmente zerlegt. Wir bezeichnen dieselben als 
Sis 52, S3, S, in der Art, dass das Segment S dem Nullpunkte des 
Integrals J, abgewandt liegt (Fig. 2.). . 

Die gemeinsamen Tangenten selbst sollen £i, &,, &aa, fa, genannt 
werden: f; wenn sie in einem Punkte berühren, der das Segment S; 
von dem Segmente S, trennt. — 

Die schon genannte Reduction der (an der einzelnen Ellipse hin- 

21° 
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erstreckten) Integrale J auf Logarithmen mag jetzt an dem Beispiele 
des Integrals J, und der Ellipse y durchgeführt werden. 


Vermöge y = 0 ist p: = x: gi andererseits: 
y = but Hate — We ,— - . {(a? +6?) u — a}. 


Daher nimmt das Integral J,, indem sich die lineare Function des’ 
Zählers gegen den Nenner forthebt, folgende Gestalt an: 


c u du 

Id v dv 

— i ee 

er 73.2 TON 


(Vat t. u— w) (e ee Pe ae +c 2-1) 


Um dasselbe weiter zu vereinfachen, führe man ein neues Coor- 
dinatensystem ein, dessen Ecken sind: die beiden Berührungspunkte 


Fig. 2. 


der beiden nicht durch den Nullpunkt von J, gehenden gemeinsamen 
Tangenten mit # und der Kreuzungspunkt dieser Tangenten, der Null- 
punkt von J,. Dementsprechend setze man: 


U = au + Le — ya + t.w 

V = au — buv — Va? + t.w 

Weyaztliu— + — w 
(Substitutionsdeterminante = — 22"). Durch dieselbe Substitution, ver- 
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möge deren hier U, V, W aus u, v, w entstehen, mögen aus den 
Constanten c, €’, c” neue Constanten C, C’, C” hervorgehen. So ist: 


C U dU c u du 
C V dVY|=--2)| Cd vd 
C” W aW | c” w dw 


Andererseits tindet man: 
U V — a W? = Y = — b (ewe HU? — 07) = — D. y 


und also: 


1 H v ve 0» , 4 0» 
C ute 3 -a w=- (4e sw 
Daher wird: 
Io. -t_ [ \evavı 
1 ya) ) WEY,” 
oder, indem wir C = 0, C’ = Q0 setzen: - 
en Ur Far 
I 4(a? — b?) at We, 
L i f Uar vau 
R LE — 0], = UV z 


—1 
EU log (7) TE, 
welches die gewünschte Reduction ist. Die Integrationsconstante K 
werden wir weiterhin, wie früher, gleich Null setzen. 

Es wird für das Folgende vortheillaft sein, Integrale zu haben, 
die mit dem im vorigen Paragraphen betrachteten auch im Zahlenfactor 
übereinstimmen. Wir werden also als Normalintegral definiren: 

> a cu du| (Va? +b- u + w) 
EO E mer (Gr — Ey | Se ie o 

Längs der Ellipse y erstreckt, ist dasselbe, wie wir der grösseren 

Anschaulichkeit wegen noch einmal hersetzen: 
en (ee ein BE =]. 
ar 8 — btv — Va? + Lt. w 

Längs der Ellipse y = 0 en hat es den Werth, der sich 

durch Vertauschung der Buchstaben a, b und Zeichenwechsel ergiebt: 
ar P | LE 
+ log du — am — Vat + b. w 


Entsprechend definiren wir drei weitere Normalintegrale: 
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Te zœ) f 


j-e- 


Dabei hat man: 


cudu | (— VaF 
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EEE wke). 


269 


cudu (+Va + -v+u), 


20,9, 


dI + dI, + dI, +dL=0, 


und also, unter x die obere Grenze verstanden: 


IH I ++ Ie 0. 


8 4. 
Vertheilung der Parameterwerthe. 


Die Werthe, welche das einzelne Integral J, bei Hinerstreckung 
über die Riemann’schen Flächen der Ellipsen y, z annimmt, ergeben 
sich einfach nach Anleitung des § 2. Die untere Grenze des Integrals 
ist dabei, dem Unistande entsprechend, dass die Integrationsconstante 
K unterdrückt wurde, sowohl auf 4 als auf x in den Mittelpunkt des- 
jenigen Segmentes S, zu verlegen, welcher mit J, den Index gemein 
hat. So ergiebt sich z. B. folgende Figur für Z,, in der nur ange- 
geben ist, wie gross der imaginäre Bestandtheil von J, (modulo 27x) 
für die verschiedenen Segmente S ist, und in welchen Punkten I, 


Fig. 3. 


positiv, in welchen es negativ un- 
endlich wird (Fig. 3). 

In der folgenden Tabelle ist 
das Verhalten der vier Integrale 
in dieser Beziehung zusammenge- 
stellt. Die mit S, überschriebenen 
Colonnen geben den imaginären 
Bestandtheil der betr. Integral- 
werthe, modulo 2ix. In den Co- 
lonnen {;, finden sich diejenigen 
Vorzeichen angegeben, welche die 
Integrale, für welche die Berüh- 
rungspunkte von Z, Unendlich- 
keitspunkte sind, in diesen Unend- 
lichkeitspunkten annehmen. Das 
obere Vorzeichen bezieht sich auf 


den Berührungspunkt mit y, das untere, nothwendig entgegengesetzte, 


auf den Berührungspunkt mit 7. 
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| el ! j LE | 
| Si | Dz S3 | Si | dis fa | | frs ur 
ASIE FRE 


u | 0 in) ie . EERE 
Jes == | = ne 


[Man findet für die oben unbestimmt gelassene Constante: 
I4 I} +4 I; + If ia (mod 2ix).] 


Betrachten wir jetzt die verschiedenen Meridiancurven, welche man 
auf dem elliptischen Doppelblatte y oder auch auf x ziehen kann. Die- 
selben ordnen sich, sofern man die 4 Berührungspunkte der Tangenten 
l; als unüberschreitbar betrachtet, in 6 Classen ein, je nach den beiden 
Segmenten der umgrenzenden Ellipse, welche sie überschreiten. Heissen 
die letzteren ©; und $;, so soll die Meridiancurve b;; genannt werden. 
Diesen b; legen wir, vermöge einer willkürlichen Festsetzung, je einen 
positiven Sinn bei, wie dies in der beistehenden Zeichnung (in der die 
Pfeile sich auf die Vorderseite beziehen sollen) Fig. 4. 
für die Ellipse y geschehen ist (Fig. 4): 


£ a F ` 
Die betr. Festsetzung für das Doppelblatt Zi 1% SAR 


x werde ähnlich, aber gerade umgekehrt ge- rg di 
troffen. | % 
Führt man dann an den verschiedenen b;; die Integrale I in po- 
sitiver Richtung vorbei, so ergeben sich Periodieitätsmoduln O oder 
+ 2ix, wie sie in der folgenden Tabelle vereinigt sind. Diese Tabelle 
gilt gleichmässig für y und x, insofern zusammengehörige Unendlich- 
keitspunkte bei y und y entgegengesetzte Vorzeichen der bez. unend- 
lich werdenden Integrale aufweisen: - 


Ei | un | ia | Sir 


nn | mm tn, 


by; ai bis 


eh] 0 [aeaa 0 | 0 
d, —2ix| 0 |+2ix| 0 |+2ia| 0 
D Faya 0 | 0 RME 
L | 0 0 0 — 2ix|—?ix —_ dir 


Diese Tabelle bestätigt die folgenden, auch unmittelbar aus der 
Figur ersichtlichen Relationen zwischen den b;:: 
bi = bis — bn = — bu F bus 
by = ba +H bu bn H ba 
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Ableitung von Curven vierter Ordnung aus dem Ellipsenpaare. 
Eintheilung der Curven vierter Ordnung. 


Bei den nun folgenden Erörterungen mag zunächst vou Ordnungs- 
Curven die Rede sein; man fasst die bei ihnen auftretenden Vorkomm- 
nisse leichter auf und kann sie prägnanter bezeichnen. Dem Studium 
der Integrale legen wir immer die Classencurven zu Grunde; wir haben 
daher später die jetzt abzuleitenden Resultate von den Ordnungsceurven 
auf sie zu übertragen. 

Es sei also jetzt ein Ellipsenpaar in Punktcoordinaten gegeben: 

vV=0, y= 0, 

wo 

we eye L, 

€ = La + a°y° — 1. 
So wird man aus ihm durch den bekannten Process der Auflösung 
der Doppelpunkte im Ganzen sechs verschiedene Curven vierter Ord- 
nuug der Art nach erzeugen. Fünf derselben, deren Betrachtung wei- 
terhin ausreicht, sind auf Tafel I. schematisch dargestellt. Ich be- 
zeichne a, c, e, d bez. als vier-, drei-, zwei-, eintheilige Curve, b als 
Gürtelcurve (vergl. Zeuthen: Sur les formes diflerentes des courbes 
du quatrième ordre, diese Annalen Bd. VII). Dass diese Curventypen 
existiren und in der That aus dem Ellipsenpaare abgeleitet werden 
können, geht aus den sonst bekannten Untersuchungen hervor. Indess 
will ich hier ausdrücklich bez. Gleichungen zusammenstellen, damit zu 
einer am Beispiele zu leistenden, rechnerischen Durchführung der weiter- 
hin anzustellenden Betrachtungen alle Elemente gegeben seien. 

Es sei & eine sehr kleine Constante. Dann wird die Gleichung 


au — e m= 0, 
da die betr. Curve mit dem Ellipsenpaare keinen reellen Punkt gemein 
haben kann, je nachdem & negativ oder positiv ist, eine viertheilige 
Curve oder eine Gürteleurve darstellen. 

Um ferner eine dreitheilige Curve oder eine eintheilige zu gewinnen, 
schlage man um den auszuzeichnenden Durchschnittspunkt von y, x 
einen kleinen Kreis, der, unter @ eine kleine Grösse verstanden, die 
Gleichung haben wird: 


le) een 7-0 


und betrachte die Curven: 
p =y r — ik =O. 
Für negatives & kommt die dreitheilige, für positives die eintheilige 
Curve, 
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Eine zweitheilige Curve eudlich ist, unabhängig von dem Vor- 

zeichen, welches man & ertheilen mag, durch 
i pue k y et 
vorgestellt. 

Die so erzeugten Curven vierter Ordnung repräsentiren fünf vou 
den sechs Arten, in welche man die Curven vierter Ordnung ohne 
Doppelpunkt nach der Zahl und Lage der bei ihnen vorhandenen Züge 
eintheilen kann. Die sechste Art, die wir hier nicht erhielten und die 
desshalb auch weiterhin ausgeschlossen bleiben mag, ist die imaginäre 
Curve, d. h. diejenige, die keine reellen Züge enthält. (Auch ihre Glei- 
chung denke ich mir weiterhin, wenn gelegentlich von derselben die 
Rede ist, mit rcellen Coëfficienten.) 

Eine wesentliche Eigenschaft dieser Eintheilung der Curven vierter 
Ordnung in sechs Arten ist in dem folgenden Satze ausgesprochen, 
der weiterhin eine fundamentale Bedeutung für die Tragweite unserer 
Untersuchungen gewinnt: 

Von jeder allgemeinen*) Curve vierter Ordnung kann man zu jeder 
anderen, die derselben Art angehört, durch allmähliche reclle Acnderung 
der Constanten übergehen, ohne dass bei dem Ucberganysprocesse Curven 
mit Doppelpunkt oder gar allgemeine Curven, die einer anderen Art 
angehören, überschritten zu werden brauchten. 

Ein directer Beweis dieses Satzes hat keine Schwierigkeit, aber er 
ist weitläufig. Es soll hier von einem solchen Beweise um so mehr 
Abstand genommen werden, als die bei ihm nötlig werdenden Be- 
trachtungen mit denjenigen, die im gegenwärtigen Aufsatze zu ent- 
wickeln sind, wenig Beziehungspunkte haben. Dagegen sei angedeutet, 
dass man ihn vermöge kurzer Zwischenbetrachtungen führen kamı, 
wenn man auf frühere Untersuchungen von Zeuthen und mir zurück- 
greift. Ich habe (diese Annalen Bd. VI, p. 562) gezeigt, dass ein ähn- 
licher Satz gilt für die fünf Arten, welche man nach Schläfli bei 
den allgemeinen Flächen dritter Ordnung zu unterscheiden hat. Es 
hat dann Zeuthen bewiesen (ibid. Bd. VII, p. 428), dass die Arten der 
Curven vierter Ordnung den fünf Flächenarten in sehr einfacher Weise 
entsprechen. Projieirt man die F, von einem ihrer Punkte aus stereo- 
graphisch auf eine Ebene, so tritt als scheinbare Umhüllung bei den 
Arten 1, II, III, IV von Schläfli eine viertheilige, drei-, zwei-, ein- 
theilige Curve vierter Ordnung auf. Die Art V ergiebt, bei analoger 
Construction, je nachdem man den Projectionspunkt auf ıhrem unpaaren 
oder paaren Theile annimmt, die Gürtelcurve und die imaginäre Curve. 
Umgekehrt kann auch jede Curve vierter Ordnung aus der entspre- 


*) Als „allgemein“ sind hier die Ordnungscurven ohne Doppelpunkt, später 
die Classencurven ohne Doppeltangente der Kürze wegen bezeichnet, 
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chenden Flächenart in der angegebenen Weise gewonnen werden. 
Hierin liegt der von uns gewünschte Beweis. Um ihn völlig zu führen, 
hat man nur noch die Modificationen .zu untersuchen, welche die schein- 
bare Umhüllungscurve erfährt, wenu der Projectionspunkt auf der fest 
gedachten Fläche beliebig verschoben wird. Aber auch Dieses hat 
Zeuthen ausgeführt (Etudes des propriétés de situation des surfaces 
cubiques; diese Annalen Bd. VII). 

Als irrelevant wird bei der hier festgehaltenen Eintheilung der C, 
eine Aenderung der Curve betrachtet, die Zeuthen in seiner Discussion 
der gestaltlichen Verhältnisse der Curven vierter Ordnung (l. c.) aus- 
führlich untersuchte und deren Analogon bei Curven n'e Ordnung ich 
zum Gegenstande einer neuerlichen Mittheilung machte (diese Annalen 
Bd. X, p. 199). Es kann eintreten, dass zwei Wendungen der Curve, 
die reell waren, zusammenrücken und imaginär werden, oder umge- 
kehrt, dass zwei neue reelle Wendungen entstehen, indem zwei .ima- 
ginäre sich vorab in einen reellen Punkt vereinigen. Gleichzeitig 
wechselt dann eine der vier reellen Doppeltangenten erster Art, welche 
die Curve besitzt, ihre Bedeutung für die Curve. Hatte die Doppel- 
tangente reelle Berührungspunkte, so wird sie isolirt; war sie isolirt, 
so erhält sie reelle Berührungspunkte. 

Indem wir jetzt die nunmehr für Ordnungscurven gewonnenen 
Resultate auf Classencurven übertragen, beginnen wir mit einer Er- 
läuterung des letzterwähnten Vorkommnisses und seiner Bedeutung für 
die betr. Riemann’sche Fläche. 


86. 
Uebertragung auf Classencurven. 


Der Aenderungsprocess der Classencurve, welcher hier zunächst 
in Betracht kommt, ist bekanntlich der folgende: Eine Curve, welche 
zwei reelle Spitzen und in deren Nähe einen Selbstüberkreuzungspunkt 
besitzt, verliert die Spitzen dadurch, dass sie zusammenrücken und 
imaginär werden; der Selbstüberkreuzungspunkt geht dabei in einen 
isolirten Doppelpunkt über: 


Fig. 5. 


De de" 


Man denke sich jetzt die zugehörige Riemann sche Fläche con- 
struirt, unter der Voraussetzuug, dass man es mit einer Curve vierter 
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Classe zu thun hat. So werden, im ersten Falle, die verschiedenen 
angrenzenden Theile der Ebene mit einer Anzahl von Blättern über- 
deckt sein, die in der Figur 6 
angegeben ist. Denn die Zalıl 
der Blätter wächst jedesmal um 
zwei Einheiten, sobald man 
von der convexen Seite eines 


Curvenzuges auf die concave er = 
hinübertritt; sie kaun ferner m í 
nie negativ und in unserem 


Falle nie grösser als 4 werden. 

Diese Anzahlen können sich nun bei dem in Rede stehenden 
Uebergange für Stellen, die nicht in unmittelbarer Nähe der modifi- 
eirten Singularität liegen, nicht ändern. Es muss auch jeder Weg auf 
der Riemann’schen Fläche, der nicht an die singuläre Stelle hinan- 
tritt, nach der Umänderung seinen Charakter behalten haben. Dies 
wird dadurch möglich, dass der betr. Doppelpunkt in dem Augenblicke, 
in welchem er isolirt wird, zu einem Doppelverzweigungspunkte der Rie- 
mann'schen Fläche sich umgestaltet. 

Unter einem Doppelverzweigungspunkte verstehe ich dabei einen 
solchen Punkt der Ebene, in welchem sich gleichzeitig zwei Paare von 
Blättern der Riemann’schen Fläche verzweigen. Andere Verzwei- 
gungspunkte können bei einer Curve, deren Gleichung nur reelle Coëf- 
ficienten besitzt, nicht auftreteu. Denn die Blätter der betr. Rie- 
mann’schen Fläche gehören paarweise zusanımen (immer diejenigen 
beiden, welche conjugirt imaginäre Tangenten repräsentiren), und ein 
Vorkommniss, welches sich in dem einen Blatte einstellt, muss auch 
in dem zugehörigen Blatte entsprechend stattfinden (wegen aller dieser 
Verhältnisse vergl. die nachfolgende Mittheilung: Ueber eine neue Art 
der Riemann’schen Flächen, I). Zu einer solchen Verzweigung in 
einem isolirten Doppelpunkte ist aber desshalb Anlass gegeben, weil 
die vier imaginären Tangenten, die man vou unmittelbar benachbarten 
Punkten der Ebene an die Curve legen kann, für ihn paarweise zu- 
sammenfallen und also in ihm zweimal zwei Blätter der Riemann’- 
schen Fläche einen Punkt gemein haben. Dass aber in ihm eine 
Verzweigung entstehen Muss, erweisen die umstehenden Zeichnungen 
(Fig. 7 und 8). 

In der ersten der beiden Figuren ist die Fläche angedeutet, welche 
zu der Curve mit reellen Spitzen gehört; ihren Blättern ist, aus Sym- 
metriegründen, eine solche Anordnung gegeben, dass sie sich in einer vom 
Selbstüberkreuzungspunkte ausgehenden Curve durchdringen. Ausser- 
dem ist auf der Fläche eine Curve gezogen, welche die singulären 
Punkte mit weiter Schleife umgiebt. Würde nun der isolirte Doppel- 


Fig. 6. 
2 
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punkt zu keiner Verzweigung Anlass geben und also bei der modifi- 
cirten Fläche keine Durchdringung der Blätter stattfinden, so würde 


Fig, 7. Fig. 8. 


eben dieser Weg seinen Charakter ändern, was nach dem Obigen un- 
möglich ist. Man hat sich also die Vorstellung zu bilden, welche durch 
die zweite der vorstehenden Figuren zur Anschauung gebracht werden 
soll. Von dem isolirten Doppelpunkte gehen zwei gleichlaufende Ver- 
zweigungsschnitte aus, von denen der eine die beiden oberen, der 
andere (in der Figur nicht sichtbare) die beiden unteren Blätter ver- 
bindet. Zugleich ist deutlich, wie die zweite Figur aus der ersten durch 
continuirliche Aenderung entsteht. — 


Die hiermit erläuterte Umgestaltung der Riemann’schen Fläche 
(die natürlich in dem hier geschilderten Sinne sowohl als im umge- 
kehrten vor sich gehen kann) ist nun, wie leicht zu zeigen, die ein- 
zige, die überhaupt auftritt, wenn man die Constanten der allgemeinen 
Curve vierter Classe übrigens beliebig doch nur so weit ändert, dass 
keine Curve mit Doppeltangente erreicht wird. 


Anders ausgedrückt: Betrachtet man die betr. Umgestaltung der 
hiemann’schen Fläche als irrelevant, so haben alle allgemeinen Curven 
vierter Classe, die zu derselben Art gehören, identische Riemann’sche 
Flächen. ' 


Dieser Satz gestattet, dieselben Schnitte, welche wir weiterhin an 
den Riemann’schen Flächen besonders ausgewählter Classencurven 
ausführen werden, an den Riemann’schen Flächen aller Classencurven 
derselben Art anzubringen und dadurch die Schlüsse, welche wir für 
die speciellen Curven ableiten, auf alle Curven derselben Art zu über- 
tragen. So sind denn auch die Sätze der $ 14., 15., obgleich zunächst 
nur für die besonderen Curven bewiesen, sofort für alle viertheiligen, 
dreitheiligen etc. Curven ausgesprochen. Aber es mag genügen, diese 
Tragweite der genannten Sätze hier behauptet und das Princip des Be- 
weises genannt zu haben; die unmittelbare Anschaulichkeit der weiteren 
Betrachtungen, die ich gern festhalten möchte, schien mir eine Be- 
schränkung auf concrete Curvenformen durchaus zu verlangen. 
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& 2. 
Classencurven, die sich an das Ellipsenpaar anschliessen. 


Diese besonderen Curven, auf welche sich weiterhin die Unter- 
suchung beschränken soll, sind diejenigen, welche sich unmittelbar 
aus dem Ellipsenpaare y, y ableiten lassen, und den Curven vierter 
Ordnung, welche wir in $ 5. gewonnen haben, dualistisch entgegen- 
stehen. Die betr. Figureu sind auf Tafel II, III zusammengestellt. 


Die zugehörigen Gleichungen erhält man unmittelbar aus der in $ 5. 


z u v La ’ . 
angegebenen, indem man x und y durch - und =, W und 7’ durch die 


früheren y und x ersetzt. 

Was die Gestalt dieser Curven angeht, so kann man sie etwa in 
folgender Weise festhalten. Bei jeder Curve finden sich Stücke, die 
aus den Segmenten S,, S}, S;, S, der Ellipse y, und solche, die aus 
den Segmenten der Ellipse y entstanden sind. Diese sind unter ein- 
ander verbunden durch Curvenzüge, welche bez. aus den gemeinsamen 
Tangenten der beiden Ellipsen é,,, fis 23, fp, hervorgehen, indem 
man, bei der einzelnen Tangente, entweder das durch das Unendliche 
hindurch sich erstreckende Segment in zwei Züge spaltet oder das im 
Endlichen befindliche (während man das andere Segment verschwinden 
lässt). Die Benennungen S+, tix sollen dementsprechend weiterhin zur 
Bezeichnung der verschiedenen Stücke, die man bei der einzelnen 
Classencurve unterscheiden kann, gebraucht werden. 

Um von den zugehörigen Riemann’schen Flächen eine möglichst 
anschauliche Vorstellung zu geben, habe ich auf Tafel IV eine ausge- 
führte Zeichnung beigegeben (deren Anfertigung ich Herrn Schleier- 
macher verdanke). Dieselbe stellt eine viertheilige Curve vor, welche 
so gewählt ist, dass ihre 28 Doppelpunkte alle ins Endliche fallen. 
Die Figur ist folgendermassen entworfen worden. Wir haben zuerst, 
unter Benutzung gew. rechtwinkliger Coordinaten, eine Zeichnung der 
Curve i 

(Que? +40? — w?) (Au? 490? — w?) + qr w! == 
ausgeführt, indem die Coordinaten der hauptsäch- qua 
lichen Punkte berechnet wurden. Sodann ergab 
sich die Zeichnung der Tafel IV durch geeignete 
Centralprojection. 

Auf jeder einzelnen der Riemann'schen 
Flächen, welche zu den Curven der Tafel II, IH 
gehören, wird man jetzt Meridiancurven con- 
struiren können, die den b; entsprechen, welche 
sich auf dem Doppelblatte y befanden, oder auch 
den b;x, die sich auf y bezogen. Die bi} von y übertragen sich z. B. 
folgendermassen auf die Riemann’sche Fläche der Gürteleurve (Fig. 9). 
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Die linearen Relationen zwischen den b;;, wie sie oben angegeben 
wurden, bleiben dabei erhalten. 

Nun behaupte ich: 

Die Meridiancurven biz, welche von der Ellipse y herstammen, sind 
mit den bez. gleichbenannten Meridiancurven bir, die von der Ellipse 7 
herübergenommen werden können, auf der neuen Riemann'schen Fläche 
äquivalent. 

In der That, die Meridiancurven 

biss biis boss bags 

welche von #, und die gleichbenannten, welche von x herstammen, 
gehen, auch dem Sinne nach, in einander über, wenn man sie einfach 
längs derjenigen „Bänder“ der Riemann ’schen Fläche verschiebt, die 
durch Spaltung der Tangenten 


tiss bias loss bas 
entstanden sind. Die Aequivalenz der zweierlei 
bizs ba 
ergiebt sich dann daraus, dass sich dieselben durch die anderen b; ver- 
möge derselben Gleichungen linear ausdrücken. 


Es wird daher gestattet sein, im Folgenden schlechthin von Meridian- 
curven b; zu reden, die auf unseren Riemann’schen Flächen verlaufen; 
auch der Sinn, der bei ihnen als positiv gelten soll, ist durch die 
frühere Verabredung gegeben. 


$ 8. 
Construction der Normalintegrale. 


= Die Art und Weise, vermöge deren Riemann seine Normalinte- 
grule erster Gattung gewinnt, mag für unseren Fall folgendermassen 
ausgesprochen werden: 

Man ziehe auf der Fläche drei (p) Rückkehrschnitte, deren gleich- 
zeitiges Bestehen noch kein Zerfallen der Fläche herbeiführt. Dann 
bestimme man drei Integrale so, dass sie, an diesen Rückkehrschnitten 
in bestimmtem Sinne entlang geleitet, die Perioden ergeben: 


2in 0 0 
0 23 0 
0 0 2ix. 


Sie können als Normalintegrale genommen werden. 

Nun aber zeigt sich, dass man auf vier verschiedene Weisen unter 
den sechs Meridiancurven b; drei solche heraussuchen kann, die als un- 
abhängige Rückkehrschnitte benutzt werden können. Es sind das 
jedesmal diejenigen b;4, welche einen Index gemein haben. In der 
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That, man zerschneide die zu einer beliebigen unserer Curven gehörige 
Fläche längs solcher b,,, b,,, ds, die von der Ellipse w herstammen. 
So zerfällt die Fläche noch nicht. Das elliptische Doppelblatt Y, an 
sich genommen, wäre freilich in vier Stücke zerfallen, aber jedes dieser 
Stücke ist jetzt, vermöge der „Bänder“ #;,, an das unzerSchnittene 
Doppelblatt x befestigt. 

Wir werden, dementsprechend, jetzt drei Normalintegrale aufsuchen: 
Xis Sa, Sp, welche, an bij, b,,, d,, in positivem Sinne vorbeigeleitet, 
die Perioden ergeben: 
bi à by, | by, 
3 [+£ixl 0 | o 
4, 0 |+2ix 
3, | 0 0 |+2ia 
Dabei drängt sich von selbst der Satz auf: Wenn man aus der Classen- 
curve rückwärts wieder das Ellipsenpaar y, x entstehen lässt, so gehen 
die jetzt gesuchten Normalintegrale eben in die früher von uns betrachteten 
(auch schon als Normalintegrale bezeichneten) I,, Ip, I, über. Denn 
letztere verhielten sich an b,,, b,,, Dzi, wie wir es jetzt von Ji, Ma, Is 
fordern. 
Wenn wir also setzen: 


y= findet (uutie tan) 


Z ci Qi 
(wo die linke Seite der Gleichung der Curve 4. Classe bedeutet), so 
folgt: So lange p nicht sehr von y » x verschieden ist, können die unter 
den Integralzeichen stehenden Ausdrücke 
au + bv + aw (k=1, 2,3) 
in erster Annäherung gleich gesetzt werden den bei I,, I,, I, vorkommen- 
den linearen Functionen, d. h. bez. 


—2(@— P (+ Va FR ut), 

— 2(@—b) (— Vat+bteu +10), 

— 2 (b? —a?) (+y at pb- v +w). 

Bezeichnen wir wieder den Punkt, dessen Gleichung ist 
au + biv + cw = 0 

als Nullpunkt des betr. Integrals, so können wir auch sagen: Die 
Nullpunkte der gesuchten Normalintegrale liegen bez. in der Nähe der 
Nullpunkte der früher betrachteten Normalintegrale. 


Ehe wir diese Beziehung weiter verfolgen, werden wir, der Sym- 
metrie wegen, neben %,, $2, 3a noch ein dem J, entsprechendes X 
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einführen. Die im Zähler des zugehörigen Differentials auftretende 
lineare Function wird nahezu gleich gesetzt werden können: 


—2(— a) (—V a4 bv +w), 
man wird die Relation haben: 

AB +43, +45, +4, = 0 
und das Verhalten der J} an den verschiedenen Meridiancurven b;: 
wird durch die früher für die Z; entworfene Tabelle gegeben sein: 


| oa | die | de | du | m | du 

Ml 0 |—2ix —2iz|+2ix| 0 | 0 

y | —2ia| 0 ‘+2ix| 0 +?ix, 0 > 

+22 +2im, 0 0 0 |+2ix 

sa 0 | 0 0 — 2x —2ix | —2ir 
89. 


Die Normalintegrale sind reell. Umkehrprobleme mit reellen Lösungen. 


Wir zeigen jetzt zunächst: die Normalintegrale X sind reell, d. h. 
ihre Differentiale enthalten nur reelle Coefficienten und weichen also 
von den Differentialen der J nur um reelle Correctionsglieder ab. In 
der That, man kann sich die 9 folgendermassen bestimmt denken. Es 
seien Jı, Ja, „irgend drei unabhängige, reelle Integrale erster Gattung. 
Leitet man ein solches Integral längs einer Meridiancurve bi} entlang, 
so erhält man immer eine rcin imaginäre Periode. Die Meridiancurve 
überdeckt nämlich zweimal denselben Weg, einmal auf der Vorderseite, 
das andere Mal mit umgekehrtem Sinne auf der Rückseite der Fläche 
verlaufend. Wird nun das eine Mal beim Hinintegriren der Betrag 
a + Bi gewonnen, so liefert der Rückgang, weil er die conjugirt ima- 
ginären Werthe aber im umgekehrten Sinne überschreitet, — « + fi, 
und der Werth der ganzen Periode ist 2ßi, w. z. b. Dementsprechend 
mögen die Perioden, welche die ją bei Hinleitung längs b, b,,, Bau 
erhalten, @ßxı, Bas, ies genannt sein. Sei jetzt z. B. das gesuchte J, 

= ji F Ci: + A: 
So wird man, aus den Periodenwerthen, die %, an big, dar, dx, auf- 
weisen soll, folgende Gleichungen zur Bestimmung der « erhalten: 


ce Bis + €ha + bai = 22) 
aibi + Cor + Ga = 0, 
Bat hat By 0. 


Dies aber sind reelle Gleichungen; sie geben reelle Werthe der œ und 
also ein reelles Normalintegral ‘\,. 
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Ein reelles Integral, an einem reellen Curvenzuge vorbeigeleitet, 
ergiebt offenbar einen reellen Betrag. Wir können daher folgenden 
Satz aussprechen: 

Detrachtet man als untere Grenze der Normalintegrale X, reelle 
Punkte der Curve vierter Classe, so erhalten alle reellen Punkte derselben 
Integraliverthe, die, modulo 2ix, den imaginären Bestandtheil O oder 
in besilzen. 

Jeder reelle Punkt ist nämlich von dem dann vorhandenen Au- 
fangspunkte der Integration zu erreichen, indem man Stücke von reellen 
Curvenzügen und ev. Stücke von Meridianeurven b;4 durchläuft. Die 
letzteren sind aber insoweit ihrer Grösse nach bestimmt, als sie immer 
von einem reellen Curvenzuge bis zu einem zweiten reellen Zuge hin- 
leiten; sie sind, sozusagen, halbe Meridiancurven. Da aber das Durch- 
laufen der ganzen Meridiancurve für das Normalintegral die Periode 
O oder +2ix liefert, so ergiebt, wie aus dem analogen eben ausgeführten 
Beweise erhellt, die halbe Meridiancurve einen Betrag, dessen imagi- 


uärer Theil O oder + ix beträgt. Hierin liegt der Beweis des neuen 
Satzes. 


An ilın können wir sofort eine selır einfache Untersuchung knüpfen 
über die Realitätsverhältnisse des Jacobi’schen Umkchrproblems, eine 
Untersuchung, die für die weiterhin abzuleitenden Resultate ($ 14.) von 
wesentlicher. Bedeutung ist. Die unteren Grenzen der Integrale seien 
wieder in reelle Punkte der Curve gelegt. Dann sollen drei Punkte 
z, y, Z der Riemann’schen Fläche gesucht werden, so dass 


x? my] +5 

N A er a 

x? ay 3 ” 

UF + V2 + „a = Ces 
j nz xy er A 

A3 3 adj3 = La) 


wo die v gegebene Grössen sind. Es werde ausserdem angenommen, 
was für das Folgende ausreicht, dass dies Problem nicht zu den unbe- 
stimmten gehört. So behaupte ich: das Punktetripel £, y, z wird dann 
und nur dann recll sein, wenn die imaginären Destandtheile der t 
modulo 2ix, Null oder in betragen. Als recll ist dabei ein Tripel be- 
zeichnet, wenu entweder alle Elemente desselben reell sind, oder nur 
eines, aber die beiden anderen conjugirt imaginär. 


Der Beweis ist einfach dieser. Es sei vy= «++i ß:. So betrachten 
wir ein zweites Umkehrproblem, für welches die gegebenen Grössen 
v= &— iĝi. Die Lösung desselben wird durch ein Tripel vorgestellt 
sein, welcher zu dem ursprünglichen gesuchten Tripel conjugirt ima- 
ginär ist. Sind nun die ß; Null oder x (modulo 2x), so stimmen 
die v und v, (modulo 2ÿx) überein. Die beiden conjugirten Tripel 
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müssen daher, wegen der vorausgesetzten Eindeutigkeit des Umkehr- 
problems, identisch sein, d. h. das gesuchte Tripel ist reell. 
Allgemeiner, es werde eine Gruppe von n Punkten gesucht, so dass 


tg tree J =v, 
man soll diese Punkte unter ev. Zuhülfenahme fester Punkte durch ein 
Curvensystem aus der Curve vierten Grades ausschneiden. Dieses Curven- 
system wird dann und nur dann reell sein, d. h. eine Gleichung besitzen, 
in der, abgesehen von den unbestimmt bleibenden Parametern, nur reelle 


Coeffieienten vorkommen, wenn die imaginären Bestandtheile der v} (mo- 
dulo 2ix) Null oder ix sind. 


$ 10. 
Der Verlauf der Normalintegrale. 


Wir wollen uns jetzt die Aufgabe stellen, im Sinne der in $ 1. 
auseinandergesetzten Methode den Verlauf der Normalintegrale 4 auf 
den zugehörigen Riemann schen Flächen durch schematische Zeichnung 
zur vollen Anschauung zu bringen und rückwärts aus der Zeichnung 
die charakteristischen Periodicitätseigenschaften dieser Integrale wieder 
abzuleiten. Inzwischen soll das nur für die viertheilige Curve und 
für die Gürtelcurve hier durchgeführt werden. Bei der symmetrischen 
Gestalt, welche diese beiden Curven besitzen, haben ṣi, Sa, Sp À, alle 
dieselbe Beziehung zur Curve; es genügt, eines derselben zu reprisen- 
tiren, und wir wollen \\, zu diesem Zwecke auswählen. 

Betrachten wir vorab das Ellipsenpaar # - y und das zugehörige 
Integral Z,. Indem wir dasselbe gleich P -+ iQ setzen und nun, auf 
jedem der beiden elliptischen Doppelblätter, die Curven P=(), Q=C 
nach Anleitung des $ 2. zeichnen, erhalten wir folgende Figuren, bei 
denen wir, der grösseren Uebersichtlichkeit wegen, die Ellipsen y und x 
neben einander gezeichnet haben (Fig. 10). 

Diese Zeichnungen geben einen ersten Anhalt zur Construction 
der entsprechenden Curvensysteme bei den allgemeinen Curven. Die- 
jenigen Partieen der gezeichneten Curvensysteme, welche nicht unmittel- 
bar an die Berührungspunkte der Doppeltangenten f; hinanreichen, 
werden sich wesentlich unverändert auf den allgemeinen Flächen wieder 
finden. 

Man hat ferner folgende Anhaltspunkte. Bei den allgemeinen 
Curven ist das Integral X, ein überall endliches geworden, Unendlich- 
keitspunkte treten also in den bez. Curvensystemen P = C, Q= C 
nicht auf. Dagegen weist jetzt. das Differential d,\, vier Verschwin- 
dungspunkte auf, entsprechend den vier Taugenten, die man vom 
Nullpunkte des Integrals an die Curve legen kann. (Dieser Nullpunkt 
ist, wie oben angegeben, nahezu durch 
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Va? + Bt. 0 +0 = 0 


vorgestellt). — Ferner ist deutlich, dass die reellen Züge der Curve 
selbst zu den Curven Q = C ‚gehören. Andererseits müssen die Curven 
Fig. 10. 


a 
LES 


L 


cmss..e. ool 


P= C, wenn sie überhaupt zweimal einen reellen Curvenzug treffen, 
Meridianeurven sein. Denn denselben Verlauf, den sie, etwa auf der 
oberen Seite der Fläche, zwischen den genannten Schnittpunkten nehmen, 
werden sie rückwärts, auf der anderen Seite der Fläche, ebenfalls ein- 
schlagen müssen. Es folgt hieraus schon, dass diese Curven P=C ge- 
schlossene Curven sein müssen; dass überhaupt die Curven P=C und 
Q—C in den von uns zu betrachtenden Füllen geschlossen sind, ergiebt 
der in $ 1. entwickelte bez. Satz und eine nähere Betrachtung der bei 
den einzelnen Figuren hervortretenden Lagenbeziehungen. 


+ 11. 
Besondere Betrachtung der viertheiligen Curve und der Gürtelcurve. 
Bei der viertheiligen Curve liegt der Nullpunkt 


Va + b. vp w= 
an einer Stelle, an der sich zwei „Bänder“, £, und £,,, überkreuzen. 
Die vier Tangenten, welche von ihm ausgehen, sind imaginär und also 
vorgestellt durch die vier an dieser Stelle über einander befindlichen 
Punkte der Riemann’schen Fläche. Sie sind die Verschwindungspunkte 
des Differentials und also Verüstelungspunkte der Curvensysteme P und ©. 
25* 
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Der Verlauf dieser Curvensysteme ist durch die voranfgeschickten 
Bemerkungen schematisch durehaus bestimmt; man erhält die folgenden 
Zeichnungen, in der die. eigentlich einander überkreuzenden beiden 
Haupttheile der betr. Fläche neben einander gezeichnet sind. 


Fig. 11a. 


Fig. 11b. 


Fig. 12a. 


à 


Fig. 12b. 


Dass die Curven Q = C geschlossen sind, ergiebt sich aus dem 
betr. Satze des § 1., weil jede von ihnen mit einem der vier reellen 
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Züge der eigentlichen Curve einen Canal einschliesst, in welchem sich 
kein Verschwindungspunkt des Differentials befindet. Die Curven P=C 
sind alle Meridiancurven, und als solche geschlossen. 

Aus diesen Zeichnungen bestätigt man das Verhalten des Integrals 
Ja an den b; Man kann biz, b,,, Dass Dag eine solche Lage geben, 
dass sie geradezu mit Curven P= C zusammenfallen. Zu dem Zwecke 
muss man b; und D,, bez. durch die beiden Verschwindungspunkte der 
Bänder £,, und #,, hindurchgehen lassen. Hierdurch ist deutlich, 
wesshalb sie cine Periode Null ergeben, während b,, und b}, eine nicht 
verschwindende Periode liefern: die Beiträge, welche die beiden Hälften, 
in die b, oder b,, durch die betr. beiden Verschwindungspunkte zer- 
legt werden, für den Integralwerth ergeben, compensiren sich gegen- 
seitig. Dagegen ergeben b,, und b,,, insofern sie Curven P=Ü sind, 
eine rein imaginäre, und, da sie gegen die Figur symmetrisch liegen, 
eine gleich grosse Periode. Dass dieselbe gleich 2ix ist, kann die 
Figur nicht zeigen; denn die Curven P, Q blieben uugeändert, wenn 
man statt À, c-%, setzte (wo c eine beliebige, reelle Constante). 
Aus den zwischen den b; bestehenden Relationen: 

bi: = Vis — ba 
abs + bu = bn + ba 

folgt endlich, dass ein Hinführen des Integrals längs bi, Null und 
längs b,, denselben Periodenwerth, wie bei bi}, b,, ergeben muss. ` 

Die entsprechenden Verhältnisse gestalten sich bei der Gürteleurve 
etwas anders, insofern bei ihr die vier Tangenten, die man vom Null- 
punkte des Integrals aus an die Curve legen kann, reell ausfallen und 
die sie repräsentirenden Punkte daher den reellen Curvenzügen angehören. 
lu Folge dessen erscheinen die Verästeluugen, welche die Curven P, 
Q in diesen Punkten, wie immer in den Verschwindungspunkten des 
Differentials, aufweisen, in der Zeichnung perspectivisch verkürzt. Man 
erhält die folgenden Figuren, die inzwischen hier nicht eingehender er- 
läutert werden sollen: 


Fig. 13a. Fig. 13b. 
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g 12. 
Vervollständigung des Querschnittsystems. 


Die drei bei Einführung der Normalintegrale %,, %, X, benutzten 
Meridianschnitte bi, ba, da, ‚sollen jetzt durch drei weitere Schnitte 
A,, Az, A, zu einem „kanonischen‘ Querschnittsysteme vervollständigt 
werden. A; werde so gezogen, dass es von einem Puukte von b;4 aus- 
laufend zu demselben Punkte, von der anderen Seite kommend, zurück- 
kehrt, ohne dabei die sliren bza oder etwa schon  olkkrnirte andere 
A zu überschreiten. Indem wir dann an den a, die Integrale À, hin- 
leiten, erhalten wir Perioden a;; (es wird bekanntlich ai: =a), die mit 
den auf die b;, bez. Perioden zusammen ein volles Periodensystem bilden. 
Unsere Aufmerksamkeit soll besonders auf den imaginären Theil der aix 
gerichtet werden; wir werden finden, dass derselbe, modulo 2? x, gleich 0 
oder ix ausfällt, je nach der Art der zu Grunde gelegten Curve. 

In den weiterhin mitzutheilenden Tabellen nehmen wir neben \,, 
Ja, ds aus Symmetriegründen auch \, auf; analog führen wir neben 
A,, -4,, A, noch eine Curve A, ein, deren Definition sich naturgemäss 
ergiebt. Man hat, für die so erweiterte Tabelle, auch noch a; = az; und 
war wegen der zwischen den % bestehenden Relation: Xai = 0 
=1,2,3,4). 

Für die Construction der Curven A,, A,, A,, A, stelle ich nun 
folgende Regeln auf. Die Ellipsen #, x wareu je in vier Segmente 
Sir Sa, Sz, Sı zerfällt worden; wir wollen, um etwa A, zu erhalten, 
die beiden Segmente S, zusammen mit den beiden Tangenten fia, 43; 
welche sie begrenzeu, ins Auge fassen: 


Fig. 14 


25 
Man hat dann, hinsichtlich der Art, in welcher /,,, f}, beim Uebergange 
zur allgemeinen Classencurve benutzt sind, drei Fälle zu unterscheiden: 


LA 
LA 
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1) Dei beiden Tangenten sollen die durch das Unendliche hindurch- 
gehenden Segmente in reelle Curvenzüge gespalten sein. Danu 
hat man also die Figur: 

Iun diesem Falle 

bilden die beiden Seg- Fig. 15. 

mente S, zusammen 
mit den uumittelbar 
angrenzenden Curven- 
stücken, die aus t,,, 45 
entstanden sind, einen 
geschlossenen Zug (der 
dann ein reeller Zug 
der Curve ist). Dieser 
Zug soll als A, genom- 
men werden.  Leitet 
man ein reelles Inte- 
gral an ihm entlang, so 
erhält man eine reelle 
Periode. 

2) Von den beiden begrenzenden Tangenten wird die eine, wie 
im Falle 1), die andere im umgekehrten Sinne benutzt, so 
dass also bei ihr das im Endlichen gelegene Segment in reelle 
Curvenzüge gespalten wird: 


Daun bekommt man Fig. 16. 
einen zusammenhängen- 
den Zug, wenn man die 
beiden Segmente S, mit 
den angrenzenden Cur- 
venstücken  zusammen- 
fügt, welche von den Tan- % 
genten ég, {3 herrühren, 
und daun die auf der Vor- 
der- oder Rückseite ver- 
laufende Hälfte einer Meri- 
diancurved, „hinzunimmt. À 
Dies sci jetzt der Quer- + 4 
schnitt A,. Er besteht aus á 
Stücken der reellen Curvenzüge und aus einer halben Meridiancurve. 
Leitet man an ihm cin reelles Integral entlang, so giebts, allgemein zu 


reden, cine complexe Periode, deren imaginärer Theil gleich à : Bis 
wenn iĝ, die Periode ist, welche das Integral bei Durchlaufung der 
ganzen Meridiancurve bi, gewinnt. 


tst, 
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3) Bei beiden begrenzenden Tungenten wird das im Endlichen 
befindliche Segment benutzt: 


Fig. 17. 


f 

! 

è 

4 
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Daun muss man zwei halbe Meridiancurven, au und Im , zu Hülfe 
nehmen, um mit den beiden S, und den aus /,,, t, entstandenen Curven- 
stücken zusammen einen geschlossenen Zug zu bilden, der dann als A, 
gelten soll. Die Periode, welche ein reelles Integral erhält, wenn man das- 


selbe an ihm entlang leitet, hat den imaginären Destandtheil i (5 ms s). 


8 13. 
Die Perioden a;:. 


Wenu wir in dieser Weise an der auf Tafel 1I, III gezeichneten 
Curven resp. den zugehörigen Flächen die Querschnitte A,, A,, Az, À, 
ausführen und an ihnen %4, Sa» Xa; I, entlang leiten, erhalten wir 
Werthe der a;4, deren imaginäre Bestandtheile iu den folgenden Tabellen 
zusammengestellt sind auf Grund der Tabelle des $ 8., die das Ver- 
halten der X an deu b; angab. 

I. Viertheilige Curve. Alle a; sind reell, 


ll. Dreitheilige Curve. Die imaginären Bestandtheile der u; sind: 
| 
| À, jA, ui =" dA, A, mit + Ve 


+) 
- 


120 0 (0) 0 
| ee lo a 
a 0 loi 
Se ® u þin 16. in 


111. Zweitheilige Curve. 


| 
A, | Amit + ti Des 


, 
2 mit — Bu | 4 mit — 7 
=. em 5 | 


RR —in | 0 | 0 | tin 
ir 0 —iz | O0! + ir 
4, 0 | 0 o 0 
—— pere _ | = a Es 
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IV. Eintheilige Curve. 


Amit = Par 14. mit — FA it ET mit qe 2 
a, | 0 = Bd a | pix 
EF 0 | +ix Sid EU 
"No we. 5 in | — in + ei T 
MI pR 0 im 


V. Gürteleurve. 


| , Ku 
aA mit ha |A mit - rl A4,nit+ A mit+ er 


| nt | DO ON ee = 
3 0 | 0. -- in + ix 
N E per g — ix + 2ix | oo 
| + in pix 0 | — 2in 
$ 14 
Berührungscurven. 


Die uufgestellten Tabellen gestatten, in sehr einfacher Weise zu 
discutiren, wie viele unter gewissen Derührungseurven der Curve vierten 
Grades reell sind, und mit der Darlegung dieser Verhältnisse mag die 
gegenwärtige Arbeit abschliessen. Ich betrnchte die einfacheren der- 
jenigen Probleme, welche bei Clebsch (Crelle’s Journal LXTIT. Ueber 
die Anwendung der Abel’schen Functionen in der Geometrie) behandelt 
sind, nämlich nur diejenigen, bei deneu nicht, wie beim Probleme der 
Doppeltangenten, eine Unterscheidung gerader und ungerader Charakte- 
ristiken nothwendig ist. Clebsch findet, resp. bestätigt die (sonst 
bekannten) Resultate, dass es bei Curven vierten Grades giebt: 

a) 63 Systeme viermal berührender Kegelschnitte, 

b) 64 Systeme sechsmal berührender Curven dritter Ordnung. 
c) 723 Systeme viermal osculirender C}, 

d) 4096 dreimal hyperosculirende C}. 

Ich werde angeben, wie viele dieser Systeme resp. eihzelner Curven 
reell sind. 

Dabei sei es gestattet, des kürzeren Ausdrucks halber wieder von 
Ordnungs-Curven statt von Classen-Curven zu reden. Von den vier 
Integralen XJ benutzen wir nur die drei N,, A $ 33. Ihre unteren 
Grenzen verlegen wir in drei übrigens beliebige, reelle Punkte der 
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Curve vierter Ordnung. Sind dann die Schnittpunkte der Curve vierter 


Ordnung mit einer Curve m Ordnung x,, Zy, * Lim) SO hat man 
nach dem Abel’schen Theoreme: 

+ #1 #2 Zim _ 7 FES 

SE he ho J =m. Ci, k=1, 2,3), 


wo die Constanten C, von der Wahl der unteren Grenzen abhängen, und 
das Congruenzzeichen andeuten soll, dass die Gleichung nur modulo 
der Perioden stattzufinden hat. 

So behaupte ich zunächst: Die Constanten C; können bei der von 
uns getroffenen Verabredung reell genommen werden. Wenn nämlich 
die schneidende Curve m!" Ordnung reell ist, so werden von den 4m 
Schnittpunkten die imaginären paarweise conjugirt auftreten und von 
den reellen auf jedem Zuge der Curve vierter Ordnung eine gerade 
Anzahl sich vorfinden. Denn diese Züge haben sog. paaren Charakter. 
Die Integralsummen aber, die, von reeller unterer Grenze beginnend, 
zu conjugirt imaginären oberen Grenzen hingeleitet werden, sind, mo- 
dulo der Perioden, reell. Ebenso die Integralsummen, die, von reeller 
unterer Grenze beginnend, zu einer paaren Anzahl reeller Punkte des- 
selben Curvenzuges hingeleitet werden. Deun das einzelne solche Inte- 
gral ist entweder an sich reell oder hat den imaginären Bestandtheil 
ix; eine paare Anzahl derselben giebt also eine Summe, die modulo 2ix 
congruent mit einer reellen Zahl ist. Hierin liegt der Beweis. 

Die Berührungsprobleme, die oben genannt wurden, verlangen nun 
alle, solche Berührungspunkte zu bestimmen, welche, abgesehen von 
reellen Mültiplis der Cz, als Integralsummen r'e Theile von Perioden 
ergeben: r ist dabei in den beiden ersten Fällen gleich 2, im dritten 
gleich 3, im vierten gleich 4 zu setzen. Nach dem allgemeinen Satze, 
der in $ 8. hinsichtlich der Realität der Lösung des Jacobi'schen 
Umkehrproblems aufgestellt wurde, ergiebt sich daher: 

Diejenigen Lösungen der Berührungsprobleme sind reell und nur 
diejenigen, deren zugehöriger r\“ Periodentheil, modulo 2ix, den ima- 
ginären Destandtheil O oder in aufweist. 


$ 15. 
Anzahl der reellen Berührungscurven. 

Die Perioden, welche die \x bei Integration längs der Querschnitte 
bis» Dar, Dag erhalten, sollen einen Augenblick Bir, Ber, Pse genannt 
werden. Danu ist das allgemeinste Periodensystem, unter m, , my, Mg, 
dis dz, 4; ganze Zahlen verstanden, vorgestellt durch: 


m Pie + Mhrs + mzßsr + Yıaız + 4242: + dsr / 
Die verschiedenartigen r” Periodentheile erhält man alle, wenn man 
die m, q auf die Zählwerthe 0, 1-- .(r— 1) einschräukt und dann 
durch r dividirt. 
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Der imaginäre Bestaudtheil, den die allgemeine Periode enthält, 
nimmt nun auf Grund der früheren Tabellen bei den einzelnen Curven- 
arten folgenden Werth au: 


I. Viertheilige Curve. 


x 
xl 


\, | 2mix 
rar . 
à | Z mix 


— | — _— 


œ~ D ; hd 
Sa | 2 min 


II. Dreitheilige Curve. 


à, | Zmin 
À, | (2m, — qjin 
EN E B 
+ | c . 
d | 2m,ix 


HI. Zweitheilige Curve. 


` 


RI | (2m, —q,)ia 
% | 2m, —q,)ia 


% 


Sa | 2m, iz 
IV. Eintheilige Curve. ~ 


(2m, — q,)in 


x 
VI 


\ 

r (m, +q: dix 
| (2m, — 4 —4: — 2q,)ix 

V, Gürteleurve. 

Ni | (2m, — q,)ix 


ds | 2m; —-,—-94+24)ix 


—m:r 


Jetzt lasse man die m, q alle Werthe von O bis (r— 1) annehmen, 
und sehe nach, für wie viel Werthsysteme von den rë überhaupt vor- 
handenen die imaginären Bestandtheile ganzzahlige Multipla von rix 
werden. So findet man folgende Tabelle: 


ll. | Hal DB) EN |A | sr 
v= adj æ ri) 8 | TI 64 
- = = —| re ee zw. —_— on 
p=3| A| 2| | 27 271 | 729 


| 
n peor CTA mN ee ln ——! 
v4 | 512 | 256 128 | 64 | 128 | 4096 
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Die Zahlen der Tabelle geben dann zugleich an, wie viele der ver- 
schiedenartigen r'*" Perivdentheile zu Umkelhrprobleinen mit reellen 
Lösungen Anlass geben. Aber unter ihnen ist im Falle a) uud im 
Falle c) noch eine uneigentliche Lösung auszuscheiden. Denn setzt 
man alle m und q gleich Null, so erhält man in den genannten Füllen 
statt eines Systems viermal berührender Kegelschnitte bez. viermal os- 
eulirender Curven dritter Ordnung die doppelt- bez. dreimal gezählten 
geraden Linien der Ebene. Dementsprechend gewinnt man folgende 
Sätze: 

Von den 63 Systemen viermal berührender Kegelschnitte sind in den 
Fällen 1, 1, IH, IV, V bez. reell: 
68, 91, 15, 7, NS. 

Für die 64 Systeme sechsmal berührender Curven dritter Ordnung 
werden diese Zahlen: 

64, 32,.16, 8, 16: 
Unter den T28 Systemen viermal osculirender Curven dritter Ordnung 


sind immer und nur 
26 
reell. 


Endlich finden sich unter den 4096 dreimal hyperosculirenden Curven 
dritter Ordnung in den verschiedenen Fällen: 
512, 256, 128, 64, 128 
reelle. 


— - = 


Von diesen Resultaten kann man das erste, nach einer Bemerkung, 
die Herr Zeuthen gemacht hat*), indirect bestätigen. Es wurde bereits 
vben des Zusaminenhaugs gedacht, der zwischen der Theorie der Curven 
vierter Ordnung und der Theorie der Flächen dritter Orduung bestelt. 
Von den Doppeltangenten der C, wird dabei eine ausgezeichnet; sie ent- 
spricht dem auf der F, angenommenen Projeetionspunkte. Die anderen 
Doppeltangenten sind die Bilder der 27 auf der X’, verlaufenden geraden 
Linien. Nun hat Herr Zeuthen bemerkt (Tidsskrift etc. Bd. 3, p. 191), 
dass die aus den 27 Linien zu bildenden 36 Doppelsechsen sich projieiren 
als die Aggregate der Linienpaare, welche in denjenigen 56 Systemen 
viermal berührender Kegelschnitte vorkommen, die die ausgezeichnete 
Doppeltaugente nicht als Theilcurve enthalten. Andererseits findet 
sich in Cremona’s ,Prelimiuari di una teoria delle superficie‘ ange- 
geben, wie viele der 36 Doppelsechs bei den von Schläfli unterschie- 
denen Arten der F, reell sind; es sind bez.: 


36, 16, 8, 4, 12. 
*) Vgl. auch eine Arbeit von Hrn. Crone in der Tidsskrift for Mathematik, 
Nov. 1875. 
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Aus ihnen. ergiebt sich nnn z. B. die von uns für die Gürteleurve V 
angegebene Zahl 15 folgendermassen. Die 12 reellen Doppelsechse der 
entsprechenden Fläche enthalten, wie Cremona angiebt, keine reelle 
gerade Linie; ihnen entsprechen also 12 reelle Kegelschnittsysteme bei 
der C,, welche keine der reellen Doppeltangenten als Theilcurve ent- 
halten. Aber es giebt bei dieser C, vier reelle Doppeltangenten; ihre Be- 
rührungspunkte liegen auf einem Kegelschnitte (vergl. Zeuthen Bd. VII, 
p 412). Indem man eine beliebige derselben mit einer zweiten zusam- 
men als Berührüngskegelschnitt auffasst, erhält man in bekannter Weise 
ein neues, reelles System von Berührungskegelschnitten, welches dann 
aber die beiden zunächst nicht benutzten reellen Doppeltangenten eben- 
falls als ein Linienpaar enthalten wird. Die Zahl der zu den 12 Systemen 
zutretenden ist also noch 3, in Uebereinstimmung mit dem oben ange- 
gebenen Resultate. 


Noch möchte ich bei dieser Gelegenheit eine Bemerkung zufügen 
über eine Arbeit von J. Grassmann (Zur Theorie der Wendepunkte, 
besonders der Curven vierter Ordnung, Berlin 1875, Inauguraldisser- 
tation), Der Verf. untersucht, zumal für die Curven vierter Ordnung, 
die Frage, ob sich zwischen den Wendepunkten analoge Beziehungen 
entdecken lassen, wie sie z. B. für die Berührungspunkte der Doppel- 
tangenten der C, oder für die Wendepunkte der C, gelten. Aber sein 
Hauptresultat, welches, für die C, ausgesprochen, behauptet, dass jeder 
Kegelschnitt, der durch fünf Wendepuukte geht, deren noch drei wei- 
tere enthält, ist im Allgemeinen nicht richtig. Ich überzeugte mich 
davon zunächst, indem ich die Zeichnungen von Curven vierter Ord- 
nung durchsah, die Beer in seinen Tabulae curvarum quarti ordinis ete. 
(Bonn 1852) zusammengestellt hat. Bei diesen Curven liegen immer 
vier Wendepunkte im Unendlichen, und es kommen Beispiele vor (z. B. 
Tafel VII, 1), bei denen vier im Endlichen liegende reelle Wendepunkte 
auftreten, die (auch wenn man der Ungenauigkeit der Zeichnung Rech- 
nung tragen will) unmöglich auf einer zweiten Geraden liegen können, 
wie es J. Grassmann’s Satz in diesem Falle verlangen würde. Es 
ist die immer so missliche Anwendung complicirter Schnittpunktsysteme 
gewesen, die den Verf. zu dem Fehlschlusse verführte; wie er mir mit- 


theilt, ist das System der 45 Punkte (p. 11 der Arbeit), aus welchem `’ 
der Schluss auf die Lage der weiteren \Wendepunkte gemacht wird, 


von der besonderen Art, die überhaupt keinen Schluss auf weitere 
Punkte zulässt. 


München, im April 1876. 


Ueber eine neue Art von Riemann'schen Flächen. 
(Zweite Mittheilung.) e 


Von Feix Kein in München. 


Der nachstehende Aufsatz giebt eine Fortsetzung der unter gleichem 
Titel im .7'® Bande dieser Annalen (p. 558 — 566) erschienenen Arbeit. 
Nachdem ich damals die betr. Flächen überhaupt definirt und an em- 
fachen Beispielen erläutert habe, discutire ich jetzt allgemein, für Curven 
beliebigen Grades mit einfachen Singularitäten, die Verzweigung und 
den Zusammenhang dieser Flächen. Eine erste bez. Notiz veröffent- 
lichte ich bereits in den Erlanger Berichten, Mai 1874. Der Fort- 
schritt, den meine jetzige- Darstellung aufweist, beruht wesentlich auf 
dem Satze, den ich neuerdings in der Note: „Ueber eine neue Relation 
zwischen den Singularitäten einer algebraischen Curve“ mittheilte (p. 199 
ff. dieses Bandes). Aber nicht nur auf diesen Satz, sondern auch auf 
die dort im Einzeluen befolgte Entwickelung werde ich mich wieder- 
holt beziehen; ich werde daher diese Note weiterhin einfach mit den 
Worten „Ueber Singularitäten“ citiren oder auch nur eine bez. Seiten- 
zahl angeben. Andererseits werde ich verschiedentlich Bezug nelımen 
auf zwei andere, dem gleichen Ideenkreise angehörige Arbeiten, ın die 
ich bereits einige hier nötlig werdende Beweise eingeflochten habe, 
um bei der jetzigen Darstellung mich kürzer fassen zu köunen. Es ist 
dies zunächst der unmittelbar vorstehende Aufsatz: Ueber den Verlauf 
der Abel’schen Integrale bei den Curven vierten Grades; er mag nament- 
lich auch die. Richtung bezeichnen, in welcher ich die hier vorzu- 
tragenden Untersuchungen weiter zu führen denke. Es ist andererseits 
die im 9tn Bande dieser Annalen p. 476 — 482 gegebene Notiz: Ueber 
den Zusammenhang der Flächen. Die Auffassung, welche ich schon 
bei einer früheren Gelegenheit (diese Annalen VIT, p. 549 — 557) zur 
Sprache brachte, — der zufolge man bei Zusammenhangsbetrachtungen 
nicht von der Fläche schlechthin sondern von der Flächenseite zu sprechen 
hat —, wird in der genannten Notiz consequenter durchgebildet. Dies 
veranlasst mich, weiterhin einige derjenigen Festsetzungen, die ich in 
meinem ersten Aufsatze über die neue Art der Riemann ’'schen Flächen 
aus Zweckmüssigkeitsgründeu traf, etwas zu modificiren. 
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g 1, 
Anordnung der Blätter. Bedeutung der reellen Wendetangenten und 
der isolirten Doppeltangenten. 


In der zuletzt genannten Notiz „Ueber den Zusammenhang der 
Flächen“ habe ich (p. 479, 80) auf die enge Beziehung aufmerksam 
gemacht, welche zwischen der neuen Riemann’schen Fläche und 
der v. Staudt’schen Imaginärtheorie besteht, und habe entwickelt, 
dass man dementsprechend die Blätter der Fläche mit Indicatricen über- 
decken könne, die einen bestimmten Sinn besitzen. Durch ihn sollte 
dort in derselben Weise eine Unterscheidung zwischen den beiden Seiten 
einer Fläche ermöglicht werden, wie dies gewöhnlich durch Angabe 
des Sinnes der Flächen- Normale geschieht. Hier, wo die principiellen 
Fragen, die ich damals behandelte, zurücktreten, will ich mich der ge- 
wöhnlich gebrauchten, bequemeren Anschauung bedienen. Man errichte 
etwa die Normale immer nach derjenigen Seite, vou der aus die betr. 
Indicatrix in der Richtung des Zeigers einer Uhr durchlaufen erscheint, 
und bezeichne dann diejenigen Blätter der Fläche, deren Normale auf 
den Beschauer zugerichtet ist, als obere, die anderen als untere. 


Es wird im Folgenden, wenn nicht ausdrücklich ($ 6.) das Gegen- 
theil bemerkt wird, die Gleichung der zu untersuchenden Curve mit 
reellen Coefficienten gedacht. Danu ordnen sich die Blättter der Rie- 
mann’schen Fläche in der Weise zu zwei zusammen, dass die Punkte 
des einen Blattes die conjugirt imaginüren Werthe derjenigen repräsen- 
tiren, welche im anderen Blatte ilre Darstellung finden. Da der Sinn 
der oben genannten Indicatricen zwischen den conjugirt imaginären 
Vorkommnissen scheidet, so ist also von zwei zusammengehörigen Blättern 
das eine ein oberes, das andere ein unteres. An jeder Stelle ist die 
Ebene von einer paaren Anzahl (die auch Null sein kanu) von Blättern 
überdeckt; die halbe Zahl dieser Blätter gehört zu den oberen, die 
audere Hälfte zu den unteren, und jedes obere Blatt entspricht einem 
bestimmten unteren. 

Um von einem oberen Blatte in ein unteres zu gelangen, giebt es 
zwei Möglichkeiten. Entweder, man geht (sofern es Blätter giebt, die 
sich durch das Unendliche erstrecken) durch- das Unendliche hindurch, 
wobei sich der Sinn der Flächennormale von selbst umkehrt — oder 
man überschreitet einen reellen Zug der Curve, resp. eine reelle Wende- 
tangente oder eine isolirte Doppeltangente derselben, wobei man vom 
oberen Blatte ausgehend in das unmittelbar unter ihm befindliche, zu- 
gehörige untere Blatt gelangt. Es wird zweckmüssig sein, hier diese 
beiden letzten Vorkommnisse etwas zu erläutern, da die betr. Ausein- 
andersetzungen meines ersten Aufzatzes, wie "schon in der Einleitung 
angedeutet, nicht ganz zutreffend sind. 
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Anf p. 562 des ersten Anfsatzes wurde cine Curve dritter Classe mit 
isolirter Doppeltangente betrachtet (Fig. II ebenda). Dieselbe erscheint 
als eine Uebergangsform zwischen der allgemeinen, eintheiligen und 
der allgemeinen, zweitheiligen Curve (Fig. II, 1); die Doppeltangente 
geht doppeltzählend aus einem Zuge der letztgenannten Curve hervor, 
der die Gestalt einer sehr steilen Hyperbel hat; beim Uebergange zu 
II kommt die Doppeltangente einfach in Wegfall. Die Modification, 
welche die bez. Riemann’sche Fläche bei diesem Uebergange erleidet, 
kann man folgendermassen beschreiben: Von der Fläche II ausgehend 
erhält man die Fläche III der eintheiligen Curve, indem man die beiden 
an die Doppeltangente hinanreichenden oberen Halbblätter mit einander 
vereinigt, und ebenso die beiden (zugehörigen) unteren Halbblätter; da- 
gegen erhält man die Fläche der zweitheiligen Curve, indem man jedes 
der beiden an die Doppeltangente sich hinanziehenden oberen Halb- 
blätter an das zugehörige untere Halbblatt anheftet. — Dieser doppelten 
Möglichkeit giebt man nur einen einseitigen Ausdruck, wenn man sich 
die Doppeltangente als eine Selbstberührungsgerade der Fläche denkt, 
wie ich damals wollte (p. 563); es ist besser, man stellt sich die Fläche 
längs der Doppeltangente zerschnitten vor, wo man dann die beiden 
Ränder je nach Bedürfniss vereinigen kann. Unter einem Rande der 
betr. Fläche wird dabei verstanden die Berandung eines oberen Halb- 
blattes zusammen mit der Berandung des gegenüberliegenden unteren; 
denn sie hängen im Unendlichen zusammen. Wenn später ($ 4.) davon 
die Rede ist, dass, bei der gewöhnlichen Riemann’schen Fläche, der 
hier in Rede stehenden Doppeltangente ein Paar von Fundamentalpunkten 
entspricht, so hat man sich das so vorzustellen: dass der Umgebung 
des einen Fundamentalpunktes der eine der hier definirten Ränder, der 
Umgebung des anderen Fundamentalpunktes der andere Rand zuge- 
ordnet ist (vergl. Bd. VII, p. 554—557). — Diese Erläuterung, die 
sich zunächst auf den Fall der Curven dritter Classe bezog, soll selbst- 
verständlich allgemeine Bedeutung haben, ebenso wie die Bemerkung, 
die hier betr. die reellen Wendetangenten zu machen ist. Hinsichtlich 
der letztereu werde nämlich festgesetzt, dass sie einfach in derselben 
Weise vorgestellt werden sollen, wie die reellen Züge der Curve (Bd. 
X, p. 367). Die frühere Festsetzung (Bd. VII, p. 563), der zufolge die 
Wendetangente als eine Rückkehrkante gedacht werden sollte, war dess- 
halb ungeeignet, weil man, auf dem oberen Blatte aufwärtsstehend, 
durch Ueberschreitung der Wendetangente abwärtsstehend in das untere 
Blatt gelangen muss. 

Da bei einer Curve mit reellen Coefficienten die imaginären Vor- 
kommnisse immer paarweise, als conjugirt imaginäre, anftreten, so 
werden sich bei unseren Flächen alle Besonderheiten, die sich in einem 
oberen Blatte einstellen, an derselben Stelle des zugehörigen unteren 
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Blattes wiederholen. Insbesondere, wenn zwei obere Blätter sich in 
einem Punkte verzweigen, wo dann, irgendwie gestaltet, von diesem 
Punkte ein Verzweigungsschnitt ausläuft, so verzweigen sich die zu- 
gehörigen unteren Blätter an derselben Stelle und man kann dem betr. 
Verzweigungsschnitte eben die Gestalt des anderen geben. Eine solche 
Stelle werde ich weiterhin einen Doppelverzweigungspunkt nennen (vergl. 
Bd. X. p. 379). Andere Verzweigungspunkte, als diese, giebt es nicht. 
Denn sollte ein oberes und ein unteres Blatt durch einen Verzweigungs- 
punkt verbunden sein, so würde von ihm aus eine doppeltzählende, 
sich selbst conjugirte, d. h. reelle Tangente an die Curve gehen. 
Das geschieht aber nur bei denjenigen Punkien, welche den reellen 
Curvenzügen oder den reellen Wendetangenten oder den isolirten 
Doppeltangenten angehören; und deren Bedeutung für die Riemann- 
sche Fläche ist bereits untersucht. — Es wird also auch nie ein oberes 
und ein unteres Blatt durch einen Verzweigungsschnitt verbunden sein, 
und, zerschneidet man die Fläche längs der reellen Curvenzüge , der 
reellen Wendetangenten und (wenn es noch nicht geschehen) längs der 
isolirten Doppeltangenten, so hängen die oberen Blätter der Fläche 
entweder überhaupt nicht mehr mit den unteren Blättern zusammen 
oder nur noch möglicherweise im Unendlichen. 


8 2. 
Verzweigungspunkte. 


Nach der eben gegebenen Erläuterung kann unsere Fläche nur an 
solchen Stellen Verzweigungspunkte aufweisen, an welchen zwei obere 
Blätter und zugleich zwei untere Blätter einen Punkt gemein haben. 
Das Letztere geschieht, wenu sich von dem betr. (reellen) Punkte der 
Ebene zwei conjugirt imaginäre doppeltzählende Tangenten an die 
gegebene Curve legen lassen. Wir werden hier diese Vorkommnisse 
aufzählen unter der auch später immer festgehaltenen (und dann nicht 
ausdrücklich hervorgehobenen) Voraussetzung, dass die geg. Curve nur 
einfache Singularitäten besitze. Zur Bezeichnung der letzteren verwende 
ich hier und überhaupt im Folgenden dieselben Buchstaben, die ich in 
der Note „Ueber Singularitäten“ p. 206, 207 gebrauchte. Die hier 
zunächst in Betracht kommenden Punkte sind die folgenden: 

1) die d” isolirten Doppelpunkte der Curve, 

2) die 4w” reellen Punkte, von denen zwei conjugirt imaginäre 
Wendetangenten ausgehen, 

3) die 4?” reellen Punkte, in denen sich zwei conjugirt imaginäre 
Doppeltangenten kreuzen. 

Ich behaupte nur: Die Punkte 1), 2) liefern in der That Doppel- 
verzweigungspunkte, nicht aber die Punkte 3). Mit diesem Satze und der 
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auf die reellen Wendetangenten und isolirten Doppeltangenten bez. 
Discussion des vorigen $ ist der Einfluss, den die Singularitäteu der 
Curve auf die Gestalt der zugehörigen Riemann ’schen Fläche haben, 
erschöpfend angegeben, denn die Bedeutung der reellen nicht isolirten 
Doppelpunkte, der reellen Spitzen und der nicht isolirten reellen Doppel- 
tangenten ist zu einfach, als dass sie noch besonders erläutert werden 
müssen (vergl. etwa die Fißuren Bd. VII. p. 563, 64 oder die dem 
vorstehenden Aufsatze beigegebenen Tafeln); und die imaginären Doppel- 
punkte, resp. die imaginären Spitzen, welche die Curve besitzen mag, 
treten bei unserer Riemann ’schen Fläche überhaupt nicht in unmittel- 
bare Evidenz. 

Um den ausgesprochenen Satz zu beweisen, benutze ich, wie in 
der Note „Ueber Singularitäten“, die Methode, seine Richtigkeit an 
geeigneten Beispielen zu demonstriren; einen Beweis, den man viel- 
leicht explicite wünschen mag, dass die jedesmaligen Beispiele hinläng- 
lich allgemein sind, unterdrücke ich der Kürze wegen. 

Dass ein isolirter reeller Doppelpunkt Doppelverzweigungspunkt ist, 
wurde, für Curven vierter Classe, Bd. X. p. 380 gezeigt und ist damit 
allgemein bewiesen. 

Die Nothwendigkeit, den reellen Punkt conjugirt imaginärer Wende- 
tangenten als Doppelverzweigungspunkt zu denken, wird sich im folgen- 
den $ bei Untersuchung der Curven dritter Ordnung ergeben, deren 
Fläche, ohne eine solche Annahme, aus getrennten Stücken bestehen 
würde, was der Irreducibilität widerstreitet. 


Endlich, um zu sehen, dass der reelle Punkt conjugirt imaginärer 
Doppeltangenten keine Verzweigung herbeiführt, betrachte man die 
Curve vierter Classe, welche aus zwei sich schneidenden Kreisen gebildet 
wird. Diese reducibele Curve hat eine Riemann ’sche Fläche, die aus 
den beiden bez. kreisförınigen Doppelblättern gebildet wird. Aber die 
Curve hat vier Doppeltangenten und unter ihnen zwei imaginäre. Der 
reelle Punkt derselben ist der sog. innere Aehnlichkeitspunkt der beiden 
Kreise. Von einer in ihm stattfindenden Verzweigung kann selbst- 
verständlich keine Rede sein. 


Wir werden jetzt diese Verhältnisse an dem Beispiele der Curven 
dritter Ordnung ausführlich discutiren. Dieselben sind, wenn sie keinen 
vielfachen Punkt haben, von der sechsten Classe und haben dann sechs 
imaginäre Wendungen; wir werden daher bei ihnen drei Doppelver- 
zweigungspunkte und ev. sechs übereinander liegende Blütter haben, 
‚50 dass eine schon ziemlich beträchtliche Anzahl von Elementen zu 
combiniren ist. Indem wir die Modificationen verfolgen, welche die 
zugehörige Fläche erfährt, wenn die Curve einen singulären Punkt 
erhält oder verliert, erhalten wir nebenbei eine bemerkenswerthe Ver- 
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anschaulichung der Plücker'schen Formeln, sofern dieselben aussagen, 
dass ein Doppelpunkt sechs, eine Spitze acht Wendungen absorbirt. 
Noch in einer anderen Richtung scheinen die folgenden Figuren 
bemerkenswerth. Man hat sich seither bei der Wendepunktsgleichung 
der Curven dritter Ordnung und ähnlichen Problemen wesentlich mit 
der Aufstellung der Resolventen beschäftigt. Aber man kann die 
Frage in einem anderen Sinne stellen, indem man verlangt, die ein- 
fachsten Näherungsmethoden anzugeben, welche bei numerischer Auflösung 
solcher Gleichungen am raschesten zum Ziele führen. Die nachfolgenden 
Figuren geben für die Wendepunktsgleichuug der Curven dritter Ord- 
nung in diesem Sinne insofern eine Anleitung, als sie diejenigen Bezirke 
der Ebene kennen lehren, in welchen man die reellen Punkte der 
Wendetangenten zu suchen hat, was mit einer Separation der Wurzeln 
etwa auf gleicher Stufe steht. Das Wendepunktsproblem, wie es hier 
vorliegt, ist freilich noch zu einfach, um den Vorzug einer solchen 
Behandlung bei praktischen Fällen gegenüber der directen Auflösungs- 
methode wesentlich hervortreten zu lassen. Anders wird es aber z. B. 
schon bei Curven vierter Ordnung, wenn es sich um numerische Be- 
stimmung der Doppeltangenten oder Wendetangenten handelt. 


83. 
Die Riemann’schen Flächen der Curven dritter Ordnung. 


Bereits in Bd. VII. p. 564 (Fig. Il der oberen Reihe) wurde die 
zu einer Curve dritter Ordnung mit Spitze gehörige Fläche gezeichnet. 
Da wir weiterhin ($ 4.) noch auf diejenige Partie der Fläche, welche 


in der Nähe des reellen Fig. 1. 

Wendepunktes sich er- s 2 

streckt, zu reden kom- ae 00 © Dee on. 
mo: Re —— 
stattet sein, den Wende- , s 
punkt unendlich weit zu a 


projiciren und dadurch die Figur 1 zu einer synımetrischen zu gestalten. 
Nun soll aus der Curve mit Spitze eine Curve mit nicht isolir- 

tem Doppelpunkte ent- Fig. 2. 

stehen. Zu dem Zwecke 2 

haben wir die Spitze 

durch eine (zunächst 

kleine) Schleife zu er- 

setzen. Die Classe der o Tosa. 

Curve wächst bei die- à u 

sem Uebergange um 

eine Einheit, und die Anzahl der Blätter der Riemann’schen Fläche 

ist dementsprechend die in Fig. 2 angegebene: 


= 2 2 
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Enthielte nun das Innere der Schleife keinen Verzweigungspunkt, 
so könnten diese Blätter kein zusammenhängendes Ganze bilden. Ein 
isolirter Doppelpunkt ist aber nicht vorhanden, es müssen sich also 
imaginäre Wendungen gebildet haben — was die genannte Bestätigung 
der Plücker’schen Formeln ist — und sie müssen eine Verzweigung 
veranlassen — was den von uns für die betr. Behauptung in Aussicht 
gestellten Beweis ausmacht. Die Plücker’schen Formeln zeigen, dass 
die nun auftretenden imaginären Wendungen nur in der Zahl 2 vor- 
handen sind, wir erhalten also nur einen Doppelverzweigungspunkt. 
Wir wollen die beiden von ihm ausgehenden Verzweigungsschnitte in 
den Doppelpunkt auslaufen lassen (oder vielmebr die beiden Schnitte, 
die bez. die Durchdringung der beiden oberen und der beiden unteren 
Blätter vorstellen [und also in der Zeichnung coincidiren] im Doppel- 
punkte sich vereinigen lassen). So entsteht folgende Figur: 

Fig. 3. 


-— nm = ru — — — = — 


Wir denken uns bei ihr die beiden von der Schleife umschlossenen 
Blätter zwischen den beiden sich ins Unendliche erstreckenden Blättern 
gelegen; dementsprechend wurde die Schleife schwächer ausgezogen, 
als die übrigen Contouren und der Verzweigungsschnitt. 

Von der Curve mit Doppelpunkt gehen wir, indem wir den Doppel- 
punkt in dem einen oder anderen Sinne auflösen, zu eintheiligen oder 
zweitheiligen Curven dritter Ordnung über, die dann von der sechsten 
Classe sind. — Die entstehende eintheilige Curve gehört, wie beiläufig 
bemerkt sei, zu den sogenannten Viereckscurven, d. h. sie verläuft in 
deu Vierecken der Figur, die durch die drei reellen \Wendetaugenten 
und die gerade Linie, welche die drei reellen Wendepunkte enthält, 
gebildet wird (Möbius. Ueber die Grundformen der Linien dritter 
Ordnung. Abhandl. der Sächs. Akad. 1849. p. 80). Weiterhin leiten 
wir aus der zweitheiligen Curve, indem wir das Oval verschwinden lassen, 
eintheilige Dreieckscurven ab. Ihre Riemann’sche Fläche scheint auf 
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den ersten Blick von der Fläche der Viereckseurven sehr verschieden; 
dieselben gehen aber, wie noch gezeigt wird, continuirlich in einander über, 
sobald man den Uebergangsfall ins Auge fasst, in welchem sich die drei 
reellen Wendetangenten in einem Punkte kreuzen. Desshalb werden bei 
der allgemeinen Betrachtung ($ 5.) derartige Vorkommnisse (dass Curven 
überschritten werden, welche statt dreier Doppelpunkte, die durch Ueber- 
kreuzung von Curvenzweigen oder auch von reellen Wendetangenten 
entstehen, einen dreifachen Punkt besitzen) nicht weiter discutirt. 

So wie wir bei der zuletzt gezeichneten Curve dritter Ordnung deu 
Doppelpunkt auflösen, bilden sich nach Plücker’s Angabe (Ueber Sin- 
gularitäten p. 202) zwei reelle Wendungen und vier imaginäre, also 
bei unseren Flächen zwei neue Doppelverzweigungspunkte Dass die- 
selben in der beistehenden Figur 

Fig. 4. 


richtig angegeben sind (wir haben in diesen Figuren zugleich die betr. 
Blätteranzahlen notirt), ergiebt sich, da die Lage des schon vorhandenen 
Doppelverzweigungspunktes schon bekannt ist, aus Symmetriegründen. 
Man sieht das deutlicher bei den Figuren, die sich ergeben, wenn man 
die drei reellen Wendepunkte unendlich weit projicirt: 


Fig. 5. 
N 2 f 
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und, indem wir sie zu Grunde legen, erhalten wir die folgenden Rie- 
mann’schen Flächen: 
Fig. 6. 


Die hyperbelartigen Züge der ersten Figur, das Oval der zweiten 
und Stücke der bei ihr auftretenden Verzweigungsschnitte, so wie beide 
Mal bestimmte Segmente der Wendetangenten sind schwächer ausge- 
zogen, da die von ihnen begrenzten Blätter durch vorgelagerte Blätter 
verdeckt sind. Die Verzweigungsschnitte erstrecken sich in der ersten 
Figur durch das Unendliche hindurch; bei der zweiten Figur schneiden 
sie sich in einem Punkte. Es ist wohl kaum nöthig, zu bemerken, 
dass die Lage der Verzweigungsschnitte noch mannigfach abgeändert 
werden kann. — 


Aus der zweitheiligen Curve mag jetzt eine Curve mit isolirtem 
Puukte entstehen, indem wir das Oval in einen Punkt zusammenziehen. 
Dann hat man folgende Figur: 

Man sieht, dass der Doppelpunkt, 
wie es die Plücker'schen Formeln ver- 
langen, sechs Wendungen absorbirt hat. 
Der Doppelpunkt ist ein einfacher Dop- 
pelverzweigungspunkt; die drei in der 
Figur von ihm ausgehenden Verzwei- 
gungsschnitte lassen sich durch einen 
ersetzen (vergl. auch die etwas anders 
angeordnete Figur Bd. VII. p. 566). 

Indem wir endlich das zum Doppel- 
punkte gewordene Oval vollends ver- 
schwinden lassen, entsteht die eintheilige Dreieckscurve. Um die betr. 
Fläche aus der zuletzt betrachteten zu erhalten, mache man folgende 
Ueberlegung. Indem der Doppelpunkt verschwindet, steigt die Classe 
der Curve um zwei Einheiten. Es lassen sich also von jedein Punkte 
der Ebene zwei Tangenten mehr an die Curve legen, als vorher. Aber 
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für keinen Punkt sind dieselben reell. Es ist also die ganze Ebene 
mit einem neuen Doppelblatte zu überdecken, dessen obere resp. untere 
Hälfte man sich vor der Vorderfläche resp. hinter der Rückfläche der 
bisherigen Figur ausgebreitet denken mag. nie hängt dadurch 
mit den übrigen Blättern zusammen, dass sich der isolirte Doppelpunkt 


wieder in drei Doppelverzweigungspunkte : Fig. 8. 
aufgelôst hat, wie die nebenstehende Figur N f . 
aufweist. ` \ N 

In ihr sind diejenigen Contouren, ` \ ' 


welche für den Beobachter durch zwei 
Blätter verdeckt erscheinen, nur punktirt; 

vor die schwach ausgezogenen Contouren __ 
ist nur je ein Blatt vorgelagert. 

Von der so erhaltenen Zeichnung 
geht man nun zu der eintheiligen Vierecks- 
curve zurück, indem man eine Curve betrachtet, bei der sich die drei 
reellen Wendetangenten in einem Punkte schneiden: 

Dreht man diese Figur um 60 Grad, so über- 
sieht man, dass dieselbe von der oben für die 
Viereckscurve gegebenen wenig verschieden ist. 
Man hat nur die drei Asymptoten der letzteren 
so zu verschieben, dass sie durch einen Punkt 
gehen, und die Verzweigungspunkte durch das 
Unendliche durch auf den Mittelpunkt der Figur 
zurücken zu lassen. 

Hiermit sind alle Arten der Curven dritter Ordnung besprochen. 


8 4, 
Der Zusammenhang unserer Flächen. 


Wenn der Zusammenhang, den unsere Flächen besitzen, bestimmt 
werden soll, bedarf es vor allen Dingen einer Erörterung über die Ge- 
stalt der Fläche in der Nähe eines reellen Wendepunktes. Denn Flächen 
mit singulären Punkten sind von den gewöhnlichen Zusammenhangsunter- 
suchungen ausgeschlossen, und man muss, wenn bei ihnen dennoch 
von einer Zusammenhangszahl gesprochen werden soll, eine besondere 
Festsetzung treffen. Eine Curve mit Wendetangente ist, als Classen- 
curve aufgefasst, Uebergangsfall zwischen einer Curve, welche eine iso- 
lirte, und einer Curve, welche eine nicht isolirte reelle Doppeltangente 
besitzt (Fig. 10). 

Der Zusammenhang der Fläche sinkt, wenn wir von der ersten Figur » 
zur letzten fortschreiten, um zwei Einheiten; es scheint daher natur- 
gemäss, der in der Mitte befindlichen Figur die mittlere Zahl beizulegen. 
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Allgemein: Es sei eine Classencurve mit w reellen Wendetangenten 
gegeben. So lasse man dieselben durch kleine Aenderung der Constan- 
ten in Doppeltangenten übergehen. Von denselben mögen w; nicht 
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isolirt, w, isolirt sein (w; -4 w, =w’)*). Sodann bestimme man den 
Zusammenhang der Riemann'schen Fläche, die zu der modificirten 
Curve gehört, und addire w’ — w,. Die dann erhaltene Zahl soll der 
Zusammenhang der ursprünglichen Fläche genannt werden. 

Bestimmen wir jetzt den Zusammenhang der „modifieirten“ Fläche, 
die im Ganzen {” + w, isolirte Doppeltangenten enthält. Zu dem 
Zwecke vergleichen wir sie mit der gewöhnlichen Riemann’schen 
Fläche, die sich ergiebt, wenn man, vermöge der Gleichung der Classen- 
curve, eine der beiden Linien-Coordinaten als Function der anderen 
betrachtet und die complexen Werthe der letzteren über die x + iy- 
Ebene ausbreitet. Auf diese gewöhnliche Riemann’sche Fläche ist 
unsere im Allgemeinen eindeutig abgebildet. Eine Ausnahme verur- 
sachen nur die isolirten reellen Doppeltangenten, die ihrer ganzen Er- 
streckung nach auf unserer Fläche liegen, während ihnen auf der gew. 
Fläche je ein Punktepaar entspricht. Da nun die gewöhnliche Rie- 
mann'sche Fläche den Zusammenhang 2p aufweist, so erhält unsere 
„modifieirte“ Fläche, nach einem schon im § 1. besprochenen, Bd. VII, 
p. 554 aufgestellten Satze**), den Zusammenhang: 

2p + 2%, +2", . 
und also unsere ursprüngliche Fläche den Zusammenhang: 
Z = 2p 4 w 4 w +26 = 2p + w + 26 

Zu eben dieser Formel würde man geführt, wenn man, ohne sich 
auf eine nähere Untersuchung der reellen Wendepunkte und ihres Ein- 
flusses auf den Zusammenhang einzulassen, einfach von dem Umstande 
ausginge, dass den nach ihrer ganzen Erstreckung auf unseren Flächen 


+ Fig. 10. 
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*) Vielleicht giebt es Fälle, in denen eine solche Modification nicht möglich 
ist, ohne dass gleichzeitig andere Doppeltangenten verschwinden etc. In solchen 
Fällen reicht der Wortlaut des Textes nicht mehr aus; es wird aber leicht sein, 
die Darstellung des Textes dennoch zu verwerthen. 

**) Derselbe lautet: Sind zwei Flächen im Allgemeinen eindeutig auf einander 
bezogen, doch so, dass die eine u, die andere » Fundamentalpunkte trägt, so ist 
der Zusammenhang der ersten, vermehrt um a, gleich dem Zusammenhang der 
zweiten, vermehrt um vy. 
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liegenden reellen Wendetangenten auf der gewöhnlichen Riemaun’- 
schen Fläche nur je ein Punkt entspricht, und dann den eben citirten 
Satz anwendete. Ein solches Verfahren wäre natürlich nicht gerecht- 
fertigt, da der betr. Satz an der angeführten Stelle nur unter Voraus- 
setzungen bewiesen ist, die hier nicht zutreffen (die Existenz singulärer 
Punkte blieb ausgeschlossen). Vielmehr hat man in der Ueberein- 
stimmung nur eine Bestätigung dafür zu erblicken, dass die oben ge- 
troffene, die Wendepunkte betr. Festsetzung naturgemäss ist. 

Wir werden nun in den folgenden beiden $ versuchen, die jetzt 
für Z gewonnene Formel direct, ohne auf die gewöhnliche Rienmann’- 
sche Fläche zurückzugehen, aus der Gestalt der Curven n'er Classe zu 
beweisen. Mir scheint diese Aufgabe besonders desshalb interessant, 
weil sie zeigt, dass wir die jedenfalls sehr mannigfaltigen Gestalten dieser 
Curven doch schon mit Hülfe der jetzt bekannten Sätze bis zu einem 
gewissen Grade beherrschen. 

Inzwischen werde hier ein instructives Beispiel vorausgeschickt, in 
welchem sich die directe Abzählung unmittelbar gestaltet. 

Es sei die Classe & der Curve und die Ordnung n derselben eine 
gerade Zahl: 

k= 2k, n= 2r. 

Dann kann die Curve — und das soll hier vorausgesetzt werden 
— möglicherweise ohne jeden reellen Zug sein. Auf dem von uns 
festgehaltenen Staudpunkte der Allgemeinheit sind von den Singulari- 
täten - Anzahlen w, f, r, d in diesem Falle gleich Null zu setzen, 
während #”, d’, t”, d” beliebige Werthe haben, die unter einander und 
mit v und x nur durch die Plücker’schen Formeln und durch die 


Relation: 
v+t=1x+ 4 
verbunden sind (in welche in diesem Falle die allgemeine 
ntwW+2t=k+r+2d” 
übergeht). 

Betrachten wir jetzt die zugehörige Riemann ’sche Fläche. Die- 
selbe überdeckt die ganze Ebene mit x unbegrenzten Doppelblättern, 
die durch d” + 4w” Doppelverzweigungspunkte mit einander verbunden 
sind. Wären diese Verzweigungspunkte nicht vorhanden, so käme als 
Zusammenhaugszahl — 2 (x—1). Denn jedes die ganze Ebene über- 
deckende Doppelblatt hat (wie die als Doppelfläche betrachtete Ebene 
selbst) den Zusammenhang Null, und für die Trennung der x Bestand- 
theile von einander hat man («— 1) mal (— 2) in Anrechnung zu bringen. 
Diese Zahl — 2(x—1) wird dann durch jeden Verzweigungspunkt um 
eine Einheit, durch jeden Doppelverzweigungspunkt also um zwei Ein- 
heiten erhöht. Somit kommt i 

= — 2(x—1) + 2d + w”. 
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Dies aber ist in der That gleich 2p+w+2t”, wie sich folgender- 
massen ergiebt. Zunächst ist 
p= pal ri — t — w = (2x — 1) (x — 1) — t'— ET — w". 


und 
w = 0, 
also 
2p + w + 24 = 2 (x—1) (2x —1) — 26— 2w”. 
Dann aber giebt die Plücker’sche Formel 
2v = 2 x (2x — 1) — 2" — 2E 3w”. 
Aus ihr folgt: 
2p + w + 2i = 2v — 2(2x—1) 4 2 p o" 
und dieses setzt die angegebene Relation: 
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unmittelbar iu die gewünschte Gestalt um: 


2p + w +2 = — 2 (x—1) +24’ + w”. 
§ 5. 


Directe Bestimmung der Zusammenhangszahl. 


+ 


Die directe Begründung der Formel 
Z=2pyp w +2" 
aus der Gestalt der Curve soll jetzt in folgender Weise geführt werden. 
Wir zeigen zunächst, dass man für jede Classe k Beispiele angeben 
kann, in denen die Formel richtig ist. Wir zeigen sodann, dass sie 
richtig bleibt, wenn man von der im Beispiele benutzten Curve zu 
einer beliebigen anderen Curve derselben Classe übergeht. 

Die Wahl des anfänglichen Beispiels kann natürlich auf sehr mannig- 
faltige Weise geschehen; man könnte z. B. für ein gerades k die zuletzt 
betrachteten Curven wählen, welche keinen reellen Zug enthalten *). 
Da ich aber weiterhin verschiedene Sätze brauche, die ich in dem Auf- 
satze „über Singularitäten“ zusammengestellt habe, so ziehe ich es vor, 
mich überhaupt genau an diesen Aufsatz anzuschliessen. Es sind nur 
die Betrachtungen, die dort für Ordnungscurven angestellt wurden, hier 
durchgängig dualistisch auf Classencurven zu übertragen. 

Beginneu wir damit, die dort zu Grunde gelegten Beispiele (p. 204, 
205) nach dualistischer Uebertragung für die hier vorliegende Frage- 
stellung zu verwerthen. ? 

Ist & gerade = 2x, so nehme man (p. 204) x Ellipsen, deren jede 
mit jeder anderen vier reelle Taugenten gemein hat, und construire 


*) In meiner ersten bez. Note (Erlanger Berichte 1874) hatte ich eine Curve 
benutzt, die in lauter einzelne Puukte zerfallen war. 
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aus ihnen eine allgemeine Curve der Classe 2x, indem man bei jeder 
dieser Tangenten eins der beiden Segmente, in die sie durch ihre Be- 
rührungspunkte zerlegt wird, in zwei reelle Curvenzüge spaltet, während 
man das andere Segment verschwinden lässt. (Dies ist also dasselbe 
Verfahren, welches insbesondere für Curven vierter Classe im vor- 
stehenden Aufsatze angewandt wurde und dort ausführlich erläutert ist.) 
Jede dieser Operationen, deren Anzahl 2x (x— 1) ist, erhöht deu Zu- 
sammenhang der ursprünglichen Riemann’schen Fläche um zwei Ein- 
heiten; derselbe wird also 


Z = — 2 (x—1) + 4x (x— 1) = (k— 1) (k— 2), 
da das Aggregat der nicht verbundenen x elliptischen Doppelblätter 
den Zusammenhang — 2 (x— 1) aufweist und bei dem Aenderungs- 
processe keine Verzweigungen entstanden siud. — Der gefundene Werth 
von Z stimmt überein mit der allgemeinen Formel 
Z = 2p + w + 2t", 

insofern im Beispiele überhaupt keine Wendungen oder Doppeltangenten 
vorhanden sind, und also: 


p paa k- 2 w = 0, £ =a 0. 


Ist k dagegen ungerade, so setze man dasselbe = 2x + 3 und 
zeichue, analog wie p. 205, x Ellipsen und eine Curve dritter Classe. 
Das Aggregat der bez. zugehörigen Flächen hat als Zusammenhangszahl 

De A), 
und, geht man uun zu einer allgemeinen Curve Ä* Classe über, indem 
die 2x(x—1) reellen Taugenten, die den Ellipsen zu zwei gemeinsam 
sind, und die 6x reellen Taugenten, welche gleichzeitig eine Ellipse 
und die Curve dritter Classe berühren, in reelle Curvenzüge spaltet, 
so kommt 
Z = — 2 (x— 1) + 4x (x—1) + 12x = (k — 1)(k—2), 

was wiederum stimmt. d 

Von diesen Beispielen ausgehend zeigen wir nun zunächst: Die 

Formel 

Z=2p+w+2t" 
gilt für alle allgemeinen Classencurven, d. h. für solche, die keine Doppel- 
und Wendetangenten besitzen. 

Zu dem Zwecke lassen wir die einzelne in Betracht kommende 
Curve, je nachdem k gerade oder ungerade, aus dem ersten oder zweiten 
der angegebenen Beispiele nach Anleitung von p. 200, 201 eutstehen. 
Dann werden, allgemein zu reden, eine Anzahl einzelner Curven über- 
schritten werden müssen, bei denen die Riemann’sche Fläche eine 
wesentliche Gestaltänderung erfährt, und es ist zu zeigen, dass trotz 
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der Aenderuug die Zusammenhangszahl dieselbe geblieben ist. Die 
hier in Betracht zu ziehenden Vorkommnisse beziehen sich entweder 
darauf, dass eine Curve überschritten wird, bei der eine besondere Sin- 
gularität auftritt, oder dass bei der betr. Curve die immer vorhandene 
Singularität ihre Bedeutung für die Riemann’sche Fläche wechselt. 
Mit Rücksicht auf die oben ($ 2.) gegebene Erörterung über den ge- 
staltlichen Einfluss, den die Singularitäten der Curve auf deren Rie- 
mann’sche Fläche haben, und im Anschlusse an die Entwickelung der 
p. 201 — 203 zeigt sich, dass für jede der beiden Arten nur eine Mög- 
lichkeit in Betracht zu ziehen ist, nämlich bez.: 

das Auftreten einer reellen, nicht isolirten oder isolirten Doppel- 

tangente 
und der Uebergangsprocess, der dem Verschwinden einer Einbuchtung 
(Ueber Singularitäten p. 202, 203) dualistisch entspricht und bei dem 
daher 

ein nicht isolirter Doppelpunkt zum isolirten wird. 

Der Eiufluss, den diese Vorkomnmisse auf die Gestalt der Rie- 
mann’schen Fläche und damit auf ihre Zusammenhangszahl haben, 
wurde aber schon in den früheren Aufsätzen, sowie in $ 1., 2. des 
vorliegenden hinlänglich erörtert. Wenn eine nicht isolirte Doppeltan- 
gente entsteht, so zieht sich ein „Band“ der betr. Riemann’schen 
Fläche in ein doppeltzählendes Segment einer geraden Linie zusammen 
und konımt so in Wegfall; hernach aber gestaltet sich das ergänzende 
Segment der betr. geraden Linie zu einem Baude um, und der Zusammen- 
hang hat auf der einen Seite 2 verloren, um auf der anderen 2 zu 
gewinnen. — Das Entstehen der isolirten Doppeltangente beeinflusst 
den Zusammenhang nach $ 1. überhaupt nicht. Denn es ist damit 
gleichbedeutend, dass man in der betr. Riemann’schen Fläche einen 
Riückkehrschnitt ausführt. Die Ränder dieses Rückkehrschnittes werden 
dann später nur in umgekehrter Weise zusammengefügt. — Endlich 
das zweite der angegebenen Vorkommnisse wurde p. 380 des Aufsatzes: 
„Ueber Integrale“ ausführlich betrachtet; die bes. Voraussetzung, die 
dort gemacht ist: dass bloss Curven der vierten Classe zu untersuchen 
sind, beeinflusst offenbar nicht die Allgemeingültigkeit der dort ge- 
gebenen Entwickelung. 

Damit ist der gewünschte Beweis bereits erbracht. Der Zusammen- 
hang bleibt bei der allgemeinen Classencurve immer 2p + w + 26", 
oder besser, da w = 0, t= 0, er bleibt = 2p. 

Um den Beweis jetzt auf solche Curven, die Doppel- und Wende- 
tangenten haben, auszudehnen, verfahren wir wie auf p. 206. Jede solche 
Curve kann aus einer unmittelbar benachbarten allgemeinen Classencurve 
abgeleitet werden. Das Geschlecht der letzteren sei [p]. So wird die 
zu untersuchende Curve ein Geschlecht haben: 
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p = [p] E ť 2 | — len w a w”, 
wo f‘, t etc. die immer fest gehaltene Bedeutung haben (p. 206). Der 
Zusammenhang der Fläche, die zu der allgemeinen Curve gehört, ist 


[Z] = 2 [p]; 
der Zusammenhang der zu untersuchenden Fläche soll werden 
Z = 2p 4 w 4 2E = 2{[p] — 2t — 2t" — w — 2w", 
und es ist also zu zeigen, dass: 
Z = [Z] — 21 — 2” — w — 2w". 
Mit anderen Worten; es ist zu zeigen: 
Das Entstehen 
einer nicht isolirten reellen Doppeltangente, 
einer imaginären Doppeltangente, 
einer reellen Wendung, 
einer imaginären Wendung 
erniedrigt den Zusammenhang bez. um 2, 2, 1, 2 Einheiten. 

Dagegen führt das Entstehen einer isolirten reellen Doppeltangente 
keine Erniedrigung herbei. 

Von diesen Sätzen könneu diejenigen als bewiesen gelten, welche 
sich auf die reellen Doppeltangenten beziehen. Auch der Einfluss der 
reellen Wendungen ist damit gegeben, denn sie sollen, nach der im 
vorigen $ getroffenen Festsetzung, die Mitte halten zwischen den iso- 
lirten und den nicht isolirten reellen Doppeltangenten. 

Was die imaginären Doppeltangenten und Wendetangenten betrifft, 
so zeigt der Satz 3) der p. 206: 

Der reelle Punkt sweier conjugirt imaginärer Doppeltangenten absor- 
birt zwei, und der reelle Punkt zweier conjugirt imaginärer Wendetan- 
genten absorbirt drei reelle isolirte Doppelpunkte. 

Es rücken daher in diese reellen Punkte 2, bez. 3 Doppelverzwei- 
gungspunkte der Fläche zusammen, um (nach $ 2.) sich im ersten Falle 
zu compensiren und sich im zweiten Falle auf nur einen Doppelver- 
zweigungspunkt zu reducireu. Beidemal verliert also die Fläche zwei 
Doppelverzweigungspunkte und also sinkt der Zusammenhang um 4 
Einheiten. Das macht für die einzelne imaginäre Doppeltangente oder 
Wendetangente 2 Einheiten, w. z. b. 

Und hiermit ist die geforderte allgemeine Abzühlung geleistet. 


a 


§ 6. 
Complexe Curven. 


Es wird hier am Platze sein, noch einige Worte über die Riemann’- 
sche Fläche solcher Curven zu sagen, deren Gleichung complexe Coef- 
ficienten besitzt (p. 207). Eine solche Curve, von der Ordnung n, der 


414 l F. Kren. 


Classe k hat auf dem hier festgehaltenen Standpunkte der Allgemeinheit 
eine Anzahl (ô) reeller isolirter Punkte und eine Anzahl (r) reeller 
isolirter Tangenten. Sie besitzt sodann w” imaginäre Wendetangenten, 
t” imaginäre Doppeltangenten (und analog imaginäre Spitzen resp. Rück- 
kehrpunkte). 

Man vereinige nun die complexe Curve mit der ihr conjugirten. 
So entsteht eine neue Curve, deren Gleichung reelle Coefficienten hat, 
von der Ordnung 2n, der Classe 2%, mit 2w” imaginären Wendetan- 
genten etc. und Ô isolirten reellen Doppelpunkten, + isolirten reellen 
Doppeltangenten. Bei ihrer Riemann’schen Fläche kennen wir den 
Zusammenhang und die Verzweigung der Blätter. Fügen wir hinzu, 
dass zusammengehörige Blätter dieser Fläche nothwendig auf die beiden 
verschiedenen complexen Curven Bezug haben, so erhalten wir bez. 
der einzelnen complexen Curve folgenden Aufschluss: 

Die zugehörige Riemann’sche Fläche überdeckt die Ebene mit k 
einfachen Blättern, und hat die t reellen isolirten Tangenten zu einfachen 
Randeurven. 

Die Blätter sind durch Ô + w” einfache Verzweigungspunkte ver- 
bunden, entsprechend den ò isolirten reellen Punkten und den w” reellen 
Punkten der w” imaginären Wendetangenten. 

Der Zusammenhang der Fläche ist 

g=2p+r, 
unter p das Geschlecht verstanden. 

Was die Ableitung der letzteren Gleichung angeht, so verfahre 
man etwa folgendermassen. Die reelle Curve, welche durch Vereini- 
gung der beiden complexen entsteht, hat 2w” Wendetangenten und 
2f”+%? Doppeltangenten (in die die A? gemeinsamen Tungenten der 
beiden complexen Curven eingerechnet sind). Ihr Geschlecht ist also: 

P = rt = — 20” — 21” k. 
Andererseits ist . 


k—2 „ 
p = — 


see 
— w — t, 


1 
E 
also 
P = 2p — 1. 
Der Zusammenhang der Fläche, welche zur reellen Curve gehört, 
muss aber nach den früheren Abzählungen sein: 
| Z=2P+27r. 
Andererseits ist, da sich diese Fläche aus zwei Bestandtheilen vom 
Zusammenhange z zusammensetzt, 
Z = 2z — 2. 
Hieraus folgt durch Elimination das gewünschte Resultat: 
g = 2p +r. 
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Als Beispiele betrachte man die Riemann ’schen Flächen, die zum 
einzelnen complexen Punkte oder zum complexen Kegelschnitte gehören. 

Im ersteren Falle ist A=1,r=1,d=0. Die Fläche besteht 
aus einem einfachen Blatte, welches, die gauze Ebene überdeckend, von 
beiden Seiten an die reelle gerade Linie hiuanreicht, welche den com- 
plexen Punkt mit seinem conjugirten verbindet, und diese Linie zur 
Randeurve bat. Wir haben eine einfach zusammenhängende, einfach 
berandete Fläche. 

Bei complexeu Kegelschnitten haben wir, nach p. 207, drei Arten 
zu unterscheiden. Ist kein reeller Punkt und also auch keine reelle 
Tangente vorhanden, so besteht die betr. Fläche aus einem nullfach zu- 
sammenhängenden, die ganze Ebene überdeckenden Doppelblatte. Aber 
es können 2 oder 4 reelle Punkte vorhanden sein, dann finden sich 
auch 2 oder 4 reelle Tangenten. Man erhält eine Fläche mit 2 oder 
4 Randeurven, die 2 oder 4 Verzweigungspunkte besitzt und demnach 
doppelt oder vierfach zusammenhängend ist. 


Si. 
Bedeutung der reellen Curvenzüge für die Riemann'sche Fläche. 


Zum Schluss will ich noch einige lose Bemerkungen zufügen, die 
sich wieder auf reelle Curven beziehen und die Bedeutung erläutern, 
welche die reellen Züge dieser Curven für die zugehörige Riemann’- 
sche Fläche haben. Es müssen diese Sätze von fundamentaler Wichtig- 
keit sein, wenn man es unternimmt, bei beliebigen reellen Curven den 
Verlauf der Abel’schen Integrale in der Weise zu untersuchen, wie ich 
es im vorstehenden Aufsatze für die Curven vierter Classe begonnen 
habe. Dabei will ich der Einfachheit wegen hier die Annahme fest- 
halten, dass keine reellen Wendetangenten oder reelle isolirte Doppel- 
tangenten vorhanden sind; eine Ergänzung, welche auf Curven Bezug 
nimmt, bei denen diese Singularitäten auftreten, lässt sich leicht zufügen. 

Zunächst sage ich: Wenn eine Curve C reelle Züge besitzt und man 
zerschneidet die zugehörige Riemann'sche Fläche längs (C— 1) derselben, 
so zerfällt die Fläche noch nicht. Denn wenn sie zerfiele, so könnte 
das nur so geschehen, dass sich zwei zusammengehörige (complex con- 
Jugirte) Bestandtheile bildeten. Dieselben werden dann aber nothwen- 
dig in dem noch unzerschnittenen, letzten Zuge zusammenhängen. 

Es folgt hieraus zunächst (natürlich unter der Beschränkung, die 
wir. uns hier im Interesse der Einfachheit der Darstellung auferlegt haben) 
der Harnack’sche Satz (diese Annalen X, p. 190): dass cine£urve vom 
Geschlechte p nicht mehr als (p+1) Züge haben kann. Hütte sie näm- 
lich (p+-2) Züge, so würde ein Zerschneiden lings (p-+1) derselben 


noch kein Zerfallen der Fläche herbeiführen, während mau Zr 


416 F. Kırın. Ueber Riemann'sche Flächen, 


einer 2p-fach zusammenhängenden Fläche nicht mehr als p nicht zer- 
stückende Rückkehrsghnitte ziehen kann. 

Andererseits ergiebt sich für die Curven, deren Zügezahl 

C>0, C<p+1 
eine bemerkenswerthe Eintheilung in zwei Arten, 

Die Curven der ersten Art haben die Eigenschaft, dass ihre Rie- 
mann'sche Fläche, längs der C Züge zerschnitten, zerfällt, bei den Curven 
der gweiten Art findet ein solches Zerfallen nicht statt. Die von Hrn. 
Harnack betrachteten Curveu mit (p+-1) Zügen mag man der ersten 
Art, die Curven, welche überhaupt keine reellen Züge besitzen ($ 4.) der 
zweiten Art zurechnen. 

Ich erinnere in dieser Beziehung au die früher betrachteten Curven 
dritter und vierter Classe. 

Die zweitheilige Curve dritter Classe gehört zur ersten, die ein- 
theilige zur zweiten Art. 

Bei den Curven vierter Classe ohne Doppeltaugente gehören zur 
ersten Art: die viertheilige und die Gürtelcurve, zur zweiten Art die 
übrigen: die drei-, zwei-, eintheilige und die imaginäre. ` 

Die Curven derselben Art zeigen eine grosse Reihe gemeinsamer 
Eigenschaften. Z. B. kann bei den Curven der ersten Art durch all- 
mähliches Aendern der Constanten niemals eine isolirte reelle Doppel- 
tangente neu entstehen, um daun einen (C+ 1)" Curvenzug zu liefern; 
während die Curven der zweiten Art in dieser Richtung nicht beschränkt 
sind. Die Curven der zweiten Art sind, sozusagen, noch entwickelungs- 
fähig, während es die Curven der ersten Art nicht sind. Doch soll 
hier auf diese Verhältnisse noch nicht nüher eingegangen werden. 


München, im April 1876. 


Preisaufgaben der Fürstlich Jablonowski’schen Gesellschaft. 


(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft, Leipzig im März 1876.) 


1. Für das Jahr 1876. 


Trotz der meisterhaften Arbeiten Leverrier's über die Bewegung 
des Merkur kann die Theorie dieses Planeten noch nicht als endgültig 
abgeschlossen betrachtet werden. Die Gesellschaft wünscht eine aus- 
führliche 

Untersuchung der die Bewegung des Merkur bestimmenden Kräfte, 


mit Rücksicht auf die von Laplace (in der Mécanique céleste), von 
Leverrier (in den Annales de l'Observatoire und den Comptes rendus 
de l’Académie des Sciences), von Hansen (in den Berichten der Kgl. 
Sächs. Gesellsch. d. W. vom 15. April 1865) und von Wilhelm Weber 
(vergl. Zöllner über die Natur der Kometen, p. 333) angedeuteten 
Einwirkungen. Ausser der vollständigen Berechnung der Störungen ist 
eine Vergleichung mit den Beobachtungen unerlässlich, um zu zeigen, 
bis zu welchem Grade der Genauigkeit sich die eingehenden Constanten 
bestimmen lassen. Construction von Tafeln zur Ortsberechnung behält 
sich die Gesellschaft vor zum Gegenstand einer späteren Preisbewerbung 
zu machen. Preis 700 Mark. 


2. Für das Jahr 1877. 


Der nach Eucke benannte und von diesem Astronomen während 
des Zeitraumes von 1819 — 1343 sorgfültig untersuchte Komet J, 1819, 
hat in seiner Bewegung Anomalieen gezeigt, welche zu ihrer Erklärung 
auf die Hypotliese eines widerstehenden Mittels geführt haben. Da 
indessen eine genauere Untersuchung der Bahn nur über eiuen be- 
schräukten Theil des Zeitraums vorliegt, über welchen die Beobachtungen 
(seit 1786) sich erstrecken, so ist eine vollständige Neubearbeituug der 
Bahn des Encke’schen Kometen um so mehr wünschenswerth, als die 
bisher untersuchten Bewegungen auderer periodischen Kometen keinen 
analogen widerstehenden Einfluss verrathen haben. Die Gesellschaft 
wünscht eine solche vollstäudige Neubearbeitung herbeizuführen, und 


stellt desshalb die Aufgabe: 
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die Bewegung des Encke’schen Kometen mit Berücksichtigung aller 
störenden Kräfte, welche von Einfluss sein können, vorläufig wenig- 
stens innerhalb des seit dem Jahre 1843 verflossenen Zeitraums 

zu untersuchen. 
Die ergänzende Bearbeitung für die frühere Zeit behält sich die 
Gesellschaft vor, eventuell zum Gegenstand einer späteren Preisbewer- 


bung zu machen. Preis 700 Mark. 
3. Für das Jahr 1878. 


Die Entwickeluug des reciproken Werthes der Entfernung r zweier 
Punkte spielt in astronomischen und physikalischen Problemen eine 
hervorragende Rolle. Ju der Theorie der Transformation der elliptischen 
Functionen wird die zuerst von Cauchy entdeckte Gleichung bewiesen 


Ana’ 16 za? 
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in welcher mit Rücksicht auf die zu erzielende Genauigkeit die positive 
willkürliche Constante a so gross gewählt werden kann, dass die Ex- 
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na 
ponentialgrösse c” # vernachlässigt werden darf. Alsdann hat man 
r 
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eine Reihenentwickelung von ungemein rascher Convergenz. Es steht 
zu erwarten, dass eine auf die vorstehende Formel gegründete Ent- 
wickelung der Stürungsfunction in dem Problem der drei Körper sich 
für die numerische Rechnung als vortheilhaft erweisen werde, 

Die Gesellschaft wünscht eine unter dem angedeuteten Gesichtspunkte 
ausgeführte Bearbeitung des Störungsproblems zu erhalten. 

Indem sie dem Bearbeiter die Wahl des besonderen Falles über- 
lässt, in welchem die numerische Anwendbarkeit des Verfahrens gezeigt 
werden soll, setzt sie voraus, dass das gewählte Beispiel hinlänglichen 
Umfang und Wichtigkeit besitze, um die Tragweite der vorgeschlagenen 
Methode und ihr Verhältuiss zu den bisher angewandten hervortreten 
zu lassen. Preis 100 Mark. 


4. Für das Jahr 1879. 


Durch die in den Abhandlungen der Kgl. Sächs. Gesellschaft der 
Wissenschaften von W. Hankel veröftentlichten Untersuchungen ist 
nachgewiesen worden, dass die 'Thermoelektrieität nicht nur auf den hemi- 
morphen Krystallen auftritt, sondern eine au allen Krystallen wahrzu- 
nelmende Eigenschaft ist, soweit deren krystallinische Structur und 


+ 
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materielle Beschaffenheit überhaupt ein Entstehen und Anhüufen der 
Elektrieität bis zu einer durch unsere Intrumente nachweisbaren Stärke 
gestatten. Die erwähnten Abhandlungen umfassen ausser den hemi- 
morphen Krystallen des Boracites und Quarzes die symmetrisch gebilde- 
ten Krystalle des Idokrases, Apophyllits, Kalkspathes, Berylls, Topases, 
Schwerspathes, Aragonites, Gypses, Diopsids, Orthoklases, Albits und 
Periklins, und lehren nicht nur die Vertheiluug der Elektricität auf den 
in den. verschiedenen Formen vollkommen ausgebildeten, sondern auch 
auf den durch Anwachsen oder sonstige Hindernisse in ihrer Entwicke- 
lung gehemmten Individuen, sowie auf den durch Bruch oder Anschlagen 
der Durchgänge künstlich erzeugten Begrenzungstlächen kennen. Es 
scheinen nun unter allen zwischen der Wärme und der Elektrieität 
beobachteten Beziehungen die thermoelektrischen Erscheinungen am ge- 
eignetsteu, eine nähere Kenntniss des Zusammenhanges zwischen den 
genannten beiden Agentien zu ermöglichen, und es wird daher von 
der Fürstlich Jablonowski’schen Gesellschaft für das Jahr 1879 als 
Preisaufgabe gestellt: 
Auf streng physikalische Versuche gestützter Nachweis der Ent- 
stehung der auf Krystallen bei steigender und sinkender Tempera- 
tur hervortretenden Elektricität (Thermoelektricität, Pyroelektrici- 
tät, Krystallelektrieität) und der durch Bildungshemmnisse oder 
äussere Verletzungen derselben in der normalen Vertheilung ent- 
stehenden Aenderungen. 
Preis 700 Mark. $ 


Die anouym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besondern Falle ausdrücklich den Gebrauch einer 
anderen Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder französischer 
Sprache zu verfassen, müssen deutlich geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motfo versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet 
sein, das auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trägt, inwendig den 
Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Einsendung 
endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres und die Zusendung 
ist an den Secretär der Gesellschaft (für das Jahr 1876 Geh. Hofrath 
Prof. Dr. Hankel) zu richten. Die Resultate der Prüfung der ein- 
gegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im März 
oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 

Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Ge- 
sellschaft. 
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Zur Construction eines äquianharmonischen Systems. 


F_ 77 
Von H. Schröter in Breslau. 


1. Wenn mau auf einem geraden Träger L drei beliebige Punkte 
abe auuimmt und eine cyclische Vertauschung derselben bc a bildet, 
so lassen sich die beiden Reihen projeetivisch setzen: 


abeNbca, 


indem diese drei Paare entsprechender Elemente: a und b, b und e, 
c und a gerade zur Bestimmung der projectivischen Beziehung aus- 
reichen. 

Sind ii, die Doppelelemeute dieser beiden aufeinanderliegenden 
projectivischen Punktreihen, so nennt man abeii, ein System von fünf 
äquianharmonischen Elementen, und zwar abc die drei cyclisch-ver- 
tauschbaren, ii, die Doppelelemente des Systems*); denn es zeigt sich, 
dass auch die noch übrige dritte eyclische Vertauschung cab, mit einer 
der beiden andern projectivisch gesetzt, zu denselben Doppelelementen 
führt. Aus der Projectivität der beiden Reihen: 

abcii, Abcaii, 
lesen wir nämlich auch ab: 
cabii, À abeii,. 

Um die Doppelelemente ii, zu ermitteln, ziehen wir aus der Gleich- 

heit der Doppelverhältnisse: ' 
(abii) = (beii) 


(baii) = (beii) 
und erkennen hieraus, dass es ein hyperbolisches Punktsystem giebt, 
von welchem b ein Asymptotenpunkt, c und a ein Paar, ¿ und à, ein 
zweites Paar conjucirter Punkte sind. Der audere Asymptotenpunkt ß 
dieses hyperbolis hen Punktsystems ist der vierte harmonische, zu b 
zugeordnete Punkt, während « und c las andere Paar zugeordneter 


Punkte siud, d. h. 
(acbß) = — 


*) Wir verweisen hinsichtlich der Bezeichnung und Ausdrucksweise durch- 
gehends auf: Jacob Steiner's Vorlesungen über synthetische Geometrie, 
II. Theil: „Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projectivische Eigenschaf- 
ten“, zweite Auflage, Leipzig 1876. 


die Folgerung: 


- 
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und das gesuchte Paar ii, muss b8 harmonisch trennen. In derselben 
Weise können wir die vierten harmonischen Punkte œ und y ermitteln : 


(bcaa) = — 1, 


(ad) = — 1; 
dann müssen ti, alle drei Paare aa, bB, cy harmonisch trennen, oder 
mit andern Worten: ii, sind die Doppelpunkte eines Punktsystems, 
von welchem aa, bB, cy drei Paare conjugirter Punkte sind. Dieses 
Punktsystem ist elliptisch und die Doppelpunkte @:, sind daher cou- 
jugirt-imaginär, sobald abe als reelle Punkte angenommen werden. 
Das durch die reell construirten Punktpaare a«, bB, cy bestimmte 
Puuktsystem(Involution) vertritt aber die imaginären Doppelelemente ti. 

Wenn wir die angegebene Construction der Punkte «œ B y wirklich 
ausführen, so lässt sich dieselbe so modificiren, dass sie auch noch 
bestehen bleibt, sobald von den angenommenen Punkten abe nur 
einer, a, reell ist, die beiden andern, b und ce, conjugirt-imaginär sind, 
d. h. durch ein gegebenes elliptisches Punktsystem vertreten werden. 
In diesem Falle zeigt es sich, dass 22, reelle Punkte werden und es 
ergiebt sich die Construction derselben. Atch umgekehrt müssen, wenn 
ii, und a reell angenommen werden, die beiden eyclisch-vertauschbaren 
Elemente b und c conjugirt-imaginär sein, und, es lässt sich das sie 
vertretende elliptische Punktsystein reell construiren. Die möglichst 
einfache wirkliche Ausführung dieser Constructionen ist der Zweck 
nachfolgender Zeilen; sie sind überall da von Nutzen, wo ein äqui- 
anharmonisches System auftritt, z. B. bei den Wendepunkten der all- 
gemeinen Curve dritter Ordnung. 

2. Gehen wir von der Annahme dreier reeller Punkte abc anf 
dem geraden Träger L aus und construiren zuerst den vierten harmo- 
nischen Punkt «, so dass 

(bcaa) = — 1 
wird; zu diesem Behufe ziehen wir durch a einen beliebigen Strahl, 
nehmen auf demselben zwei Punkte S und P beliebig an und bestim- 
men die Schnittpuukte: . 

(Sb, P)=b, (Sc, Pbl))=c, 

dann ist der Schnittpunkt: 

(bc, Da (Fig. 1.). 
Bezeichuen wir noch die Verbindungslinie: 
b (b) =A 
und den Schnittpunkt: 

(PS, X) = a; 


es lässt sich alsdann der vierte harmonische Punkt 8 so construiren, 
dass wir auf dem durch b gehenden Strahle die beiten Punkte P und 
c wählen, die Schnittpunkte aufsuchen: 
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Fig. 1. 


(Pa,c)=S; (Pc, ca) = b, 
und den Schnittpunkt: 


(Sbi, L) = $ 
erhalten; ebenso lässt sich der vierte harmonische Puukt y dadurch 


construiren, dass wir auf dem durch c gehenden Strahle die beiden 
Punkte P und b wählen, die Schnittpunkte aufsuchen: 


(Pa, bb)=S; (Pb, ba)=t, 
und den Schnittpunkt: 


(S Co L)= y 
erhalten. Aus dieser Construction folgt, dass suwohl 


Pbcc, 


Zur Construction cines äquianharmonischen Systems. 423 


als auch 
POS, 
je vier harmonische Punkte sind und hieraus ergiebt sich einerseits 
die Gleichheit der Doppelverhältnisse : 
(Phe) = (Pcbb,), 
woraus wir schliessen, dass die drei Punkte: 
ua 
auf einer Geraden liegen, und andererseits die Projectivität der Strahl- 
büschel : 
c(Pbcec,) À b(Pct6,), 
woraus wir schliessen, dass die drei Punkte: 
P S und der Schnittpunkt (bb,, cc) = A 
auf einer Geraden liegen. 
Dieser Punkt À ist für unsere Construction von besonderer Bedeutung. 
Die vier harmonischen Strahlen, welche von A nach den vier Punkten: 
PU 
hingehen, treffen nämlich den Träger L in den vier harmonischen 
Punkten: 


abcy, 

und die vier Strahlen, welche von A nach den vier Punkten: 
PeH 

hingehen, treffen den Träger Z in den vier harmonischen Punkten: 
æ vu OP ; 


folglich bestimmen die beiden Strahlenpaare: 
Ab, Ab; Ac, Ar 

dasjenige Strahlsystem, desseu Asymptoten die gesuchten Doppelpunkte 
ii, auf dem Träger L ausschneiden. 

Diesem Strahlsysteme gehört auch das Strahlenpaar: 

da, Aa 

an, weil bb, ec und Pa die drei Paar (regenecken eines vollständigen 
Vierseits sind, welche, mit dem Punkte A verbunden, bekanntlich drei 
Strahlenpaare eines Strahlsystems liefern. 

Zugleich bemerken wir, dass die vier Strahlen, welche von c nach 
den vier harmonischen Punkten: 


ECG 
. hingehen, die Gerade PS in vier neuen harmonischen Punkten treffen, also 
(«PSA)=— 1 | 


ist, wodurch der Punkt 4 unabhängig von b und c bestimmt wird; 
ferner sind wegen der Eigenschaft des vollständigen Vierecks PSbc 
die vier Punkte P S a a ebenfalls harmonisch gelegen, d. h. 
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(PSaa) = — 1 
und die Gerade A, welche vorhin durch die Punkte b und c bestimmt 
wurde, kann jetzt auch durch die Punkte œ und a bestimmt werden. 

3. Um die vorige Construction, welche wesentlich von den als reell 
angenommenen Punkten b und c und den aus ihnen abgeleiteten Punk- 
ten b und c, 6, und c, abhängt, von der Realität dieser Punktpaare 
unabhängig zu machen, denken wir uns einen Kegelschnitt ®© herge- 
stellt, welcher in b und e die Tangenten bS und cS hat und durch 
den Punkt P geht. Dadurch ist R® gerade bestimmt, und in Bezug 
auf X ist PS ie Polare von æ, bb, die Polare von b, sowie ec, die Po- 
lare von c; folglich ist A der Pol der Geraden A und das Strahlsystem, 
welches dem Punkte A in Bezug auf den Kegelschnitt R®) zugehört, 
ist identisch mit dem oben ermittelten Strahlsysteme, welches durch die 
Strahlenpaare: 

Ab, Ab, Ace, Ak 
bestimmt wird und dessen Asymptoten den Träger Z in den gesuchten 
Doppelpunkten ii, des äquianharmonischen Systeins treffen. Der Kegel- 
schnitt R® ist dem Dreieck Pbe unischrieben; die Tangenten in den 
Ecken treffen die Gegenseiten des Dreiecks in den Punkten b c &, welche 
auf der Geraden A liegen, und À ist der Pol der Geraden A in Bezug 
auf 2'®*). Sobald nun der Kegelschnitt K bekanut ist, können wir 
die Punkte b und c vertreten lassen durch das Punktsystem, welches 
der Geraden L in Bezug auf &® zugehört und dessen Doppelpunkte 
(reell oder eonjugirt-imaginär) b und ç sind; dem Punkte A gehört 
aber in Bezug auf &®) ein bestimmtes Strahlsystem zu, dessen Asym- 
ptoten auf L die Doppelpunkte #5, des äquianharmonischen Systems be- 
stimmen. Der Kegelschnitt 8% ist vollständig und eindeutig bestimmt 
durch folgende Bedingungen: 
1) S und Z sollen Pol und Polare in Bezug auf &® sein. 
2) Ein bestimmtes auf L gegebenes Punktsystem (x, 5), dessen 
Doppelpunkte be reell oder conjugirt-imaginär sein können, 
d. h. ein auf L gegebenes Punktsystem (x, &), welches hyper- 
bolisch oder elliptisch sein kann, soll der Geraden L in Bezug 
auf R® zugehôren. 
3) Der Kegelschnitt &® soll durch den Punkt P gehen. 

Es konmt jetzt darauf an, das dem Punkte A zugehörige Strahl- 
system zu construiren in Bezug auf den durch diese drei Bedingungen 
bestimmten Kegelschnitt RKD. 

Der Punkt A selbst ist vorhin (2.) völlig unabhängig von b undc, - 
nur durch die bekannten Punkte SPa ermittelt worden, ebenso aueh 
der Punkt a. Ferner ist « der dem Punkte a coujugirte Punkt in dem 


-a 
*) Vergl. Math. Annalen von Clebsch und Neumann Bd. H, S. 562. 
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gegebenen Punktsystem (x, §), weil aœ harmonisch getrennt werden 
durch die Doppelpunkte b und c, folglich ist auch: 
(aa) =A 
als die Polare von A in Bezug auf 8° bekannt. 
Nimmt man ein beliebiges Punktpaar z& des auf dem Träger L 


gegebenen Punktsystems heraus, so ist die Polare von x die Gerade 
SE, die Polare von A die Gerade Y, folglich der Schnittpnnkt: 


(SE, W) =T 
der Pol von Ax; verbindet man ihn mit A, so sind Ax und Ay, ein 
Paar conjugirter Strahlen des gesuchten Strahlsystems [A]; sodann sind 
auch Aa und A« ein Paar conjugirter Strahlen dieses Strahlsystems. 
Dasselbe ist schou durch diese beiden Strahlenpaare vollständig be- 
stimmt. Bezeichnen wir den Schnittpunkt: 
(Ar, L)=r, 
so bestimmen die beiden Punktpaare: 
ak, © 
das Punktsystem auf dem Träger L, dessen Doppelpunkte die gesuchten 
Doppelelemente ii, des üquianliarmonischeu Systems sind, während die 
Punktpaare: 
* au, x% 
das Punktsystem bestimmen, dessen Doppelpunkte be mit a zusammen 
die cyclisch-vertauschbaren Elemente des äquianharmonischen Systems 
sind. 

4. Dadurch ist die Construction unabhängig gemacht von der 
Realität der Punkte b und c, und wir können auch den Hülfskegel- 
schnitt R? ganz bei Seite lassen, indem wir Aufgabe und Auflösung 
so formuliren: 

Aufgabe. 

Gegeben sind auf dem geraden Träger L ein Punkt a und em 
Punktsystem (x, 5), dessen Doppelpunkte b und c reell oder conjugirt- 
imaginär sein können, je nachdem cs hyperbolisch oder elliptisch ist. Es. 
sollen abe als die drei ceyclisch-vertauschbaren Elemente eines äqui- 
anharmonischen Systems aufgefasst und die Doppelelemente ii, desselben 
gefunden werden. 

Auflösung. 

Man bestimme auf dem Träger Z den dem Punkte a conjugirten 
Punkt «œ in dem gegebenen Puuktsysteme (x, &). Durch a ziehe man 
einen beliebigen Strahl und nehme auf demselben zwei Punkte $ und 
P beliebig an; man bestimme den zu a zugeordneten vierten harmo- 
nischen Punkt a, so dass: 

‘ (SPaa)= — 1 
ist, und den zu S zugeordneten vierten harmonischen Punkt A, so dass 
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ist; man bezeichne die Verbindungslinie: 
(aa) = U 
und nehme irgend ein Paar conjugirter Punkte xë des gegebenen 
Puuktsystems heraus, bestimme die Schnittpunkte: 
(SE, XW) = r, 
(Ar, L) =r, 
daun bestimmen die beiden Punktpaare: 
xy und ag 
ein neues Punktsystem auf dem Träger L, dessen Asymptotenpunkte 
die gesuchten Doppelelemente ii, sind. 
Wir können die Construction abkürzen und allein auf den Träger 
L als Operationsfeld beschränken, wenn wir von y, aus die vier har- 
monischen Punkte S P a a auf den Träger L projieiren; dadurch er- 
halten wir vier Punkte Ep a «, für welche das Doppelverhältniss: 
: (auxEp)—=—1 
ist und hierdurch wird der Punkt p als vierter barmonischer zu a « Ë 
bestimmt; durch p finden wir dann den Punkt y aus dem Doppelver- 
hältnisse: 
(apér) = — 1 
als vierten harmonischen Punkt zu apE. 


Ebenso wie das Punktsystem (x, &), dessen Asymptotenpunkte bc 
sind, gerade bestimmt wird durch die beiden Punktpaare: 


x und aa, 


wird das neue Punktsystem (x, r), dessen Asymptotenpunkte die äqui- 
anharmonischen Doppelelemente ti, sind, durch die beiden Punktpaare: 


zx und ac 
gerade bestimmt und die Construction lüsst sich jetzt so aussprechen: 


Man bestimme den zu a conjugirten Punkt « in dem auf L ge- 
gebenen Punktsystem, nehme ein beliebiges Paar conjugirter Punkte xE 
desselben heraus, bestimme den vierten harmonischen Punkt p durch die 


Bedingung: 
(aap) = — 1 

und den vierten harmonischen Punkt x durch die Bedingung: 
(apr) =— 1, 


dann bestimmen die beiden Punktpaare: 
ac und xt 


dasjenige Punktsystem, dessen Asymptotenpunkte die gesuchten äquianhar- 
monischen Doppelelemente ii, sind. 
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5. Diese Construction lässt an Einfachheit nichts mehr zu wün- 
schen übrig; auch kann sie leicht allein mittelst des Lineals ausgeführt 
werden, indem man die vierten harmonischen Punkte p und y in be- 
kannter Weise durch das vollständige Viereck construirt. 


Die Construction giebt nun auch Auskunft über die Realität der 
Punkte ii,, welche von der Realität der Punkte bc abhängt. Mag das 
gegebene Punktsystem (x, &) hyperbolisch oder elliptisch sein, immerhin 
darf man von dem willkürlich herausgenommenen Punktpaar zë den 
einen Punkt ë als ausserhalb der Strecke a« gelegen annehmen. 
Dann muss in Folge der Construction p zwischen a« liegen, folglich 
a fortiori ë auch ausserhalb der Strecke ap, mithin nach der Con- 
struction x zwischen ap und a fortiori auch zwischen aœ. Wir sehen 
also, dass die Punkte in der Weise zu einander liegen: 


Fig. 2. 


—l__ u li —] 


i 


2 a Y oP a 


d. h. wenn & ausserhalb ax angenommen wird, so liegt r zwischen 
aa, also ac wird durch & und y getrennt. Unterscheiden wir nun die 
beiden Fälle des hyperbolischen und elliptischen Punktsystems: 

1) Wenn das gegebene Punktsystem (x, &) hyperbolisch ist und ë 
wird ausserhalb aœ angenommen, so muss auch x ausserhalb «a « liegen; 
da aber y zwischen aa liegt, so werden die Punkte a« und xr durch 
einander getrennt. Das Punktsystem (x, x), dessen Doppelpunkte ii, 
sind, muss also elliptisch sein, d. h. ¿iż sind conjugirt-imaginär. 

2) Wenn das gegebene Punktsystem (x, 8) elliptisch ist und & 
wird ausserhalb aa angenommen, so muss x zwischen aa liegen; da 
aber auch r zwischen aa liegt, so werden die Paare aa und zr nicht 
durch einander getrennt. Das Punktsystem (x, y), dessen Doppelpunkte 
ii, sind, muss also hyperbolisch sein, d. h. ii, sind reell. Das gewon- 
nene Resultat lässt sich so aussprechen: 

Wenn bei einem äquianharmonischen System von den drei cyclisch- 
verlauschbaren Elementen abc alle drei reell sind, so sind die Doppel- 
elemente ii, conjugirt- imaginär; wenn dagegen nur eines (a) reell und 
die beiden andern (b und c) conjugirt-imaginär sind, so sind die Doppel- 


elemente ii, reell. ' 

In beiden Fällen liefert die oben angegebene Construction das reelle 
Punktsystem, welches die Punkte v:, vertritt. 

Diese Construction gestattet auch die Umkehrung der Frage, d. h. 
Wie sind b und c zu finden, wenn ii, gegeben sind, oder besser: Wie 
kann das Punktsystem (x, E) gefunden werden, wenn das Punktsystem 
(z, x) gegeben ist? 

Zur Beantwortung dieser Frage wollen wir die Abhängigkeit der 
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Punkte £ und x von einander ohne Hülfe des vermittelnden Punktes p 
auszudrücken suchen. 


Aus der harmonischen Beziehung: 


| (aap) — 1 
folgt bekanntlich: 


(atap—2, 
und aus der harmonischen Beziehung: 
(apipi 


(aëpr) = 2. 


Da aber für irgend fünf Punkte eines geraden Trägers immer die 
Möbius’sche Relation zwischen den Doppelverhältnissen gilt: 


(aap) (aëpr)-(aëra) = 1, 
so folgt aus den vorigen beiden Gleichungen: 
(atay) = 4 

(aali) = — 3. 


Diese Beziehung lässt unmittelbar erkenneu, wie die Punkte & 
und x von einander abhängen und wie einer aus dem andern gefunden 
werden kann. ? 


folgt in gleicher Weise: 


und hieraus: 


Während wir vorhin vermittelst dieser Beziehung: 
(aar) = — 3 
aus dem gegebenen Punkte & den gesuchten Punkt x gefunden haben, 
können wir jetzt umgekehrt, indem wir dieselbe Beziehung so schreiben: 
kad)=—3, 
aus dem gegebenen Punkte y den gesuchten Punkt ë finden: Wir be- 
stimmen zu «ay den vierten harmonischen Punkt x durch die Bedingung: 
(aara) = — 1 
und zu «xy den vierten harmonischen Punkt durch die Bedingung: 
(any) = — 1, 
dann ist & der gesuchte Punkt. Dies lässt sich auch so aussprechen: 
Wenn das Punktsystem (z, r), dessen Doppelpunkte ii, sind, und 
der Punkt a gegeben sind, so construire man den dem Punkte a con- 
jugirten Punkt œ in dem gegebenen Punktsysteme (x, x) oder den 
vierten harmonischen Punkt « zu ii,a. Betrachtet man alsdann ati 
als die drei cyclisch-vertauschbaren Elemente eines neuen äquianhar- 
monischen Systems, so sind die Doppelelemente desselben die gesuchten 
Punkte b und c, so dass für die drei cyclisch-vertauschbaren Elemente 
abc eines äquianharmonischen Systems die gegebenen Punkte ii, die 
Doppelelemente werden. š 
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Dies lässt sich in Form eines Satzes so aussprechen: 

Wenn bei einem äquianharmonischen System abc die drei cyclisch- 
vertauschbaren Elemente und ii, die Doppelelemente sind und man be- 
stimmt den vierten harmonischen Punkt « durch die Bedingung: 

(iiaa) = — 1, 
so sind «ii, die drei cyclisch-vertauschbaren Elemente eines neuen äqui- 
anharmonischen Systems, dessen Doppelelemente b und c sind*). 


6. Die Abhängigkeit der Punkte £ und y von einander war durch 

die Bedingung gegeben: 

(aar) ali 3, 
woraus leicht zu erkennen ist, dass, wenn wir den Punkt x auf dem 
Träger L verändern, die beiden von ihm abhängenden Punkte r und 8 
zwei projectivische Punktreihen beschreiben, deren Doppelpunkte «a 
und « sind. 

Es lässt sich aber aus dieser Gleichung die Richtigkeit der obigen 
Construction leicht a posteriori durch Rechnung bestätigen. Sind näm- 
lich b und c die Doppelpunkte des gegebenen Puuktsystems (x, Ë), 
welches bestimmt wird durch die beiden Punktpaare: 

xg und aa, 
so haben wir die Gleichheit der Doppelverhältuisse : 
(1) (aabE) = (aabz). 

Sind ferner si, die Duppelpunkte des Punktsystems, welches be- 
stimmt wird durch die beiden Punktpaare: 

zx und aa, 
so gilt die Gleichheit der Doppelverhältnisse: 
(2) (aari) = (aa xi). 

Endlich haben wir für die Abhängigkeit der Punkte & und r von 

einander die Bedingung: 
(3) (aur) = — à. 
Das Product der drei Gleichungen (1), (2), (3) giebt nach dem 


Möbius’schen Satze: 
(aabi) = — 3: (aabi) 


(aa bi} = — 3. 
Der Werth des Doppelverhältnisses (a«b?) ist daher entweder 


oder 


+Y—3 oder — Yy—3; wählen wir das positive Vorzeichen der 
Wurzelgrösse: 


(aabi) = + y— 3, 
so folgt, da 


*) v. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, erstes Heft, Seite 179. 
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(aacb) == — 1 
ist, 
(aac) = —y—3,. 
Die Veränderung des Vorzeichens der Wurzelgrösse kommt also 
überein mit der Vertauschung der Doppelpunkte b und c, oder auch 
mit der Vertauschung der Doppelpunkte iij; denn da 


(aabi,) = — y—3 
(aaci) = + V—3 . 


Aus den Werthen dieser Doppelverhältnisse ergeben sich weitere; 


denn aus: 
(aabi) =+y—3 


so wird auch: 


und endlich: 


folgt: 
(aba =1—- y—3 
und aus: 
(aabc) =— 1 
folgt: 
(abca) = $ ñ 
mithin: 


(abei) = ar 
und ebenso: E. 
(abci,) = EELER, 
Es sind also die beiden Doppelverhältnisse: 
(abei) und (abci,) 
die beiden imaginären cubischen Wurzeln der negativen Einheit d. h. 
die Werthe eines äquianharmonischen Doppelverhältnisses. 
In ähnlicher Weise folgt: : 


(ii ab) = 


—1+V—3 
2 


es sind also die beiden Doppelverhältnisse: 
(ii,ab) und (iiac) 


die beiden imaginären cubischen Wurzeln der positiven Einheit. 


Breslau, den 25. April 1876. 


Zusätze zur Abhandlung: Untersuchungen über die Convergenz 
und Divergenz der Fourier'schen Darstellungsformeln. 


Von PauL vu Bois-REvmoxp in Tübingen. 


Ich hatte ursprünglich die Absicht, meiner Abhandlung: Unter- 
suchungen über die Convergenz und Divergenz der Fourier’schen Dar- 
stellungsformeln*) eine andere folgen zu lassen, welche nach einigen 
Richtungen hin die dortigen Forschungen weiter fortführen sollte. 
Dieses Vorhaben wurde mir inzwischen’ durch die Länge, welche jene 
erste Veröffentlichung annahm, verleidet, und ich habe, statt noch eine 
zweite Abhandlung zu schreiben, vorgezogen, Einzelnes aus der Fort- 
setzung meiner Untersuchungen in kurzem Auszug in jene Mittheilung 
während des Druckes einzuschalten (Art. 40 von „Dies Resultat“ an und 
Schlussbetrachtungen), Anderes aber, wovon ich mir noch gewisse Er- 
gebnisse versprach, habe ich gar nicht erwähnt. Letzteres hat meine 
Erwartungen getäuscht, ohne deshalb der Mittheilung ganz unwertli zu 
erscheinen, und Ersteres bedarf in einem Punkte einer richtigstellenden 
Erklärung, so dass ich es am Ende doch für augemessen halte, hiermit 
wenigstens einige Zusätze zu der in Rede stehenden Abhandlung zu 
machen. 


Ueber einen Zusatz zum zweiten Hauptsatz, im Falle seine beiden 
Seiten divergiren. 


Aus der Theorie der Fourier’schen Reihen ist bekannt, dass, 
wenn eine Function f(x) für einen Werth x des Arguments durch eine 
solche Reihe darstellbar sein soll, der Limes (A = x) von: 


n-z & 
i g n -1 Q & r 
daf (x+ a) mha . zo hs mt, n eine ganze Zahl, 
—(A+z) sin — 


*) Abh. der K. Bayer. Akademie der W. II. Cl, XII. Bd., II. Abth. 
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endlich und bestimmt sein muss, umgekehrt aber, dass, wenn dieser . 
Limes endlich und bestimmt ist, er stets den Werth xf(x) hat und 
gleich der Summe der Fourier’schen Reihe ist. Weiter ist bekannt, 
dass die Untersuchung vorstehenden Integrals, falls —x < x < +x, 
auf die des folgenden: 


a a 
sin ha 2 
farete Nr 3 


Ta, 8n ri 


hinausläuft, wo a) und æ, beliebig wenig von Null verschieden sind. 
Diesem Integral lässt sich zunächst die Form geben: 


CA n fi Q 
sin ha 2 sin ha 2 
Süer@+o a A + [auf Muhr ra 
e sin à y sin 


Bei der Willkürlichkeit von «, und «œ, kann man diese Grössen 
einander gleichsetzen, und somit handelt es sich schliesslich um die 
Untersuchung des Limes = x des Integrals: 


a a 


Jitta) e he 2 _ 


sin = 
0 2 


Diese Untersuchung vereinfacht sich dadurch, dass der Grenzwerth 


a 
vorstehenden Integrals derselbe ist, wenn der Factor - À fort- 
. in — 
gelassen wird. Oder genauer: ri 
Es sind die Grenzwerthe der Integrale: 
a & $ 
inha _ 2 inha 2 
(1) faxrute S . fac {f(x + a) + f(x «) I ser: 
0 0 2 


und dieser: 


(2) 3. dafche) UT. fac fat a) + fau} Hehe 
0 0 


.. 


gleichzeitig endlich und bestimmt, oder sie sind es nicht. Und, wenn sie 
endlich und bestimmt sind, so sind die Grenzwerthe der ersteren (1) 
resp. gleich denen der zweiten (2). 


Ich habe diesen Satz noch nirgends in allen Theilen bewiesen, 
sondern nur nach Bedürfniss besondere Fälle davon, und will das jetzt 
nachholen. Es handelt sich nämlich im Grunde um eine nicht über- 
flüssige Vervollständigung des zweiten Hauptsatzes: 


Tal 4. 


Tal K 


.. + a ve 


Google 
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imza [da ffe) p(a,h) = f(0) im fde gla, h), 


0 


der von mir gründlich discutirt worden ist nur für den Fall, wo der 
von a unabhängige lim, f dæp(a,h) endlich und bestimmt ist. 
v 


Setzt man zunächst im Anschluss an den speciellen Fall der 
Fourier’schen Reihe: 


fe, piu, h= feda)? oder — {firu +f(e— E, 


ın — 
mA p 


wir 


so sind, wie ich gezeigt, die Grenzwerthe der Integrale (2) von a 
unabhängig, und, wenn sie endlich und bestimmt sind, so sind sie 
resp. gleich denen der Integrale (1). Aber auch die Grenzwerthe der 
Integrale (1) können nicht endlich und bestimmt sein, ohne denen der 
Integrale (2) gleich zu sein. Denn von a sind die Grenzwerthe der 
Integrale (1) jedenfalls unabhängig, wenn die Grenzwerthe der Inte- 
grale (2) es sind, wie mit Hülfe des ersten Hauptsatzes leicht zu zeigen. 
Setzt man alsdaun z. B. 


fo = — 7, pe, h) = fata he. d, 


F 


so folgt aus dem ersten Hauptsatz in der That: 


a a Q 
lim f daf (ta) Mu) arhe — im [dafs a) = nn ie 
ö 5 sin — 


Da nun die Grenzwerthe der Integrale (1) und (2) in der Beziehung 
stehen, dass wenn die der einen Gruppe endlich und bestimmt sind, 
die der anderen es ebenfalls sind, und die Grenzwerthe der Gruppen 
(1) und (2) dann völlig übereinstimmen, so folgt, dass die Grenzwerthe 
(2) nicht divergiren können, ohne dass die Grenzwerthe (1) auch diver- 
gent wären. Das Umgekehrte ist schon aus dem Früheren klar, da, 
wenn die Grenzwerthe (2) couvergent sind, sie gleich den Grenzwerthen 
(1) sind, wenn also die Grenzwerthe (1) divergent sind, so können die 
Grenzwerthe (2) nicht convergent sein. 


Dehnen wir diese Betrachtung auf den allgemeinen zweiten Haupt- 
satz aus, so hat man den Satz und Zusatz: Wenn f(«) den Be- 
Mathematische Annalen, X, 28 
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dingungen des zweiten Hauptsatzes genügt und lim y dag(«, h) endlich, 


bestimmt und von a unabhängig ist, so hat man: 
im... fde o p (a, i) = lim, [dap@,n). 
0 
Dies war der Satz. Weiter, wenn Ta = f, («) den Bedingungen des 


zweiten Hauptsatzes genügt und lim Ji da pa o («, h) endlich, bestimmt 


und von a unabhängig ist, so ist: 


nai: für pyla,l)= im fe Dr gla, h). 


Daraus folgt der Zusatz: 
Wenn der Limes: 


lim fda g («, h) 
ut 
nicht endlich und bestimmt ist, und f(t die Bedingungen des zweiten 
Hauptsatzes erfüllt, so ist auch der Limes: 


lim f daft) p(«,h) 


nicht endlich und bestimmt. 

Dieser Schluss zeigt, dass unter gewissen Bedingungen für f(a), 
diese Function unter dem Integralzeichen die Convergenz oder Diver- 
genz des Integralgrenzwerths nicht beeinflusst. ` 

Ich werde ein ähnliches Resultat auf directem Wege ableiten, wobei 
eine genauere Vorstellung von der Art der gleichzeitigen Divergenz 
der Grenzwerthe: 


im ftp (ah, lim fda [(«) $(«,h) 
ú U 
gewonnen wird. l 


Ich nehme zuerst an, der Limes: 


lim f dag(e, h) 
6 


sei endlich. Man hat, f (a) endlich vorausgesetzt: 
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für N N 10 fang Hi Jar F(a) f dBf(B,n). 


Das zweite Integral rechts hat den Limes Null. Denn setzt man: 
J=. 
und nimmt A schon so gross an, dass, für a > &, Jabol, h) nume- 


risch kleiner als die beliebig kleine Grösse u sei, so ist: 


fictio fase,n= far fu +fap9e.m} -ula 1e), 


und vor das Integral rechts kann man einen mittleren Werth von 
f («) nehmen. Hieraus folgt: 


Falls fa ap(a,h) endlich bleibt, während h unendlich wird, sinkt 
0 


der Unterschied: 
J dafla)y(a,h) 10) pre h) 


bei unbegrenzt wachsendem’ h unter jede Grenze. D. i. 


en Jaagt, n) ad Kin J da Ne g(a, h) 
0 0 2 


haben, wenn f(a) obige partielle Integration gestattet, dieselben Unbe- 
stimmtheitsgrenzen. 


Nehmen wir jetzt an, dass [dag(a,h) bei unendlich werdendem 


o 
h nicht zwischen eudlichen Grenzen eingeschlossen bleibt. Wenn die 
Function 


A (h) = [üastah), 


welche wir stetig annehmen wollen, mit ins Unbegrenzte wachsendem A 
schliesslich dauernd oder unaufhörlich wiederkehrend jede Grenze nume- 
risch überschreitet, so lässt sich stets eine nirgend abnebmende Func- 
tion ọ (h) apeben, von solcher Beschaffenheit, dass 
ich) 
eh) 
28° 
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zwar nicht unendlich wird, aber auch nicht unter jede Grenze siukt. 
Denn nimmt man irgend einen Werth A, an, so muss es stets einen 
Werth W>h, geben, der Art, dass A(X) > A(h) für alle Werthe 
h <k. Lassen wir A dieselbe Rolle spielen, wie eben A,, so erhalten 
wir einen Werth A’ >N, für den 4(4") > å (h) für alle Werthe h < k” 
u. s. f. Die Werthe A(A), A(h”), etc. können wir durch eine nirgend 
abnehmende Function e(A) verbinden, die stets > A(h) bleibt. 
Da nun die Integrale 


fie) ofa, h), J Ja 2h) 
Ji for en a da oh) 


nach dem Obigen, wenn der Limes des zweiten unter einer endlichen 
Grenze bleibt, gleichzeitig nicht unter jede Grenze sinken, so werden 
sie, mit o(k) multiplicirt, gleichzeitig dauernd oder unaufhörlich wieder- 
kehrend über jede Grenze steigen. Dies ist derselbe Satz wie oben, nur 
mit einer anderen Bedingung für f(«), die vielleicht nach gewissen Rich- 
tungen weiter, nach anderen enger ist, jedenfalls aber ihren Nutzen hat. 


Die gleichzeitige Divergenz der Grenzwerthe der Integrale 


fiag, h), fau fe p(a,h) 
U 0 
ist noch genauerer Bestimmungen fähig. Man hat die Beziehung: 


fa« Lie) ae: D fau 20,9 2 + einer Grösse, die fir k = œ ver- 
J TO u 7 
ö schwindet. 


Nach der Definition sind die grössten Werthe, die 


opla, h) 
Ju elh) 


unaufhörlich wiederkehrend annimmt, einander gleich. Also werden 
Functionen PR) und P,(k), die den Integralen: 


h + 
vof a ) f dagie, t), 


h 
eu fa I Tu = fa a g(a, h) 


in derselben Weise zugehören wie g(h) zu de &, h), einander gleich 
g p ’ g 


und gleich @(k) sein, d. h. die unaufhörlich wiederkehrend grössten 
Werthe der Integrale 
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Stern, Ju fe To) pla, h) 


u 
werden gleich rasch unendlich. 

Ich verfolge diese feineren Verhältnisse hier nicht weiter, weil 
dazu gewisse neue bei jeder Unbestimmtheit massgebende Functionen 
erst beschrieben werden müssten, die ich Unbestimmtheitsenveloppen 
nenne, und deren Theorie ich nächstens mittheilen werde. 


Hinsichtlich der Fourier’schen Reiheu ist unser Ergebniss also, 
dass die Convergene und Divergenz des Limes h =œ des Integrals 


‚Se tete) ra} ie 

u 
über Convergenz und Divergenz der Fourier’schen Reihenentwickelung 
ausnahmslos entscheidet. Ich werde alsbald von diesem Satze Gebrauch 
* machen, um eine merkwürdige Art der Couvergenz und eine neue Art 
der Divergenz der Fourier’schen Reihen zu zeigen, bedarf indessen 
dazu einiger Formelu über asymptotische Formen von Integralgrenz- 
werthen, die ich voranschicken will. 


Ueber einige asymptotische Grenzwerthe von Integralen. 
Wenn das Integral 
e° y(z)dz 


über einen den positiven Quadranten umlaufenden Weg genommen 
wird, so ergiebt sich die Formel: 


Jeron = fev ünidz, 


welche gilt, wenn »(z) in jenem Quadranten stetig und eindeutig ist, 
und #w(reir) mit r nicht so stark wie eine Potenz von e” unendlich 


wird. In dieser Formel setze man #(x) = Fer , alsdaun findet man 


durch Zerleguug in den reellen und imaginären Theil: 


Y 
fees = — Gcos y — Hsiu y, 


ja: - — G sin y + cos y, 
7 


wo 
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5 Tda ae Y da 
e=) Ita ? re 


und daher: 


wo 2, und &,, während y unendlich wird, nur zunehmend den Werth 
Eins erhalten. 


Dies liefert die asymptotischen Werthe: 


Y 
è 
sin a = x cos y sin y 
Je k F. De t Us u en) 
+ 
08 « sın y cos y 
l — — = — 
> u + u, ; 


wo 
u ny l. 
Uns genügen die asymptotischen Formen: 


y 
sin « n U 
da — —— - = 
Jtt., 
v 


Y 
ke 
fac cosa _ 4 
ô $ 2 


in denen U, U, zwischen — I und + 1 schwanken, wenn y unend- 
lich wird. 


(D 


Un: den asymptotischen Werth des Integrals 


a 
SJ ‘, sin h,a sin hpa 
sm fre aniy 


zu finden, unterscheiden wir die Annahmen Ah, >h,, machen zunächst 
diese: A, > h,, und setzen voraus, dass h, — h, mit kh, und A, unend- 
lich wird. Man findet leicht: 


e (h, +42) al, +h) 
0 
T = fie ahesiche 4 4 far cos & se a} fan en, 
è (h, — A) a (h — ha) 


Wir nehmen € so klein an, dass wir das erste Integral rechts ver- 
nachlässigen können, und dass das zweite (man nimint einen mittleren 
14 


Werth von cos « vor das Integral) gleich di — 7 E wird. Auf 
h 


h 
das dritte wendet man die Formeln (1) an. Somit folgt: 
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+ 
sin “he ain eh U’ 
(11) f ds — a ee NE be à — Fra Ta 


wo, während A, und A, unendlich Rei; U’ und U” zwischen den 
Grenzen + 1 schwanken. 
Beispielsweise folgt daraus: 


lim. fa a i für sinrasinse __ N bg ttt ers: 
0 

Aehnlich ergiebt sich für A, > h, und Unendlichwerden der Differenz 

hi — h, 


"sin hya cos iga ER. a U” 
Jaune ® ac Or em = 2a(h,+h) ? 


a a 
* cos ha siu hya US U” 


mit den Sonderergebnissen: 


P 


s . 
sın ra COs Sa x 
du- mme + -pm = Erg , 
a = 


œ 
> . 
CO8 ræ sn sa 
rn = = 0, 


wo die Grössen U, wenn h, und k, unendlich werden, ebenfalls zwischen 
+ l und — 1 schwanken. 


Der Fall h, == h, = h führt auf folgende Formeln: 
Man setzt: 


fü LOL - fü Et à für ie 


und führt unter dem zweiten Integral rechts den cos 2« ein. Dies giebt: 


Sie ai 1 log (ah) — dog £ — 1 far pi ag + fau sin? æ 


wodurch die asymptotische Form genügend festgestellt ist. Denn setzt 


2ah 
a 


man 2. B. == 1, so bleibt das Integral fie TE, wie durch An- 
25 


wendung des zweiten Mittelwerthsatzes zu erkennen, uumerisch.kleiner 
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als 1 + o das letzte Integral rechts kleiner als 1. Nimmt man also 
ah > 1 an, so hat man: 


(IV) dat et _ À log (ah) + V, 


wo Pi 
Endlich folgt daraus wegen: 


a ah 
è € . + A 
sin hæ cos ha 1 sin æ 
AS > a da ——, 
& 2 ao 
U 


0 
dieser asymptotische Werth: 


2ah 


(V) Jë a HR + cos he log ah+coshc - rE faut, 


wo wieder V? < 4. 


Ueber Darstellbarkeit durch Fourier’sche Reihen von Functionen, die 
durchweg unendlichviele Maxima haben. 


Dies vorausgeschickt sei f(x) eine Reihe der Form 
f(x) = x sin hit + x, sin hep 
in der die x eine positive convergente Zahlenreihe vorstellen. Man 


. kd “.. 2 1 . LA 
denke sich die Grössen h,, h, etc. derart, dass h = "+ bei seinem 


Wachsthum ihnen successive gleich wird. Nun sei h = hm, alsdann 
hat man: 


rzm—) J ° . 
f dafta "on — +2» S E 
e rl 
0 0 


sin h,, ES Be « sinh, Pen a 
+ un fac u Xp = 


= 1 5 
F p=mn+ 


Es liegt nun nahe, um eine nicht darstellbare Function f(x) zu er- 
halten, x, und hp so zu wählen, dass, wenn A unendlich wird, das 
mittlere Integral ebenfalls unendlich Wird, während die Summen an 
seinen beiden Seiten endlich bleiben. Nach Formel (V) wird das mitt- 
lere Integral: 


Km {+ cos Anz log ah, + einer Grösse, die endlich bleibt, 


wenn À, unendlich wird} - 
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Soll vorstehendes Product mit m unendlich werden, oder doch nicht 
verschwinden, so muss sein: 


io l, 
wozu die weitere Bedingung kommt 
Xp < Le) f _ 


in der zB die Grenze zwischen che und Divergenz vorstellt 
(Untersuchungen etc. p. XV Anm. und p. 45). Die beiden Bedingungen: 
xp < — 20 , Xplħh & 1 


reichen für die Divergenz des is h = œ von: 


Jiteto Enas 


aus, da, wie ein Blick auf die asymptotischen Formen III lebrt, die 
Summe rechts vom mittleren Integral Null, die Summe links s f(x) 
zur Grenze hat, weil aus lhs À za also lp > p jedenfalls folgt 
hu — ħp—ı > 1, da dies schon aus Ah, œ> p folgen würde. 


Bildet man dagegen mit f(x) = x, sin hiz + x, sin hax + - : das 
Integral: 


a À sin h,, & 
Sa trat) + re-a 7 
U 
und theilt es wie oben in drei Theile, so wird der mittlere: 


sin h,, a 


far {sin Am (24a) + sin hm (z—a)} 


r cos Àp æ sin À,, « x sin 
= xn cos Ama [de Er = Qafa 


und verschwindet für Am = œ, während der erste Theil xf(x) zur 
Grenze hat und der dritte ebenfalls Null. 


Es folgt hieraus, dass die Function 
f(x) = x, sin . he x, sin hys +». 


uater den Bedingungen x, < = gai » *plħp & l| für die x und A einen 
divergenten Limes: 


ME e E 
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und einen gegen xf(x) couvergenten Limes 


lim=e fda If(c+«) + f(x — a)} me 


ergiebt. Mithin ist die Function f(x) für jeden Werth von x durch 
eine Fourier’sche Reihe darstellbar, indem die Divergenz der Grenz- 
werthe von 


n” 3 a 
J BEE) Te ; 5, daf (z— a) 1 
sich aufhebt. 


Aber man kann, indem man eine Function aus Strecken der Function 
f(x) und anderer Functionen zusammensetzt, jene so herstellen, dass 
sie, wenngleich durchweg endlich und stetig, in beliebig vielen Punkten 
durch Fourier’sche Reihen nicht convergent entwickelbar ist. Es sei 
z. B. eine Function (x) gleich f(x,) für v < x, und gleich f(x) für 
2 >%,. Um sie durch die Fourier’sche Formel darzustellen, bedürfte 
es der Untersuchung, ob dies möglich ist, und es würde sich zeigen, 
dass es für z= x, uicht möglich ist. Wir können sie aber durch 
andere darstellende Integrale ausdrücken. Es ist z. B. 

+o 
p(z) = lim, fac la, 


— 0D 


also = 


j Je 
g(x) = hs Iran fach EZ lun” Cu te") 
ham) 


m limsa a Via) f deet + AE h Jet. 


(z, — x) 


Diese Function ist also für x = x, durch Fourier'sche Reihen wicht 
darstellbar. 
Von besonderem Interesse ist der Fall x, — 0, wo also: 


p(x) = ln das (2+ +) oe. 
— Az 
h i e 
Fragt man nämlich nach der Function Er mit der man f (z,)— f (x) 
multipliciren muss, damit fa) — Es EL für x = x, weder Null noch un- 


endlich werde, so wird g(x) offenbar am raschesten Null werden für 
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x, = 0, und wenn p(x) successive die x = O nächstgelegenen Minima 
von x, sin hz, x, sin h,æ, - - verbindet, weil diese Minima von z=0 
entfernter sind, als die einem anderen Werth x nächstgelegenen von 
diesem anderen Werth entfernt sind. Die z=0 nächstgelegenen Minima 


vou x, sin ht, x, sin hz, - + sind bestimmt durch hpz = Le Man 
hat also: 
NE ae, A 

Daraus folgt: 

1 
PAS — 

lr 
* Diese Bedingung für die Divergeuz einer Function, die für x > 0 Null 


ist, für z>0 gleich f(x) ist, stimmt überein mit der (Untersuchungen etc. 
p. 86 und 87) für e(z) aufgestellten Bedingung. 


= 


Bemerkungen zu den vorstehenden Ergebnissen. 


Ich verband einen ganz anderen Zweck mit der Untersuchung auf 
ihre Darstellbarkeit durch l'ourier'sche Reihen einer Function: 


F(x) = x, p, (x) sin hx + %,9,(2) sin hz + -::, 
von der die eben betrachtete f(x) ein specieller Fall ist. Es handelte 
sich für mich um die Frage: Wenn es zweifellos durchweg endliche, 
stetige Functionen giebt, die in einzelnen Punkten oder sogar in Punkten, 
die in jedem kleinsten Intervall vorkommen, nicht darstellbar sind: giebt 
es wohl auch durchweg endliche und stetige Iunctionen, die in keinem 
Punkte darstellbar sind? 

Ich bin nicht so glücklich gewesen, diese Frage zu erledigen. Mit 
der angeführten Form 7’(x) habe ich keine solche nirgend darstellbare 
Functionen zusanınensetzen können. Ja eigentlich habe ich meine Be- 
mühungen nur deshalb aufgegeben, weil mir schliesslich die Möglichkeit 
derartiger Functionen nicht mehr einleuchten wollte. Denn der Grenz- 
werth eines der Integrale 


Saer@+) 1e, Jre-o ur 


wird divergent, wenn bei dem Wachsthum von h immer genügend 
Zeichenwechsel von sin «h durch f(x-+«) aufgehoben werden, und wenn 
dies für eines der Integrale der Fall ist, und die hierzu erforderliche 
sinusartige Beschaflenheit von f(x) erstreckt sich auch nur um ein Kleines 
an beiden Seiten von x, so wird die Divergenz des einen Integrals durch 
die des anderen stets aufgehoben, welchem Unistand’ es zu verdanken 
ist, dass ungemein viel mehr Functionen durch Fourier’sche Reihen 


+ 
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darstellbar sind, als man dies bei Betrachtung nur eines jener Integrale 
erwarten sollte. In gesonderten Punkten kann die sinusartige Beschaflen- 
heit von f(x) unterbrochen werden, aber in allen Punkten — nun ich 
kann es mir eben nicht denken. Indessen täuschen dergleichen allge- 
meine Betrachtungen bisweilen, und so ist es auch durchaus nicht meine 
Absicht hier eine Behauptung aufzustellen, sondern nur meine Erfah- 
rungen und Ansichten mitzutheilen. 


Noch einen Punkt will ich schliesslich hier zur Sprache bringen, 
in Bezug auf welchen ich nachträglich meine BERAUEN etwas ge- 
nauer begrenzen will. 

Ich habe (Untersuchungen etc. p. 86 und 87) gant, dass bei Func- 
tionen, die ausser in der beliebig kleinen Umgebung des Punktes z =0 
nicht ufendlich viele Maxima haben, die Darstellbarkeit für diesen Punkt 
erst aufhören kann, wenn der Function die Form o(x) ọ (x) sich geben 


lässt, wo 0(2) À — und (x) für x= 0 nicht verschwindet. Der- 


x 
gleichen Functionen sind thatsächlich unter Umständen nicht darstell- 
bar. Die Frage ist eben nur, ob die Darstellbarkeit nicht für kleinere 
Nullen von ọ(x) schon aufhört. Ich habe wiederum gezeigt, dass für 


o(a) X r(«), wo 


m E beliebig klein, 
„au Wr 


die Function stets darstellbar ist. Es handelt sich also um die infini- 
täre Lücke: 


zer. 


Die Ausdehnung der Bedingung e(«) S- auf Functionen, die 
l f 


«a 
durchweg unendlich viele Maxima haben, oder gar nach Art gewisser inte- 
grirbarer Functionen durchweg unstetig sind, ist es, welche ich nicht in be- 
friedigender Weise ausser Zweifel zu setzen vermag. Zwar widerspricht 
ihr die obige Betrachtung der Function x, sin hx + x, sin hys +--> 
keineswegs, da sie vielmehr dieselbe Grenze ergiebt. Der allgemeine 
Beweis aber, den ich nachträglich mittheilen wollte, und der auf einer 
idealen Zusammenschiebung der Stellen ohne Zeichenwechsel beruht, 
will diese Functionen, die doch lediglich Geschöpfe der Analysis sind, 


*) Ich habe mich au dieser während des Druckes eingeschalteten Stelle etwas 
kurz fassen müssen, indessen wird das Gesagte wohl genügen, 
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einer geometrischen Anschauungsweise unterwerfen, der sie allerdings 
schwer sich fügen werden, die daher berechtigten Zweifeln begegnen 
könnte, und die mir selbst von Tag zu Tag bedenklicher wird, so dass 


ich vorziehe, hiermit die Bedingung o(«) & — ausdrücklich nur für 
a 

die Functionen f(x), die ausser in der Umgebung von + = 0 nicht un- 

eudlich viele Maxima haben, oder durch trigonometrische Reihen mit 

unbedingt convergenten Coefficienten darstellbar sind, zu behaupten *). 


Tübingen, Mai 1876. 


*) Da die Functionen der Form o(«)y(a), wo (a) für «=0 nicht ver- 


schwindet, nud eld à - 


a 


ist, nachweislich für « =0 manchmal nicht darstell- 


bar sind, 80 ist also nur zu zeigen, dass sie für ọ(a)-< ) darstellbar sind, 


a 


a 
was darauf hinausläuft, zu beweisen, dass ima [de gta) sin hæ = 0, ifalls 
al— 
L 4 


p(0)=0. Es scheint aber, dass ein analytischer Beweis dieses Satzes Schwierigkei- 
a 


ten derselben Ordnung bietet, wie die Untersuchung des Integrals | d «re sin ha, 


0 
wiewohl man meinen könnte, wegen des Logarithmus im Nenner, in viel vortheil- 
hafterer Lage zu sein. Jedenfalls ist durch meine Untersuchungen gegenwärtig 
das Interesse der Theorie von diesem Integral in jenes verlegt. Ich habe aber 
nicht die Absicht mich weiter damit zu beschäftigen. 


Revision et extension des formules numeriques de la theorie 
des surfaces réciproques. 


Par H. G. ZEuTHEN à Copenhague. 


On appelle ordinaires les singularités que présente une surface 
représentée par une équation ponctuelle générale, et celles que présente 
une surface représentée par uue équation taugentielle générale. Les 
relations qui out lieu entre les nombres de ces singularités, et qui 
jouent dans la théorie des surfaces le même rôle que les formules de 
Plücker dans la théorie des courbes planes, sont trouvées, à une près, 
par M. Salmon*). Celle qui restait a été trouvée plus tard par 
M. Cayley**), qui étendait en même temps la théorie par l’intro- 
duction de plusieurs singularités extraordinaires (celles qui sont dé- 
signées, dans ce qui suit, par B, j et x et deux cas particuliers des 
points coniques qu’il appelle „cnienodes“ et „offpoints“, ainsi que les 
singularités réciproques). J'ai indiqué ensuite sans démonstration — 
au commencement d'un mémoire, dont le but principal était d'exposer 
d’autres recherches***) — l'extension des formules de M. Salmon à des 
surfaces présentant des points coniques plus généraux. 

Voilà une brève indication des travaux qui ont conduit les relations 
dont nous allons nous occuper à leur état actuel, sur lequel on peut 
consulter la nouvelle (3"°) édition de l'excellente „Geometry of three 
Dimensions“ de M. Salmon). 

Le premier but du travail que je présente ici a été une révision 
des termes de quelques-unes des formules qui dependent de singularités 
extraordinaires. J'ai été excité à cette révision par quelques doutes, 


*) Transactions of the Royal Irish Academy, vol. 23. — Voir aussi les deux 
premières éditions de „Geometry of three Dimensions“, 

**) A Memoir on the Theory of Reciprocal Surfaces. Philosophical Trans- 
actions 1869. Un supplément de ce mémoire se trouve dans les Phil, Trans. 
de 1871. 

***) Sur les droites multiples des surfaces. Mathematische Annalen t. IV. 

+) On peut aussi consulter la nouvelle édition allemande, due à M. Fiedler, 
du même livre. 
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qui s'étaient levées dans moi immédiatement après la publication de 
mon mémoire que je viens de citer, et qui me faisaient déclarer dans 
une note additionnelle*), que je n'osais appliquer une partie des for- 


mules — celles qu'on déduit en regardant la surface comme lieu de 
points et qui sont remplacées ici (dans le n° 3.) par les formules 
(13)—(18) — à des surfaces douées des singularités désignées, dans 


ce qui suit, par f, X, et, ni non plus les formules réciproques 
(13)—(18)) à des surfaces douées des singnlarités j, x, n et 6**). 
En effet, dans ma propre démonstration — non publiée — je n'avais 
pas obieié que les définitions de ces singularités, qui se rapportent 
à la surface regardée comme lieu de points, amènent en général cer- 
taines singularités tangentielles auxquelles il faut avoir égard dans les 
équations (13°)— (18), et que les définitions des singularites 5’, X, n° 
et Ẹ amènent certaines singularités ponctuelles. Les démonstrations 
de M. Cayley***) ne me semblaient pas être à l'abri de cette même 
reproche, en même temps que la détermination de coëfficients au moyen 
des surfaces cubiques me semblait incertaine, parce que les singulanités 
ne se présentent pas là dans leur forme la plus générale. Mes doutes 
se confirmaient par une nouvelle recherche qui me montrait que le 
coëfficient du terme y devait être injuste, du moins dans une des 
équations }). 

En retournant à ces recherches j'ai trouvé que les coëfficients des 
termes j et f sont justes dans toutes les formules; mais quant aux 
autres singularites dont je viens de parler mes doutes se sont justifiées. 
J’ai trouvé, par exemple, que chacun des y’ plans-clos (voir, dans ce 
qui suit, le n° 28.) contient en général un, et chacun des Z” plans 
biponctuels deux points triples à un seul plan tangent où passent 
quatre branches de la courbe cuspidale. Ces points singuliers donnent 
lieu aux termes 8y + 16 3° de notre équation (15), et aux termes 
6 (—6x — 121) de notre équation (18), et ils donneraient lieu à 
d’autres nouveaux termes dans l'équation de M. Cayley à laquelle 
nous avons substitué l'équation (19). 


a Note sur la theorie des surfaces réciproques. Mathematische Annalen 
t. IV, p. 636. — Dans cette note j'ai démontré aussi, pur le principe de corre- 
spondance, une formule qui peut remplacer, dans le système de relations, celle de 
M. Cayley dont j'ai parlé, et que j'y substituerai aussi dans le présent mémoire 
(mon équation (19)). 
**) Mes doutes s'étendaient aussi aux points B que je regardais comme des 
points coniques où 7 = 1, et aux plans BZ”, 
***) Aussi M. Cayley ne prétend pas à développer complètement, dans le 
mémoire cité, la théorie des surfaces réciproques, 
+) J'avais tort en disant que les coëfficients de j étaient incompatibles aux 
valeurs des nombres de singularités d'une surface quartique à une conique double 
(voir le n° 70. du présent travail). 
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Certes M. Cayley ne neglige pas entièrement ces points: il les 
représente par le nombre de points de singularité inexpliquée (points 
of unexplained singularity). Chacun de nos points triples, que nous 
regardons comme faisant partie des singularités désignées par x et BP', 
est représenté par 8 de ces points. Il faudrait donc, pour établir 
l'accord des formules de M. Cayley avec celles que nous allons ex- 
poser ici, substituer 9=8y’+ 16 5. Cet accord sera aussi établi pour 
la première et pour la dernière*) des formules que nous venons de 
nommer, mais non pas pour la formule (18): dans la formule de M. 
Cayley qui y correspond — ou plutôt, parce que M. Cayley attribue 
à la notation 4 une autre signification que moi**), dans la formule 
qui correspond à notre formule (11) — manquent les termes dépendant 
de $. Le manque réciproque a amené dans le mémoire du même au- 
teur ,On Cubic Surfaces“, quelques inexactitudes dans les valeurs de 
h’ et r’ appartenant aux surfaces cubiques***). Le nom des points’ 
introduits par M. Cayley indique que, même sans le manque que nous 
venons de signaler, il y aurait ici des recherches à faire. 

En soumettant aussi les autres singularités extraordinaires à une 
analyse détaillée, nous avons trouvé de même les termes dépendant de 
n et Ẹ qu'il faut ajouter aux formules qui portent ici les n°* (13) — (18), 
les termes dépendant de x, B, n et & qu'il faut ajouter aux formules 
réciproques, et les termes dépendant de toutes les singularités extra- 
ordinaires qu'il faut introduire à la formule (19), substituée à la for- 
mule de M. Cayley. j 

A cette révision des formules j'ai joint une extension, en attribuant 
aussi à la surface des points uniplanaires — qui ne sont pas dans toutes 
les formules équivalents à trois ,cnicnodes“ — et des plans osculateurs, 
de mème que les singularités réciproques. Je lui attribue aussi une 
certaine classe de points doubles dont les propriétés principales sont 
développées dans un article, précesseur du présent mémoire (voir l’énu- 
mération des singularités dans le n° 1.). 

Ce choix des singularités auxquelles j'aurai égard dans le présent 
travail a certes quelque chose d’arbitraire, ce qui serait difficile à éviter 
tant qu'on ne sait former pour les surfaces, comme M. Cayley l'a 


*) Celà n'aura. pas lieu toutefois pour la forme de celle-ci qui doit ex- 
primer l'égalité du genre de la surface à celui de la surface réciproque (for- 
mule (26) à la p. 544 de la „Geom. of three Dimensions“ et à la p. 609 de l'édition 
allemande du même livre). Voir le n° 76. du présent mémoire. 

**) Voir, dans ce qui suit, les notes du n° 1. 

***) Voir, dans ce qui suit, le n° 69, On y verra que les points triples ac- 
compagnant les singularités x’ d'une surface cubique, et parfois aussi un des plans 
à la singularité réciproque qui accompagnent un point B, ou tous ces deux plans, 
peuvent être remplacés par d'autres singularités (9 = 0, 8° = 16B, 8 B ou 0). 
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fait pour les courbes*), une théorie des équivalents; mais si, dans une 
recherche, on rencontre des surfaces présentant -d’autres singularités 
que celles qui sont introduites dans les formules, on pourra y appli- 
quer les mémes procédés, à peu près, que ceux qui nous ont fourni les 
termes écrits dans les formules. Ayant surmonté, par exemple, les 
difficultés que présentent les & génératrices stationnaires des points 
coniques qui ne sont tangentes ni à la courbe double ni à la courbe 
cuspidale, on saura surmonter, s’il est demandé, les difficultés, moins 
grandes sans doute, que présentent les génératrices stationnaires tan- 
gentes à la courbe double. 

L'étude détaillée des différentes singularités, introduites antérieure- 
ment ou nouvelles, n'a pas eu toutefois pour seul but la détermination de 
nouveaux termes des équations. Elle a fourni en même temps une 
connaissance plus complète des singularités, qui a un intérêt indépendent 
des formules numériques, et qui est assurée par ces formules et par 
les vérifications auxquelles elles donnent lieu. Cette connaissance con- 
duit aussi à de nouvelles démonstrations plus directes et plus explica- 
tives des coëfficients des anciens termes des formules. Afin de n’etendre 
pas trop notre mémoire, nous nous bornerons à cet égard aux singu- 
larités extraordinaires. 

Le moyen dont nous nous servirons principalement pour discuter 
les singularités d’une surface, c’est l'étude des singularités de cônes cir- 
conscrits dont les sommets out différentes positions particulières. Une 
note précédente sur les singularités des courbes planes**) a eu pour but 
de faciliter cette étude qui se fait en grande partie par les relations 
plückériennes. Les procédés généraux de cette étude seront exposés 
dans la partie IV; mais on les comprendra mieux en voyant dans les 
parties suivantes V— XII leurs applications aux points-pinces, points- 
clos, points biplanaires et uniplanaires, plans osculateurs et points co- 
niques. (Les propriétés des singularités réciproques se trouvent par 
le principe de dualité.) 

Les trois premières parties du mémoire contiendront une énumé- 
ration des singularités, un exposé des formules numériques, et la dé- 
monstration par le principe de correspondance de M. Chasles des 
formes de ces relations, pendant que la justesse de leurs termes dépen- 
dant de singularités extraordinaires ne peut être établie que dans les 
parties déjà nommées. La partie XIII contiendra des applications à 
des surfaces particulières, et la partie XIV une addition sur le genre. 


*) Quarterly Journal t. VII. 

**) Mathematische Annalen t, X. — Je saisis l'occasion pour ajouter aux tra- 
vaux cités dans cette note un beau mémoire de M. Smith, publié, dans les 
„Proc. of Lond. Math. Soc. vol. VI, p. 153, en même temps que ma note. 
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1; 
Énumération des singularités. 


1. Pour comprendre les indications suivantes des significations dont 
nous ferons usage dans le présent mémoire, il faut observer que les defi- 
nitions de la première colonne sont „ponctuelles“, celles de la seconde 
colonne, „tangentielles“, c'est à dire que nous attribuons aux singularites 
définies les propriétés les plus générales que permettent les définitions si 
la surface est regardée, respectivement, comme lieu de ses points, ou 
comme enveloppe de ses plans tangents*). — Quant à une partie des 
singularités nous nous contentons ici de les nommer, en renvoyant 


` 


pour les explications ultérieures à des n°* suivants, indiqués à part. 


Nombres plückériens 


des sections planes: des cônes circonscrits: 
n l’ordre (de la surface), n la classe (de la surface), 
a la classe, a l'ordre, 
ò’ le nombre des tangentes doubles, ð le nombre des génératrices dou- 
bles, 
x le nombre des tangentes station- x le nombre des génératrices sta- 
naires. tionnaires. 


Singularités ordinaires: h 
V la classe de la developpable bi- b l'ordre de la courbe double, 


tangente**), 

q son rang, q son rang, 

s’ l'ordre de son arête derebrousse- s la classe de l’euveloppe de ses 
ment, plans osculateurs, 

k le nombre plückerien***) des tan- k le nombre plückérien***) des gé- 
gentes doubles d’une section neratrices doubles d’un cöne 
plane de cette developpable, qui la projette, 

f le nombre de ses plans tangents ¢ le nombre de ses points triples 
triples (ordinaires), (ordinaires), 

y le nombre de ses plans tangents y le nombre de ses points station- 
stationnaires (ordinaires), naires (ordinaires), 


*) L'importance de cette distinction, bien connue dans la théorie des for- 
mules plückérienues, sera illustrée par un exemple dans le n° 15.; voir aussi la 
note du n° 2. 

**) C'est à dire: l'enveloppe des plans tangents doubles. 

++) Mes notations k et k’ diffèrent de celles des MM. Cayley et Salmon, 
qui désignent par k le nombre de points doubles apparents de la courbe double. 
La différence qui en résulte entre les formules de ces savante et les miennes n'est 
donc qu’apparente, J'écris k — 3t — »-- (voir le premier terme du second membre 
de la formule (17)) où M. Cayley écrit k. 
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o l'ordre de sa courbe de contact; 


œ la classe de l'enveloppe des plans 
tangents stationnaires, 

7 son rang, 

m’ l'ordre de son arête de rebrousse- 
ment, 

k le nombre plückérien*) des tan- 
gentes doubles d'une section 
plane de cette développable, 

p le nombre de ses plans tangents 
stationnaires (ordinaires), 

6’ l'ordre de sa courbe de contact 
(la courbe parabolique). 


Si 
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o la classe de la développable tan- 
gente à la surface de long de 
la courbe double; 

c l'ordre de la courbe cuspidale, 


r son rang, 

m la classe de l'enveloppe de ses 
plans osculateurs, 

h le nombre plückérien*) des gé- 
nératrices doubles d’un cône 
qui la projette, 

B le nombre de ses points station- 
naires (ordinaires), 

6 la classe de la développable tan- 
gente à la surface le long de 
la courbe cuspidale. 


Singularité ordinaire à une surface à laquelle on a 
déjà attribué 


une courbe double: 
j points-pinces (n°° 15.—21.). 


une développable bitangente: 


J plans-pinces (u° 21.). 


Singularite ordinaire à une surface à laquelle on a 
déjà attribué 


une courbe cuspidale: 


x points-clos (n° 22. — 28.). 


une suite de plans tangents sta- 
tionnaires: 


x plans-clos (n° 28.). 


D'autres singularités extraordinaires: 


B points biplanaires (n° 29.—35.); 
U pointsuniplanaires (n®36.—42.); 
O plans osculateurs (n®43.—49.); 
des points coniques (n° 50.—67.), 
oùles tangentes formentun cône 
dont nous’ désignons par 
u l'ordre, 
v la classe, 
y+y le nombre des génératrices dou- 
bles, dont les 
y sont tangentes à des branches 
de la courbe double, 


DB’ plans biponctuels (n° 35.); 
U’ plans uuiponctuels (n° 42.); 
O0’ points osculateurs (n° 49.); 
des plans tangents le long d'une ` 
courbe (n°* 61.—67.) dont nous 
désignons par 
w la classe, 
v _ ordre, 
y+’ le nombre des tangentes dou- 
bles, dont les 
y sont génératrices de la déve- 
loppable bitangente, 


*) Les définitions de h et h ont les mêmes différences de celles des MM. Sal- 
mon et Cayley que les définitions de k et k’. 


29° 
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z+% le nombre des génératrices sta- 
tionnaires, dont les 

z sont tangentes à des branches 
de la courbe cuspidale, 


u le nombre des plans tangents 
doubles, 

v le nombre des plans tangents 
stationnaires, 

(Z désigne une somme étendue à 
tous ces points singuliers); 
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g'+£ le nombre des tangentes sta- 
tionnaires, dont les 

g sont génératrices de lenve- 
loppe des plans tangents sta- 
tionnaires, 

u’ le nombre des points doubles, 


v le nombre des points station- 
` naires, 
(2” désigne une somme étendue à 
tous ces plans singuliers); 


et enfin: 
des points doubles à un seul plan tangent (double), qui est le 
lieu de droites rencontrant la surface en quatre points coinci- 
dents. Nous désignons par j 

f le nombre des points doubles de la courbe double, 

d le nombre des points stationnaires de la courbe double, 

i le nombre des points d'intersection de la courbe double et de la courbe 

cuspidale, 
g le nombre des points doubles de la courbe cuspidale, 
e le nombre des points stationnaires de la courbe cuspidale, 


qui se trouvent en ces points de la surface. Nous avons dé- 
montré, dans le mémoire „Sur une classe de points singuliers 
de surfaces“*), que les plans tangents en ces points ont les 
propriétés réciproques. f ete. indiquent donc aussi les nombres 
de plans tangents doubles de la développable bitangente etc. 
qui coïncident avec ces plans tangents. 


2. En attribuant à la surface dont nous nous occuperons dans le 
présent mémoire toutes les singularités énumérées ici, nous attribuerons, 
par exemple, à sa courbe double plusieurs espèces de points station- 
naires, non seulement ceux dont les nombres sont désignés par y et d, 
mais aussi d'autres qui se trouvent en différents points des plans tan- 
gents le long d'une courbe. Pour plus de clarté nous indiquerons ici 
les nombres totaux de ces points et de ceux qui jouent un röle ana- 
logue, qui résulteront, dans ce qui suit, des discussions des différentes 


` 


singularités attribuées à la surface. 
La courbe double a 


ER 


*) Mathematische Annalen vol. IX. Il est probable que les „points p-tuples 
à un seul plan tangent (p-tuple), qui est le lieu de droites rencontrant la surface 
en 2p points coincidents“, ont des propriétés analogues. 
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3143048 [e] LS [etw TEA R T, Hal 
+ f points doubles, 
à 7 + Z In —4) +2] + d points stationnaires. 
La courbe double noine la courbe cuspidale en 
38 H27 +1204 Z(yz) + Z'(v +47 +46) + à points. 
La courbe cuspidale a 


6y +12 + U' +40 + ar + 2°(£) + g points doubles, 
et 
B + 20 + e points cuspidaux. 


Note. En allant déduire les relations qui ont lieu entre les nom- 
bres que nous venons d’énumérer, il faut supposer que les singularites 
se présentent de la manière la plus générale, que permette leur défi- 
nition — ponctuelle ou tangentielle —, et qu'aucune singularité ulté- 
rieure, qui ne résulte pas de leur définition, ne vient s’y ajouter. Nous 
ne comprendrons donc aucune des classes de singularités dont nous avons 
désigné les nombres par les notations énumérées au nombre indiqué par 
une autre des nolations*). 

Si l’on veut appliquer une ou toutes les formules à des cas où des 
singularités ultérieures se joignent à une des singularités énumérées — 
ce qui est possible en beaucoup de cas — il faut soumettre l'influence 
de celles-là à une discussion particulière. Il faut notamment avoir 
égard à des droites, non indiquées par les définitions des singularités, 
qui passent par les points singuliers ou se trouvent dans les plans sin- 
guliers, et, encore plus, aux elements developpables; puis à la decom- 
position de cônes tangents aux points coniques, ou de courbes de con- 
tact de plans, en des parties aux nombres desquelles il y a des plans 
ou des points. On ne peut, par exemple, dans quelques-unes des for- 
mules (celles que nous appellerons (15), (17°), (18°) et (19)), remplacer 
un point biplanaire par un point conique, dont on a u = 2, n=1, 
v = y = ete. —0, quoique les points biplanaires sont des points co- 
niques dont les cônes tangents sont composés de deux plans. C'est 
pour cette raison que nous avons introduit expressément les B points 
biplanaires (et les B' plans ayant les singularités réciproques), pendant 
que nous n'avons pas besoin de considérer séparément les points que 
M. Cayley a appelés „enienodes“, qui ne sont que des points coniques 


*) Cette remarque ne s'applique pas aux nombres plückeriens de cônes et 
de sections, qui ne sont pas des nombres de singularités propres de la surface. 
Voir les notes du n° 1. 
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dont u = v = 2, y = ņ) = z = ģ = u = v = 0, ni non plus les „off- 
points“, qui ne sont que des points coniques dont u = v = 3, z =v =l, 
ya). 
LE 
Formules. 

3. Les nombres a et a’ ont la même signification, de façon que 
(1) amd. 
En posant pour chacun des points coniques 
(2) v+2n+3=%, 
on aura, selon les équations plückeriennes, 
(3) u(u—1) = x + 2y + 3z, 
(4) v(v—1)=u+ 2u + 3v, 
(5) z +¢— v = 3 (u—v). 


Des équations analogues auront lieu pour chacun des plans tangents le 
long d'une courbe. 


Les nombres énumérés dans le n° 1. satisfout encore aux équations 
suivantes: 


(6) n(n—l1)=a+2b+3c, i 
(1) a(a—l=n+2d+ 3x, 
(8) c—x = 3(n—a), 
(9) bbi = gH 2k +3 {rt 2Z[n(v-4)4+276) + à}, 
(10) 3—0) =y + Z [n (r —4) + 2t] +d— [s + FEN] 
=y +d- s+ E[r (r4) 2rE — €], 
(1) e(c—N)=r+2%+3(ß+20-+e), 
12) 3(C—r)=8+20+e—m—Z" (Ë), 
(13) an—2)=[x-B  Efn+26)] + 0 + 20 + E[r(u —2)] 
= x — B 4+ ọ + 26 + Z[r(e—2)—n—28], 
(14) b(n—2) = 0 + 28 + 3y +3t+ 90 + Elyla—2)), 
(15) c(n—2) = 20+4p+7+81+16 PB +12 0 + Z[eu—2)], 
* (16) a(n-2)(in—3)—2{0-3 ur Bun Han ED on EN || 
+3[ac—30—y— (xe) +2[ad— 29 —j— E(zy)] 
+ Z [z(u — 2) (e —3)] 
=?2 (ð —3 U) + 3(ac— 3o —z1) +2(ab—20—)j) 
HE[z(—4u tI) + 21 ++ 4$], 
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(17) bin—2)(n—3j=4 Ík 36-30 $ [e ] 


-x [u4 ero- +8 EUEN + y Rongi] f} 


+[ab—2e -j— Z(zy)] 
+3[be-—-38B—2y -- 120— Ai &w+47 +40) 0) 
+90 + ZTy(u —2)(u —3)] 
=4(k—3t— f) + (ab— 20 —j) + 3(be — 3B —2y — à) 
— 390+ E[y(—4u+8)] 
— (dd +3 + BE +60 HAEHAE), 
(18) ein -2) (n-3)=6 [h— 6x - 12 8 — U—40 — se) shy 
+[ae—30 —g— Z(ze)] _ 
+2[be—3ß —2y— 120 — E(yz)— X (vintti) — i] 
+180+4 Zfe(p — 2)(e — 3)] 
=6(h—6x—12B— U- g)+(ac-30-7)+ 2(bc -3B—-2y-i) o 
—300 + £[2(-4u HIE + 477€), 
(19) oc+m—r—B—4j/—3y—- AU— E[Qu+r)+6n+76] 

— 4m r— p—Aj—3r— 4U — Z[(2u+2)+60+78), 
et aux équations qu'on forme en y substituant des lettres accentuées 
à celles qui n'ont pas d'accent — à l'exception de a, f, d, i, 9, e —, 
et réciproquement. Alors l'équation (19) reste inaltérée, mais les équa- 
tions (6)— (18) conduisent à 13 nouvelles formules que nous designe- 
rons par (6), (7), (8), (9), (10, (11), (129, (13), (14), (15), 
(16), (KT); (18). 

4. Il est commode de remplacer les équations (16), (17), (18) 
par d'autres, qu'on en déduit*) en ayant égard aux équations précé- 
dentes. On trouve, en multipliant l'équation (6) par a, en substituant 
ensuite à a? l'expression fournie par (7), et en soustrayant l'équation 
(13), multipliée par 4, et l'équation (16): 

(20) —a+n—x+o+2+3%+4B+6GU+ZE(v+4n+76=0. 
Par des opérations tout-à-fait analogues, on déduit des équations (6), 
(9), (14) et (17): 
(21) 20—2q—p+j+30+4f+6d+ 3: 
+ Ef +30 +67 (0 —4)#BE (0 —3) + 6m (7 — 1) 
+ 167 EH 12 (E—1)+ 12m + RE], 
*) Cette réduction est due à M. Cayley. Voir Salmon: Geometry of three 


Dimensions, 3%° éd. (p. 547; p. 611 dans l'édition de M. Fiedler); dans l'équation 
qui correspond à notre équation (21) le terme 4f manque. 
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et des équations (6), (11), (15) et (18): 


(22) 504+ß= c+3r+r+4r +8 B +6U'’+2i+6g+9e 
— E42 E (dv +47 +78). 
En éliminant m et m’ de (19), (12) et (12°), on trouve 
(23) 0+2?r—3c—45—3Y— 14 U +20 — X (2p' Hr t8411) 
=0+2r— 30. — 4j —3y—14U +20 — E (2u+v+3Sn+11$). 


111. 
Sur la démonstration des formules. 


5. On trouve les formules (6) — (12) eu appliquant les équations 
plückériennes à une section plane, au cône qui projette la courbe double, 
et à celui qui projette la courbe cuspidale. Il s'ensuit que la formule 
(10) ou (12) n’est pas applicable au cas où la courbe double ou cuspi- 
dale est composée de parties au nombre desquelles il y a des droites. 
Les termes dépendant des points osculateurs et des plans tangents le 
long d'une courbe résulteront de nos études de ces singularités (voir 
le n° 2.). 

6. La démonstration des formules (13)—(18) se fait par des ap- 
plications, très semblables entre elles, du principe de correspondance. 
Soit donné, dans l'espace, un point fixe P et une courbe (X) d'ordre E, 
qui ne passe pas par P, et supposons qu'à chaque point X de la courbe 
correspondent «œ points Y de la droite PX, dont aucun, pour aucune 
position du point X, ne coïncide avec le point P. Alors je dis, que 
le nombre des coïncidences d’un point X avec un point correspondant 
Y, est égal à «E. 

En effet, l’ordre du lieu des points Y est égal à a&, ce qu'on 
voit en comptant ses points d'intersection avec un plan par P. Par 
conséquent, si l'on joint des points correspondants X ct Y par des 
plans à une droite fixe (D), à chaque plan (D) Y correspondront ağ 
plans (D)X. A chaque plan (D) X correspondront de même «& plans 
(D) Y. Le nombre de coïncidences de plans correspondants est donc 
égal à 2a&. De ces coïncidences, «& ont lieu dans le plan (D)P. Les 
autres, au nombre de æ, résultent de coïncidences de X avec Y. 

Dans la déduction de toutes les formules (13)— (18) P est un 
point arbitraire de l'espace. 

Formule (13): X est le point de contact d’une tangente menée 
par P, Y est un des n— 2 points d’intersection de la tangente avec 
la surface. Alors 

E=a, «=n — 2., 
Formule (14): X est un point de la courbe double, Y est un des 
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n— 2 autres points d’intersection de la droite PX avec la surface. 
Alors 
gel, [en—2. 
Formule (15): X est un point de la courbe cuspidale, Y est un 
des #—2 autres points d'intersection de la droite PX avec la surface. 
Alors 


=c, t—n—2. 

Formule (16): X et Y sont deux points d’intersection d'une tan- 
gente menée par P. Alors*) 

E—a(n—2), an — 3. 

Formule (17): X et Y sont deux des n — 2 points où la droite 
joignant P à un point de la courbe double rencontre encore la sur- 
face. Alors 

E—b(n—2), a=n—3. 

Formule (18): X et Y sont deux des n—2 points où la droite 
joignant P à un point de la courbe cuspidale rencontre encore la sur- 
face. Alors 

E=c(n—2, an —3. 

Les différents termes des seconds membres de ces équations con- 
tiennent les nombres de coïncidences de différente espèce. Leurs coëf- 
ficients se déterminent par la règle suivante, qui est une conséquence 
de celle qui sert en général à la détermination des degrés de multi- 
plicité de solutions trouvées par le principe de correspondance **): 


Le nombre de coïncidences qui ont lieu en un point D du lieu 
des points X est égal à la somme des ordres des segments infiniment 
petits X Y, interceptés, sur une droite PX qui fait avec PD un angle 
infiniment petit du premier ordre, par X et les points correspondants Y; 
si D est un point multiple de la courbe (X), il faut considérer séparé- 
ment les cas où le point X infiniment voisin de D se trouve sur les 
différentes branches partielles de ce lieu. 


Pour appliquer cette règle aux termes qui dépendent de singularités 
extraordinaires, et mème pour savoir quels termes il faut introduire, on 
a besoin de connaitre les propriétés des points et plans singuliers; nous 
déterminerons ces termes et leurs coëfficients dans les parties suivantes 


*) Le lieu des points Y, dont nous avons dit qu'il est de l'ordre æ$, sera 
ici, et dans les démonstrations des formules (17) et (18), identique à celui des 
points X, pris n—3 fois, parce que chaque point correspond à n —3 points X, 

**) Voir mon mémoire sur „les propriétés générales des systèmes de courbes 
planes (Mémoire de l'Académie danoise des Sciences 5%° série, t. 10, IV, p. 331) 
ou un article dans le Bulletin des Sciences Mathématiques, t. V, p. 187. — J'ai 
fait usage de la même règle dans le n° 3. de mon précédent article (Note sur les 
singularités des courbes planes). 
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du présent mémoire après avoir déduit les propriétés nécessaires. Quant 
aux termes connus des mêmes équations, dues à M. Salmon, je n'insis- 
terai pas ici à leur détermination par la règle citée, parce que je l'ai 
exécutée ailleurs*), 

7, Sur la démonstration de la formule (19). La transition des 
parties de la surface où la courbure est elliptique à celles où elle est 
hyperbolique, se fait soit par la courbe parabolique soit par la courbe 
cuspidale. Quant à cette dernière transition, il est évident qu'à un 
observateur qui se meut le long de la courbe cuspidale, entre les deux 
nappes qui y sont réunies, la nappe à courbure elliptique se trouve du 
même côté où se présente la concavité de la courbe cuspidale. 

I en résulte que les deux nappes changent de courbure aux points 
de la courbe cuspidale où une coïncidence a lieu du plan tangent avec 
le plan osculateur, et qui ne présentent aucune autre singularité. Il est 
donc nécessaire que la courbe parabolique, devant séparer les parties de 
chacune des deux nappes où la courbure est elliptique de celles où elle 
est hyperbolique, passe par ces points. On voit par les mêmes con- 
sidérations que, réciproquement, aux points de la courbe cuspidale où 
passe une branche de la courbe parabolique, et qui ne présentent aucune 
autre singularité, les deux plans dont nous venons de parler coïncident. 

En appliquant le principe de dualité à ces considérations, on trouve 
qu'à ces mêmes points coincident des points de contact de plans tan- 
gents stationnaires avec les poiuts où ces mêmes plans sont osculateurs 
à l’arete de rebroussement de l'enveloppe des plans taugents station- 
naires, et que cette coïncidence n’a lieu qu'en ces points et en des 
points de contact de plans tangents présentant une singularité plus 
compliquée. 

On voit ainsi qu'en cherchant le nombre total des coïncidences 
d'un plan tangent à la surface en un point de la courbe cuspidale avec 
Je plan osculateur de cette courbe, et en en soustrayant le nombre des 
coïncidences qui sont dues aux singularités que nous avons attribuées 
à la surface, on trouve un nombre % qui est égal à celui des plans 
doués des propriétés réciproques, ou bien, au nombre qu'on exprime 
en substituant des lettres accentuées à celles qui n'ont pas d'accent, 
et réciproquement. 

Les deux membres de l'équation (19) sont les deux expressions de y. 
En effet, on trouve par le principe de correspondence, que le nombre 
de coïncidences des points de rencontre d'une droite fixe (D) avec le 
plan tangent et le plan osculateur en un point de la courbe cuspidale, 
est égal à g + m. Celui des coïncidences de ces deux plans est donc 
égal à 


——— 


*) Voir le n° 40. du premier des mémoires cités dans la note précédente. 
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o+m-—r, 
le nombre des tangentes de la courbe cuspidale qui rencontrent la droite 
étant égal à r. Les autres termes négatifs du premier membre de 
l'équation (19) indiquent les nombres de coïncidences qui ont lieu à 
cause des singularités attribuées à la surface, y compris, de singularites 
ordinaires, les f points stationnaires de la courbe cuspidale (voir le n° 13.). 
Nous rendrons compte des autres dans ce qui suit. Les coëfficients 
sont déterminés au moyen de la règle ordinaire (voir le n° précédent)*). 


Note. La base de cette déduction de l'équation (19) est le fait que 
les points de la courbe cuspidale où le plan tangent coïncide avec le 
plan osculateur — et qui ne présentent aucune autre singularité — ont 
les propriétés qui correspondent selon le principe de dualité à celles de 
leurs plans tangents**). On peut aussi démontrer cette identité de sin- 
gularités, réciproques l'une à l’autre, au moyen des procédés dont nous 
nous servirons daus la suite du présent mémoire. Nous indiquerons ici 
brièvement la marche de cette démonstration, en renvoyant, pour le sens 
des notations etc. dont nous nous y servirons, aux parties suivantes du 
mémoire. 


On peut voir de différentes manières, par exemple par une représen- 
tation au moyen de coordonnées ponctuelles**#), qu'un point P de la 
courbe cuspidale où le plan tangent coïncide avec le plan osculateur 
a en général les propriétés pouctuelles suivantes: une droite quelconque 
par P rencontre la surface en deux points coïncidents, une droite du 
plan tangent, en trois, et la tangente de la courbe cuspidale, en six. 
La section faite par un plan quelconque par P ya donc un point station- 
naire, celle que fait un plan par la tangente de la courbe cuspidale, 
deux branches ayaut en P un contact triponctuel avec la tangente, et 
celle du plan tangent, un point triple à une seule tangente rencontrant 
la section en six points coïncidents. Cette singularité a les équivalents 


6,0 3, ;) 0,4 \ 2 be ; 
6, a ou (3' 9) MU & p . Les trois points d’intersection du plan 


*) J'ai indiqué brièvement cette démonstration dans les „Mathematische 
Annalen“ vol. IV, p. 636. Par une faute de distraction les termes — fB et — B 
manquent dans l'équation à la ligne 11 en bas; les équations suivantes sont justes. 

**) Les points et plans qui nous occupent sont des singularités ordinaires, 
soit d'une surface regardée comme lieu de points à laquelle on a attribué une 
courbe cuspidale, soit d'une surface regardée comme enveloppe à laquelle on a 
attribué une suite de plans tangents stationuaires. Nous regardons donc, dans 
cette discussion, comme les plus générales les propriétés exprimées de la manière 
la plus générale par une représentation ponctuelle ou tangentielle, suivant que 
nous parlons de la courbe ‘cuspidale ou de l'enveloppe des plans tangents sta- 
tionnaires. á 

*.) Voir la note précédente, 
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avec la courbe cuspidale qui sont confondus en P étant des points 
stationnaires de la section, seulement le troisième de ces groupes reste 
possible. Le quatrième point stationnaire qui se trouve en P étant 
nouveau, le plan est un plan tangent stationnaire de la surface; sa 
section a les nombres plückériens 

a =a — 3, ô’ = 0 — 3 (a—6), x =x — 8, 

nen ‚eb ‚„‚g=c-+Il. 

Trois tangentes menées de P à une section quelconque passant par 
lui coineident avec la trace du plan tangent; le cône circonserit dont 
le sommet se trouve en P est donc composé de ce plan pris trois fois 
et d’un cône résidu. Cette décomposition étant identique à celle d'un 
cône circonscrit dont le sommet se trouve en un point quelconque de 
la courbe cuspidale, les nombres. plückériens du cône résidu au sommet 
P restent les mêmes que pour un autre sommet sur la courbe cuspi- 
dale; ils auront donc (voir le n° 19.) les valeurs de 

a, = 4a — 3, ô =ô —3(a—6), x, = x — 8, 

mn =r , b= ‚g=c-+!1. 
Les propriétés des sections faites par les plaus passant par la tan- 
gente à la courbe cuspidale montrent qu'elle est une génératrice triple 
du cône résidu, à un seul plan tangent, qui coïncide avec celui de la 
surface, et qui rencontre le cône en six génératrices coïncidentes. Le 
plan tangent étant plan tangent stationnaire, mais non pas plan tan- 
gent double de la surface, les équivalents de la singularité ne pourront 


0 
avoir que les équivalents (a sil Un des quatre plans tangents station- 
? 


naires coïncidents du cône résidu étant nouveau (c/=c +1), les trois 
autres doivent être des plans tangents consécutifs de l'enveloppe des 
plans tangents stationnaires. P est donc un point de l'arête de rebrousse- 
ment de cette développable. 


8. Pour contrôler les termes de nos équations qui contiennent les 
nombres des points et des plans singuliers, il sera utile d'en avoir 
plusieurs déductions différentes. Pour cette raison, nous indiquerons 
ici des démonstrations directes de l'équation (21) et des deux équations 
suivantes: 


(20°) 2x +2n —2a=c+0+2j+31+A4B+GU+ZE(v+4n+76, 
(22) c(n—3) + 30 = 3r + 38 + y + 1 + 12x + 241 + 6U 

+ 2i + 6g + Je + 1204 E[r —3)] 

+28 (+47 +78), 
dont la première résulte d'une combinaison des équations (20) et (8°), 
la seconde, d’une combinaison de (22) et (15). 
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Les deux membres de l'équation (20?) expriment le nombre de coin- 
cidences des tangentes principales (Haupttangenten) que contiennent les 
plans tangents passant par un point fixe P. En effet, la surface gauche 
lieu de ces tangentes principales est de l’ordre x + 2n’, ce qu’on voit 
en comptant ses intersections avec une droite par P: cette droite ren- 
contre les x tangentes principales qui passent par P, et les 2n’ que 
contiennent les plans tangents qui passent par elle. Il y aura donc, dans 
un faisceau de droites, dont le plan ne passe pas par P, et où l’on 
regarde comme correspondantes les droites qui rencontrent les deux tan- 
gentes principales d’un plan tangent par P, 2(x+2n) coïncidences 
de droites correspondantes. 2x’ de ces coïncidences résultent seulement 
de la circonstance que n’ des plans tangents passent par le centre du 
faisceau, 2a, de gelle que a des points de contact se trouvent dans le 
plan du faisceau. Jl reste donc 

2(x+2n) —2n — 2a—=2x + 2n — 2a 
coïncidences de tangentes principales. Le second membre indique la 
distribution de ces coïncidences*). 

Les deux membres de l'équation (21) expriment le nombre de coïn- 
cidences des deux plans tangents en un point de la courbe double. 
On trouve le premier membre en appliquant le principe de correspon- 
dance aux points où une droite rencontre les deux plans. Le nombre 
total des coïncidences de ces points est égal à 2ọ; mais il faut en 
soustraire les 2q coïncidences qui ont lieu aux g points où la droite 
rencontre des tangentes de la courbe double *). 

Les deux membres de l'équation (22°) indiquent le nombre de droites, 
rencontrant une droite fixe, et tangeutes à la surface en des points de 
la courbe cuspidale, qui ont quatre intersections confondues en leurs 
points de contact. En effet, la surface gauche lieu des tangentes en 
des points de la courbe cuspidale qui rencontrent une droite fixe est 
de l'ordre ce + 6, ce qu'on voit en comptant ses intersections avec une 
droite qui rencontre la droite fixe. On verra donc sans difficulté, en 


*) Comparer a l'équation (15) de mon mémoire déjà cité sur les systèmes de 
courbes planes, où j'ai déterminé le nombre de courbes d'un système dont les deux 
tangentes en un point double coincident. Les termes c’, a et 3 y de (20b) corre- 
spoudent immédiatement aux termes ß, (d, 2e) et 3(d,e), le terme 25, à peu 
près, au terme 2(2 d) de l'équation citée, appliquée aux projections des sections 
faites par les plans tangents qui passent par ?. 

**) Comparer l'équation réciproque à (21) à l'équation (6) du mémoire sur les 
systèmes de courbes planes, où j'ai déterminé le nombre de courbes d'un système 
dont deux points doubles coïncident, ou mieux, comparer l'équation (21) elle- 
même à celle que nous avons citée dans la note précédente et que nous appliquons 
à présent aux sections faites par les plans d'un faisceau. Les termes 4 f, j, B et 
34 de (21) correspondent aux termes 2 (2 d), B, (d2e), 3 (de) de cette équation. 
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appliquant le principe de correspondance aux plans joignant une autre 
droite fixe au point de contact X et à un des points d'intersection Y 
d'une des tangentes, que le nombre dont il s’agit, qui est celui des coïn- 
cidences de points correspoudants X et Y, est égal à 


c (n—3) + [nte +0) — 3c] — (e+ 0) (n—3) = ce (n— 3) +30, 
qui est le premier membre de l'équation (22"). Le second membre in- 
dique la distribution des tangentes dont on a trouvè le nombre. 


Iy: 


Sur la dégénération des cônes circonserits pour des positions 
particuliöres des sommets. 


9. Un de nos moyens principaux de trouver fes propriétés des 
points singuliers, c'est l'étude des cônes circonserits dont les sommets 
se trouvent en ces points eux- mêmes, ou sur les plans tangents ou sur 
les tangentes singulières en ces points; mais avant que nous allons à 
l'application de ce procédé aux points singuliers dont nous aurons à 
étudier de nouvelles propriétés, il sera utile de considérer quelques autres 
positions particulières du sommet. 


En général, le cône circonscrit est de l'ordre a, de la classe x’, doué 
de à génératrices doubles, de x génératrices cuspidales, de b plans tan- 
gents doubles et de č plans tangents stationnaires. Une partie des géné- 
ratrices doubles et cuspidales sont confondues dans les droites joignant 
le sommet à certains points singuliers de Ja surface; nous aurons à 
discuter les coincidences ullérieures de génératrices ou de plans tangents 
singuliers, et les décompositions du cône regardé soit comme lieu de ses 
génératrices, soit comme enveloppe de ses plans tangents, qui ont lieu pour 
des positions particulières du sommet. 

Il est évident qu'au moyen du principe de dualité on peut déduire 
des résultats que nous allons trouver les propriétés des sections faites 
à la surface par des plans ayant des positions particulières, et qu’on peut 
appliquer à l'étude des propriétés des plans tangents singuliers une 
méthode analogue à celle qui nous fournira les propriétés des points 
singuliers. 


10. Le sommet se trouve sur la surface. Si le sommet se trouve 
en un point, ordinaire ou singulier, de la surface, le cône circonscrit 
sera composé d'une partie qui contient les tangentes dont le contact 
a lieu au sommet, et d'une autre qui contient les autres tangentes de 
la surface qui passent par le même point. Nous appellerons cette der- 
niere partie le cône circonscrit résidu. Nous désignerons partout les 
nombres plückériens de celui-ci par a,,n,’, Ôi, %1, di, c,. En général, 
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le cône résidu n'est pas composé; nous pourrons donc appliquer les 
équations plückériennes à ces nombres *). 

Si le sommet est un point ordinaire S de la surface, le plan tan- 
gent pris deux fois fera partie du cône circonserit, ce qu'on voit en 
considérant les sections planes passant par le point. On aura donc 
an=a— 2. La section faite par le plan tangent, ayant un point double 
en S, est de la classe a — 2=a,. Ses génératrices d’intersection 
avec le cône circonscrit sont les a, tangentes à la section qui passent 
par S. Deux couples de celles-ci coïncidant, le plan devient un plan 
tangent double qui n'appartient pas aux Ù’ plans tangents à la dévelop- 
pable bitangente. On-a done b =U +1, ¢&' =c. Les nombres 
plückériens du cône résidu — dont aussi d, et n, sont faciles 4 trouver 
directement — seront par conséquent 
a =a — ?, ð = 0 — 2(a—6) ; x =x—2.3 
n'=n ,„ bL'=bv+i , we. 

On trouve les résultats suivants en appliquant le principe de dualité 
aux propriétés ponctuelles connues des sections faites par les plans tan- 
gents singuliers ordinaires **). 

Le sommet est un point ordinaire de la courbe double: 


a =a—4, ô =0—2.2(a—8) —4 y x =x— 4.3 
n =n, u =b 4+2 i c =c. 

Le sommet est un des t points triples: 
a =a — 6, ò =ò— 3. 2(a—10)— 3.4, x =x— 6.3 


n =n , L'=bl+3 j g =, 

Le sommet est un point ordinaire de la courbe cuspidale: 
a, =a —3, ò, = 0 — 3 (a— 6) ; x, =x — 8, 
n =n , bei ; =c+iI. 


Le sommet est un des points y (c’est à dire: un des points dont nous 
avons désigné le nombre par y): 


rt 


+) Quant à la formation d'une partie des cônes circonscrits dont les sommets 
ont des positions particulières comme des cas limites des cônes circonscrits ordi- 
naires, je puis renvoyer à la première partie de mon mémoire cité sur les systèmes 
de courbes plaues, où je discute la formation des courbes singulières d'un système 
comme des limites des courbes générales du système. 

**) Les propriétés tangentielles, réciproques à celles-ci, des points singuliers 
ordinaires servent naturellement — dans une théorie des surfaces réciproques — 
de défiuitions de ces points qui appartiennent aux singularités ordinaires à une 
surface regardée comme enveloppe de ses plans tangents. On peut en déduire 
ensuite les propriétés ponctuelles au moyen de procédés analogues à ceux qui 
servent, dans les n°" suivants, à la déduction des propriétés tangentielles des plans 
tangents singuliers. 
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a =a — 5, ô = ò — 2? (a—9) — 3 (a—8)— 6, x, = x — 6 —8, 
n =n , b =b 41 l , QG =c+Hi. 

Si le sommet est un des points B, le cône résidu aura les mêmes 
nombres plückériens que dans le cas où il était un point ordinaire de 
la courbe double; mais les deux nouveaux plans tangents doubles coïn- 
cident, en mème temps que deux des génératrices doubles, et deux 
nappes du cône deviennent ainsi tangentes entre elles. 


11. Le sommet S est un point de la développable enveloppe des plans 
tangents stationnaires. Si le sommet est un point ordinaire de cette 
développable, le cône circonscrit ne subit aucune décomposition. Nous 
n'avons donc à discuter que la singularité de la génératrice du cône 
qui coïncide avec la génératrice de la développable où se trouve le 
sommet. Nous donnerons à cette discussion une étendue plus grande 
que nécessaire pour en obtenir les résultats, afin de montrer, dès à 
présent, les procédés que nous appliquerons ensuite à des recherches plus 
difficiles. 

La génératrice dont il s’agit étant tangente stationnaire de la section 
faite à la surface donnée par un plan quelconque passant par elle, 
deux des tangentes à la section qui passent par le sommet $ coincident 
avec elle: elle est donc génératice double du cône. Seulement dans le 
cas où le plan est le plan tangent stationnaire qui passe par la généra- 
trice, la section aura un point stationnaire, de façon que sa classe 
s'abaisse de trois unités, et, la génératrice étant tangente à la section 
en ce point singulier, encore une quatrième des a génératrices du cône 
circonscrit que contient le plan vient coincider avec elle. 

La génératrice double de ce cône n’a donc qu’un seul plan tan- 
gent, qui contient quatre génératrices coïncidentes. Alors les valeurs 
principales des équivalents plückeriens*) du point et de la tangente 
d’une section plane du cône que déterminent la génératrice et le plan 
tangent dont nous nous occupons — ou disons: les valeurs principales 
des équivalents de la génératrice et du plan tangent du cône — sont 


(4 ou k 1): suivant que les deux branches qui forment la sin- 
s, 0 #, | 


gularité (de la section plane du cône) sont distinctes, ou qu'elles forment 
un point de rebroussement de seconde espèce. s est un nombre entier 


*) Voir mon article précédent: Note sur les singularités de courbes planes 
(Math, Ann. X). La définition des valeurs principales des équivalents se trouve 
dans son n°2. la signification des notations dont nous nous servirons est indiquée 


dans son n° 5.: une singularité Ç D d'une courbe plane est formée par la ré- 


union de ð points doubles et e points stationnaires en un point à une seule tan- 
gente où à’ tangentes doubles et £' tangentes stationnaires sont réunies. 
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> 1, et dans le premier cas les deux branches ont un contact de l'ordre 
s — 1, dans le second, on pourrait dire qu'elles ont un contact de 


1 Ld +: » [4 # . 
l'ordre s + -> On en déduit les valeurs générales des équivalents 


s—3a, sa I: s—3a, 1+2« 
Ne 2a Er a) 


e è ii Æ$ 
où « est un nombre entier qui est < 


On a, dans le cas qui nous occupe, plusieurs moyens de compléter 
la determination des équivalents: 1° le sommet S étant un point d’une 
génératrice de l'enveloppe des plans tangents stationnaires, deux des ce’ 
plans tangents stationnaires du cône circonserit coïncident avec le plan 
tangent singulier; 2° aucun des b’ plans tangents doubles ne coïncide 
avec lui; 3° la génératrice singulière n'ayant qu’un contact triponctuel 
avec la surface, aucune des à génératrices doubles, qui ont — à l'exception 
de celles qui joignent S aux points singuliers de la surface — deux 
contacts, ne coïncide avec elle. Les équivalents ont donc les valeurs 


2 : ss 
de t >) , qui sont pour s = 3, « == 1 les premières de celles que nous 
2 


avons indiquées, On voit donc que la singularité du cône est formée 
de deux nappes ayant trois génératrices communes, ou hjen ayant un 
contact du second ordre. 

Si le sommet S se trouve sur l'arête de rebroussement de la déve- 
loppable, trois plans tangents stationnaires coïncident, et on trouve que 


les équivalents ont les valeurs de ia 2); qui sont pour s=3, «=1 


les dernières de celles que nous avons indiquées. Une section plane 
du cône aura donc un point de rebroussement de seconde espèce formé 


de deux branches partielles qui ont un contact de l'ordre : . 


Le point singulier de la section faite par un plan tangent ou os- 
culateur à la courbe cuspidale qui se trouve au point de contact avec 
cette courbe, aura, respectivement, les uns ou les autres de ces mêmes 
équivalents. ` 


12. Le sommet S se trouve au point de contact d'un plan tangent 
stationnaire. Dans un plan quelconque par ce point, deux tangentes 
de S à la section qu'il fait coïncident avec la droite où il rencontre 
le plan tangent de la surface. L'òrdre a, du cône résidu est donc égal 
à a — 2. Si le plan passe par la tangente principale en S, la section 
y aura un point d'inflexion, de façon qu'une troisième tangente ayant 
le même point de contact coïncide avec les deux autres. Une nappe 
simple du cône résidu passe donc par cette droite, qui sera la seule 
génératrice du cône résidu qui a S pour point de contact. On trouve 
le nombre des génératrices communes au cône résidu et au plan tan- 
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gent à la surface en S qui coincident avec cette droite, en soustrayant 
de a = a — ? le nombre des droites qui passent par S et sont tan- 
gentes à la section faite par ce plan en des points différents de S. 
Or, comme $ est un point stationnaire de cette section, ce dernier 
nombre est égal à a — 3 — 3 = a, —-4. Le plan contient done 4 
génératrices consécutives du cône, ou bien il a avec lui un contact du 
troisième ordre. Cette singularité s'exprime par les équivalents er 3) ; 
3 
Les deux plans tangents stationnaires appartiennent aux c plans station- 
uaires de la surface qui passent par S, pendant que le plan tangent 
double est nouveau. On a donc b’ =V +1, «/—c. Les nombres 
plückériens du cône résidu ne seront donc pas différents de ceux du 
cône circonscrit résidu qui a pour sommet un point ordinaire de la 
surface (voir le n° 10.). Cela résulte immédiatement de la circonstance 
qu'un cône résidu dont le sommet se meut sur la surface ne subit à aucune 
décomposition ultérieure si le sommet vient prendre la place que nous 
lui avons attribuée ici. 


On trouve par le principe de dualité que la section faite par le 
plan tangent à la surface en un point de la courbe cuspidale a un point 


2 
triple à un@ seule tangente et aux équivalents a 0)" 
? 


13. En profitant de la circonstance que la section faite à la sur- 
face donnée par un des 8’ plans tangents stationnaires de l'enveloppe 
des plans tangents stationnaires, a un contact de deux branches, on 
trouve, par des procédés analogues à ceux dont nous venons de nous 
servir, les propriétés des cônes circonscrits dont les sommets se trouvent 
en ces plans. Nous indiquerons, sans démonstration complète*), les 
résultats, en partie connus, de ces recherches. 


Le sommet est un point arbitraire d'un des plans ff. Le cône, 
qui ne se décompose pas, a un contact du troisième ordre avec le plan 


singulier Q: T 
12 
Le sommet est un point de la génératrice de contact de l'enveloppe 
des plans tangents stationnaires avec un plan R. Le cône, qui ne se 
décompose pas, a la génératrice pour génératrice triple; le plan ß’, qui 
y est le seul plan tangent, a en commun avec le cône six génératrices 
coïucidentes. Les équivalents plückériens de la singularité auront les 


“7 


valeurs de A 3): Les valeurs principales qui y correspondent étant 
2 


— mere 


*) On aura du reste lieu de voir dans ce qui suit comment on peut sur- 
monter les mêmes difficultés qui se présentent ici (n° 46.) 
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si) 1 . ve . . , ' 
( 4 e , la singularité d’une section plane du còne sera formée d'un 
5, 


point de rebroussement de seconde espèce, dont les deux branches par- 
; 3 ; 
tielles ont un contact d'ordre ,, et d'une branche simple ayant avec 


les deux premières un contact du premier ordre. 

Le sommet 5 est le point de contact d'un plan B. Les nombres 
plückeriens du cône résidu seront identiques à ceux d’un cône résidu 
qui a pour sommet un point ordinaire de la surface (voir le n° 10.). Les 
équivalents de la singularité de la tangente principale et du plan tan- 


( u A : 
gent auront les valeurs de ee a: les valeurs principales qui y corre- 
? 
spondent sont © 2) , de façon que deux nappes du cône résidu passent 
3 

par la taugente principale, où elles ont, entre elles et avec le plan tun- 
-gent de la surface, un contact du second ordre, 

Application. Par le point de contact S d'un plan 8 passent 
x, —2=x— 8 tangentes principales et à, = Ò — 2a + 12 tangentes 
doubles de la surface dont les points de contact sont différents de S., 

On trouve par le principe de dualité*) les propriétés des sections 
planes qui passent en un point 6. Une section quelconque a un point 


9 
triple à une seule tangente o 0) . La section faite par un plan passant 
3 


par la tangente en ce point a un point de contact d’une branche simple 
et d'une branche faisant un rebroussemeut de seconde espèce. Celle que 
fait le plan tangent a le point 8 pour point stationnaire de deux branches 
tangente l’une à l'autre. 

14. Ayant discuté ailleurs**) les propriétés des points doubles à un 
seul plan tangent (double) qui est le lieu des droites rencontrant la 
surface en quatre points coïncidents, nous pourrons, sans difficulté, in- 
diquer les propriétés des cônes circonscrits et des sections dont les som- 
mets et plans ont des positions particulières par rapport à ces points 
singuliers. En nommant les propriétés des sections, nous pourrons ren- 
voyer pour celles des cônes au principe de dualité. 


*) Un plan ß’ ayant la même génératrice de contact avec la développable 
bitangente qu'avec l'enveloppe des plans tangents stationnaires, il faut que la 
courbe double ait en un point B la même tangente que la courbe cuspidale. I 
faut donc, dans l'exemple qui sert, dans la 8m éd. de Salmon: Geom. of three 
Dimensions n° 604. (p. 606 de l'édition de M. Fiedler), à illustrer les points $, 
substituer à la droite double une courbe ayaut la même tangente que la parabole 
sémicubique. Sans cela on ne comprend pas que trois intersections de ces courbes 
se confondent en un point ß [voir le terme (bc—3f8— etc.) des formules (11) et 
(12) à l'endroit cité, ou de nos formules (17) et (18)]. 

**) Dans l'urticie sur une classe de points singuliers de surfaces. 


yu* 
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Supposons que le point singulier soit un point @-tuple de la courbe 
double, et un point #-tuple de la courbe cuspidale. Alors deux bran- 
ches — totales ou partielles suivant que # est pair ou impair — de 
la section faite par un plan quelconque passant par le point, y auront 


2p+3v—? 
9 


un contact de l'ordre — La section résidue du plan tan- 


gent aura les mêmes nombres plückériens que celle d'un plan tangent 
double quelconque (voir le n° 10.) 

a=a—4, = 0 — 2 .2(a—8)— 4, x =x —4.3 

nen, , b =bL+4+2 ‚wet. 

Si —2, y=(), quatre branches distinctes de cette section résidue, 
et, sig et y ont d'autres valeurs, deux couples de branches ayant l’une avec 
Ka En Bu 

2 


l'autre un contact de l’ordre , passeront par le point singulier. 


Il est indifférent à ces égards, si les branches des points multiples 
des deux courbes singulières sont distinctes, ou non. 


V. 
Points-pinces (j) et plans-pinces (j°). 


15. Un point-pince est un point de la courbe double où les deux 
plans tangents coincident; mais pour compléter cette definition il est 
nécessaire de rappeler qu'elle est ponctuelle. Si l'on a attribué à une 
surface regardée comme lieu de points une courbe double on pourra en 
général*) déterminer des points de cette courbe où les planus tangents 
coineident. Ces points sont, dans leur forme la plus générale, des points- 


pinces, qui sont par conséquent — uous l'avons indiqué dans l'énumé- 
ration des singularités — des singularités „ordinaires à une surface à 


laquelle on a déjà attribué une courbe double“. Tous les points d'une 
courbe double où les plans tangents coïncident, seront des cas particuliers 
de points-pinces — distincts ou confondus — à la condition, bien en- 
tendu, qu'on regarde la surface comme lieu de points. Mais dans ce 
travail, où nous prenons un point de départ double, soit de la génération 
de la surface en lieu de points, soit de sa génération en enveloppe de 
plans, nous aurons à développer des propriétés des points pinces qu'on 
ne peut appliquer immédiatement à tous les points de la courbe double 
dont les plans tangents coïncident. 


jl est évident, par exemple, que nous ne pouvons ici regarder les 
B points stationnaires de la courbe cuspidale, qui appartiennent aux singu- 


*) On pent le démontrer, soit au moyen de la représentation analytique in- 
diquée dans le n” 16., soit par des procédés analogues à ceux que uens applique- 
rons, au commencement du n° 22, aux points-clos, 
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larités ordinaires de la surface, comme cas particuliers des points - pinces qui 
ne sont pas des singularités ordinaires. Toutefois, si l'on regardait exclu- 
sivement la surface comme lieu de points, les points ß ne se présen- 
teraient que comme des cas tres-particuliers des points-pinces; car la 
courbe double y passe, et les deux plans tangents coincident. 

On pourra faire des réflexions analogues quant aux autres singu- 
larités dont nous nous occuperons dans ce’qui suit. 

Nous devons donc supposer, dans l'étude des propriétés des points- 
pinces, que la coïncidence ait lieu de la maniere qui est la plus simple 
ou générale si l’on regarde la surface comme lieu de points. Une 
section plane quelconque par un de ces points doit donc y avoir un point 
de la forme la plus simple d'un point double — d'une courbe regardée 
comme lieu de points — dont les deux tangentes coïncident, c'est à 
dire un point stationnaire. Ces points singuliers faisant, en général, 
des transitions de points doubles à branches réelles à des points doubles 
à branches imaginaires, on voit que les points- pinces séparent les parties 
de la courbe double à plans tangents réels de celles où les plans tan- 
gents sont imaginaires. 


Si l'on regarde un point stationnaire d'une courbe plane comme cas 
particulier d'un point double, il faut regarder la droite qui le joint à 
un point quelconque du plan comme une des tangentes qu'on peut mener 
par ce point, ce qu’on exprime dans la théorie des systèmes de courbes 


de la manière suivante: à un point double qui s’est transformé eu un? 


point stationnaire se trouve un „sommet simple*)“ On voit donc que 
la droite qui joint un point quelconque de l'espace P à un point-pince J 
est tangente à la surface, ou génératrice simple du cône circonserit qui 
a P pour sommet (ce qui explique le terme — j des équations (16) et (17)). 
Par cette droite passe done un seul plan tangent à la surface en J. 
ll y a done une infinité de plans tangents à la surface en J, et l'enve- 
loppe de tous ces plans est un cône de la classe 1, ou bien, ces plans 
forment un faisceau. Nous appellerons l'axe de ce faisceau la tangente 
singulière au point pince. 

La section faite par un plan passant par la tangente singulière 
aura deux points doubles confondus en J, Yun parce que ce point est 
le point d’intersection avec la courbe double, l'autre parce qu'il est le 
point de contact du plan. Les deux points doubles forment un point 
de contact de deux branches. Il s'ensuit que la tangente singulière 
rencontre la surface en quatre points confondus en J. 


*) Un „nouveau“ point double est en méme temps un sommet double, et un 
„nouveau“ point stationnaire, un sommet triple. Voir mon mémoire déjà cité sur 
les systèmes de courbes planes le n° b., ct, pour les propriétés spéciales d'une 
courbe où un point double s'est transformé en poiut stationnaire, lo n° 16. 
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Un plan quelconque par J contient une seule droite rencontrant 
la surface en 3 points confondus en J. Le lieu de ces droites est donc 
un plan qui doit passer par les deux droites qui ont 4 intersections con- 
fondues: la tangente singulière et la tangente à la courbe double, qui 
est la position limite d'une droite qui joint J à un autre point de la courbe 
double, et qui a, par conséquent, deux intersections doubles. Nous ap- 
pellerons ce plan le plan tangent singulier. La section qu'il fait a en 
J un point triple où les deux droites que nous avous nommées sont 
les seules tangentes. Ce point doit être formé d'une branche simple 
et d’une branche formant un point stationnaire. ll est évident que 
cette dernière branche a pour tangente la tangente de la courbe double, 
parce que J sépare les points de cette courbe où les plans tangents 
sont réels de ceux où ils sont imaginaires. 


La section faite par un plan quelconque par la tangente à la courbe 
double a un point de rebroussement de seconde espèce formé par la 
coincideuce dun point stationnaire avec un point double. Les branches 
partielles qui forment ce point ont done, eu général, entre elles un 


contact de l'ordre 5. La section faite par le plan osculateur à la 
courbe double a un point de rebroussement de seconde espèce dont les 
branches ont entre elles un contact d'ordre £ . 


En résumé, nous avons démontré les propriétés suivantes d'un 
point-pince: une droite quelconque par le point-pince y a deux inter- 
sections confondues, les droites du plan tangent singulier, trois, ct la tan- 
gente singulière et la tangente à la courbe double, quatre. Une section 
plane quelconque par le point-pince y a un point stationnaire; celle que 
fait un plan quelconque par la tangente singulière, un point de contact 
de deux branches; celle que fait un plan quelconque par la tungente à 
la courbe double, un point de rebroussement de seconde espèce; et celle que 
fait le plan tangent singulier, un point triple dont une branche simple est 
tangente à la tangente singulière, et une branche double, formant un point 
stationnaire, est tangente à la courbe double. Nous démontrerons dans 
les deux n% suivants, de manières indépendantes entre elles, que deux 
des sections faites par les plans passant par la tangente singulière, ont 
des points de rebroussement de seconde espèce. f 


16. Représentation analytique d'un point-pince. Les propriétés 
des points-pinces que nous avons exposées dans le n° précédent se 
déduisent sans difficulté de la représentation analytique de ees points 
singuliers. Il suffira, à cet égard, de considérer le cas où la courbe 
double est l'intersection complete de deux surfaces ọ et #, et nous 
pourrons même supposer que, le long de toute la courbe double, les 
plans taugents de ces deux surfaces sont des conjugués harmoniques 
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par rapport à ceux de la surface donnée, En effet, il existe toujours 
des surfaces jouissant de cette propriété le long de la courbe double 
de la surface donnée, et alors celle-ci fera du moins partie d'une sur- 
face dont une courbe double, comprenant celle de la surface donnée, 
est l'intersection complète de pọ et y, et qu'on peut représenter par 
une équation de la forme 

(1) ut. 

Les points-pinces sont les points d’intersection de la surface y —0, 
ou de la surface © = 0, avec la courbe double (o y). Considérons un 
point d’intersection des surfaces p, Y et œ, et prenons pour plans coor- 
donnés les plans tangents à ces trois surfaces, z = 0 à p, x = 0 à y 
et y—Oùc. Alors un point de la surface, voisin de l'origine, se 
détermine par une série de la forme 


(II) g=Aryf +---, 

les termes non écrits étant des fonctions rationnelles de x et y}, entières 
par rapport à x, mais ayant pour dénominateurs des puissances de y}, 
et d'un degré supérieur à = par rapport à x et y. 

A cause des denominateurs, cette série n’est pas applicable aux 
cas où lim ri = 0. Il faut donc, pour représenter une section faite 
par un plan y = «az passant par la tangente singulière, avoir recours 
à une autre. Supposons que les termes du premier ordre de œ, y, œ 
aient pour coefficients 1, que le terme constant de y soit égal à a, et 


les coëfficients des termes z? en ọ et œ, à b et c; alors l'équation (1) 
aura la forme suivante: 
GPO GPS Ve 

d'où lon déduit, pour y = az, deux séries, qui, ordonnées suivant des 
puissances entières et ascendantes de z, commencent par 

3 Be 
(11) bus -2ab+ at gara — tab’ —ac) u ER 
à l'exception des cas où 
(IV) (2ab— a)? — (da — ac) = 0. 
Alors les deux séries seront remplacées par une série de la forme 

D. RU es D'ou 

(V) z = i x+Dx’ + 
oü les exposants sont des multiples de - 

On voit ainsi que la section faite par un plan passant par la tan- 
gente singulière, est en général douée d'un point de contact de deux 
branches, et qu'il existe dans ce faisceau deux plans, déterminés par 
les valeurs de « qui satisfont à l'équation (IV), où ce point singulier 
est remplacé par un point de rebroussement de seconde espèce. 
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On peut aussi, sans difficulté, déduire de la représentation analyti- 
que les autres propriétés ponctuelles d'un point-pince que nous avons 
démontrées dans le n° 15.; mais nous croyons qu'il serait beaucoup 
plus difficile de démontrer par ce moyen les propriétés tangentielles 
que nous allons déduire autrement dans les n% suivants. On verra aussi 
que notre déduction de ces propriétés est entièrement indépendante de 
la représentation analytique*). 


17. Cône circonscrit ayant pour sommet un point-pince. Une 
section plane par un point-pince est, à cause de la substitution d’un 
point stationnaire à un des points doubles des autres sections planes, 
de la classe a — 1, et trois des a — 1 tangentes qu'on peut mener à 
cette section par son point stationnaire coincideut avec la tangente 
en ce point. Les autres sont génératrices du cône circouscrit résidu 
qui devient ainsi de l'ordre a, = a — 4. 

Une droite quelconque JP par un point-pince J est génératrice 
simple du cône circonscrit qui a pour sommet uu point quelconque P 
placé sur elle. On voit donc que deux des x plans tangents qui passent 
par cette droite coïncident avec le plan qui joint JP à la tangente 
singulière en J. Il en résulte que le cône circonserit résidu qui a pour 
somuet J est de la classe n° = w — 2. 

Desiguons par a,, n,, Ò, etc. les nombres plückériens d'un cône 
résidu qui a pour sommet un point quelcouque Q de la courbe double. 
Alors on a, selon le n° 10., 


ma, nen — 2. 
Ou déduit ensuite de l’une des équations plückériennes que 
2 (8, — 0,) + 3 (x 2%) = 2. 

Aucun des termes du premier membre de cette équation ne peut être 
negatif. En effet, à, et x, sont composés des nombres de certains 
points singuliers, et de ceux des droites par un point Q de la courbe 
double qui ont encore deux contacts ou un contact stationnaire avec 
la surface. Or, un point-pince J n'appartient pas à aucun de ces 
nombres-là de points singuliers, parce que la droite QJ n'est que 
génératrice simple du cône circonscrit quia Q pour sommet; et, comme 
aucune droite par J n'a plus de quatre intersections confondues, et 
aucune des deux génératrices qui ont quatre intersections confondues ua 
des contacts ultérieures avec la surface, il n’y a aucune des tangentes sta- 
tiounaires ou doubles par Q, dont le point de contact, ou un des points 
de contact, aille coïncider avec les deux points d'intersection qui sont 
déjà en Q, si ce point vient se placer en J. Toutes les x, et ð, géné- 


ne ES. 


*) Dans l'étude des plans osculateurs nous appliquerons la représentation 
analytique aussi à la déduction des propriétés de cônes circonscrits. 
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ratrices singulières du cône circonscrit résidu qui a Q pour sommet 
seront dont conservées pour le cône résidu qui a pour sommet J. 


La seule solution possible de notre équation est donc 
d,=—=0, +1, mi 


Les autres nombres plückériens du cône résidu qui a le point- pince 
pour sommet se trouvent par les équations plückériens. On aura 


a, (=a) =a —4,  Ô,(-0,+1)—0—4a+29, # (=x, =x% — 12, 
n (=n; —2)=n -2, bilby -2n +12) -V — n't 14, c'(=c;—6)=c—0. 


La nouvelle génératrice double sera évidemment la tangente singulière; 
car la section que fait un plan passant par elle est de la classe a—2, 
et quatre des tangentes qu'on peut y mener par J coineident avec elle, 
de façon que le plan ne rencontre le cône résidu qu'en a — 6 = a, — 2 
autres génératrices. Aux deux génératrices qui coïncident ainsi avec 
la tangente singulière doit s'ajouter une troisième dans chacun des 
deux plans tangents au cône le long de cette droite. On voit aussi 
que ces deux plans tangents sont des plans tangents stationnaires de 
la surface; car la formule c= € — 2.3 montre que chacun d'eux 
compte pour trois des €’ plans tangents stationnaires qui passent par 
le‘ point J. Il s'ensuit que le point singulier de la section faite par 
un de ces plans est composé d'un point stationnaire (point de contact 
du plan stationnaire) et d'un point double (point d'intersection avec la 
courbe double): il est done un point de rebroussement de seconde 
espèce, ce que nous avons avancé dans le n° 15., et ce qui explique 
que la troisième génératrice du cône résidu vient coïneider avec la tan- 
gente singulière. 

La section que fait le plan tangent singulier est de la classe a— 3; 
car il faut soustraire de l'effet de son point singulier, qui compte pour 
deux points doubles et un point stationnaire, celui de deux points doubles, 
parce que deux points d’interseetion avec la courbe double qui ont déjà 
influé sur a, y coïncident. Deux des tangentes qu'on peut mener de 
J à cette section coïncident avec la tangente singulière en J, trois avec 
la tangente à la courbe double. Il reste a— 3 — 2 — 3 =a —8 =a- 4 
tangentes dont les points de contact ne coincident pas avec J. Deux 
des quatre autres génératrices où ce plan rencontre le cône résidu coin- 
cident avec la tangente singulière, les deux qui restent coïncideront avec 
la tangente à la courbe double, ce qu'on voit en faisant usage des pro- 
priétés, démontrées dans le n° 15., d'une section quelconque passant par 
cette tangente et des sections passant par les autres droites du plan 
tangent singulier. 

On voit donc que le plan tangent singulier est un des n’ —4=n— 6 
plans tangents au cône résidu qui passent par la tangente singulière 
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sans avoir cette droite pour génératrice de contact. Il reste w — 7 
plans passant par la tangente singulière au point-pince et tangents a la 
surface en dautres de ses points. Ces plans sont des plans tangents 
doubles de la surface, et leurs droites de contact avec la développable 
bitangente — qui sont les droites qui joignent les deux points de con- 
tact — passent par J. Chacun de ces #°— 7 plans compte donc pour 
deux des Ÿ” plans tangents doubles qui passent par J. Voilà pourquoi 
bi = V — 2 (n — 1). 


18. Cône circonscrit ayant pour sommet un point T de la tangente 
singulière en un point-pince J. On voit immédiatement que a = a, 
n, = — 1. — Une section plane passant par la tangente singulière 
est en général de la classe a — 2, et deux de ses branches sont tan- 
gentes à TJ en J: le nombre de tangentes à cette section qui passent 
par T sans coïncider avec TJ est donc égal à a — 4. On trowe le 
même nombre, si la section est celle que fait le plan tangent singulier. 
Seulement si la section est une des deux où il y a un point de re- 
broussement de seconde espèce, le nombre de ces tangentes se réduit 
à a— 5. On voit donc que TJ est génératrice quadruple du cône 
résidu, et que les seuls plans tangents le long d'elle sont les deux plans 
qui contiennent les sections dont nous venons de parler, et que chacyn 
de ces plans contient cinq génératrices confondues. Comme les deux 
plans jouent le mème ròle, il faut que le point singulier d’une section 
plane du cône soit composé de deux branches doubles formant des points 
stationnaires; en ce point se confondent alors, à côté des deux points 
stationnaires, quatre points doubles; aucune tangente double ou station- 
naire ne coïncide avec ses tangentes. 

Nous voyons ainsi que la génératrice singulière ne donne lieu à 
l'introduction d'aucun nouveau plan tangent double du cône résidu. 
Ses plans tangents doubles seront donc ceux des b plans taugents 
doubles de la surface passant par 7’ qui ne passent pas par TJ. Le 
nombre de ceux qui passent par TJ est, selon le n° précédent, égal 
à n’ — 7. On aura donc 

b'=b—n +7. 
Connaissant trois des nombres plückériens, on peut en trouver les autres. 
On aura 
a =a » À =0 +2 , %4 = x — l, 
n =n — l, bi =bn tT, c'=c—4. 

Nous voyons que quatre des c plans tangents stationnaires de la 
surface qui passent par T, ne sont pas plans tangents stationnaires du 
cône résidu. T étant un point quelconque de la droite TJ, il faut 
que les quatre plans passent par cette droite; il en coïncident donc deux 
avec chacun des deux plans qui ont en J un contact stationnaire. 
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Nous avons vu que quatre génératrices doubles et deux génératrices 
stationnaires se confondent dans la génératrice singulière de notre cône 
résidu, Ces génératrices remplacent, selon les expressions des nombres 
plückériens du cône résidu, deux génératrices doubles et trois généra- 
trices stationnaires d'un cône circonscrit ordinaire, auxquelles s’est jointe 
une génératrice de contact d'un plan tangent mené par chaque point 
de l'espace*). Cette formation de la nouvelle singularité du cône résidu 
nest pas très-difficile à s'imagiuer, si l'on ne demande pas que toutes 
les génératrices qui tendent à coincider soient réelles. On peut la rendre 
visible par un modèle: en approchant l'oeil de la tangente singulière on 
verra la formation dont il s'agit. 


19. Cône circonscrit dont le sommet P se trouve sur un des deux 
plans qui ont au point-pince J un contact stationnaire. Ce cöue ne se 
décompose pas. Un plan quelconque par PJ contient une génératrice 
coïncidant avec PJ, et celui qui passe par la tangente singulière, trois, 
la section que fait ce plan ayant un point de rebroussement de seconde 
espèce au lieu du point double qui résulte de l'intersection avec la courbe 
double. On voit donc que ce plan est un des ¢ plans tangents station- 
naires du cône, ou bien, un plan tangent stationnaire simple de la surface. 
Comptant, selon le n° 18., pour deux plans tangents stationnaires par 
un point quelconque de la tangente singulière JT, et, selon le n° 17., 
pour trois par le point J lui-même, il aura la droite JT pour généra- 
trice de contact avec l'enveloppe des plans tangents stationnaires, et le 
point J pour point d’osculation avec l’aröte cuspidale de cette déve- 
loppable. 

Eloignons ensuite le sommet P du cône circonserit infiniment peu 
du plan tangent stationnaire en J. Alors le plan PJT sera un plan 
tangent ordinaire du cône, mais il fera un angle infiniment petit avec 
un de ses plans tangents stationnaires, dont nous appellerons le point 
de contact avec la surface S. En ce point coïncident deux points d'inter- 
section du plan tangent stationnaire avec la courbe parabolique de la 
surface. J, qui est un troisième point de la même branche de cette 
courbe, se trouve à une distance du plan tangent stationnaire qui est 
infiniment petite du troisième ordre, la distance SJ étant regardée 
comme infiniment petite du premier ordre. Il faut donc que la position 
limite de ce plan tangent stationnaire où S coïncide avec le point-pince 
J, soit osculateur à la branche de la courbe parabolique. Celle-ci 
aura donc en J un contact simple avec J T, sa courbure devant être 


*) Si, au lieu des cônes, on en considérait des sections planes, on exprime- 
rait cette dernière propriété en disant qu'un sommet simple s'est joint aux deux 
points doubles et aux trois points stationnaires pour former le point singulier composé 
de quatre points doubles et deux points stationnuires, 
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la même que celle de la section faite à la surface par le plan tangent 
stationnaire en J. 


Désignons par K le point d’intersection de la tangente singulière 
JT avec le plan tangent stationnaire en S. Alors on voit en consi- 
derant une section plane du cône circonscrit — qui aura la projection 
de SK pour tangente d'inflexion et la projection de JK pour tangente 
simple — que*) 

RS È, 

JK 1 

En projetant, du sommet P du cône circonscrit, l'arête cuspidale de 
l'enveloppe des plaus tangents stationnaires, on aura une autre courbe 
tangente en J à la projection de JK et ayant la projection de XS 
pour tangente d'inflexion. Le point d'inflexion U, qui est le point de 
l'arète cuspidale qui correspond au point S de la courbe parabolique, 
sera determine par l'équation 


lım 


BU IR 
JK ıı 
On voit donc que la distauce SU n'est qu'infiniment petite du second 
ordre**), JS étant regardée comme infiniment petite du premier ordre. 
La coïncidence de 5 avec U compte donc pour deux dans le second 
membre de l'équation (19), et le coëfficient de j dans cette équation de- 
vient ainsi 4= 2.2. (Voir le n° 7.) 

La même circonstance nous montre que la branche de l'arète cus- 
pidale a un contact du troisième ordre avec celle de la courbe para- 
bolique ***), 


lim 


*) La courbe ayant une équation de la forme 
y=ax+..., 2 
labsciese du point d'intersection (K) de la tangente en (x, y) (ou J) avec l'axe 
y = U aura uno expression de la forme 3x ++». 

**) En touto rigueur, nous avons prouvé seulement que l'ordre de cette 
distance infiniment petite est au moins égal à deux; mais il faut. se rappeler que 
nous ue cherchons que les propriétés les plus générales des singularités. Pour 
cette raison, nous attribuons toujours aux infiniment petites les ordres les plus 
bas qu'il soit possible, et nous regardons comme plus compliqués les cas où elles 
sont d'un ordre plus élevé. Ayant démontré qu'une quantité infiniment petite 
est, au moius, d'nn certain ordre, nous avons donc besoin, seulement, de nous 
assurer de la possibilité de cet ordre, ce qu'on peut faire par un seu] exemple. 
Nous nous sommes donc empressés de vérifier tous les coëtficients difficiles à dé- 
terminer de nos formules par des exemples, dont nous indiquerons quelques-uus 
dans lu partie XIII. de ce mémoire, Du reste, à coté des dédnctions que nous 
exposons ici, nous nous sommes servis aussi, en beaucoup de cas, d'autres. 

**$) La courbe parabolique reste alors, avant et après le passage par J, sur 
la même des deux nappes de l'enveloppe des plans tangents stationnuires, jointes 
par l'aréte de rebroussement, 
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A côté de l'influence des points-pinces à la formule (19), nous 
avons ici établi les résultats suivants: 

La tangente singulière en un point-pince est génératrice de deux 
nappes de lVenvelopde des plans tangents stationnaires de la surface; ses 
points de contact avec larite cuspidale de cette développable se trouvent 
au point-pince. Les deux branches correspondantes de la courbe para: 
holique ont, au point-pince, des contacts du troisième ordre avec les branches 
de l'aréte cuspidale. 


20. Cône circonscrit dont le sommet P se trouve dans le plan tangent 
singulier d'un point-pince J. — D'autres propriétés des points-pinres. 
— Le cône nommé ici a la droite PJ pour génératrice stationnaire, et 
le plan tangent singulier pour plan tangent le long d'elle. Trois des 
ab génératrices d'intersection de ce cône avec celui qui projette, du même 
sommet P, la courbe double coïncident done avec PJ. Cette droite 
n'a que trois intersections confondues avec la surface. Par conséquent, 
si l'on applique les formules (16) et (17) à la recherche de droites 
passant par notre sommet P*), les trois génératrices d'intersection qui 
coineident avec PJ appartiendront aux 20 + j + Z(xy) dont on 
soustrait le nombre de ab. L'une faisant partie du terme j, il faut 
que les deux autres fassent partie du terme 26, ou bien, que le plan 
taugent singulier au point-pince soit un plan tangent simple de la 
développable tangente à la surface le long de la courbe double, ce 
qui donne lieu au terme j de la formule (21) (voir le n° 8.). 

De manière semblable, c'est à dire: en donnant, dans la démonstration 
indiquée dans le n° 6. des formules (13), (14), (16) et (17), au point P 
des positions particulières, on trouve que le mème plan compte pour 
deux des @ plans tangents à cette développable qui passent par un point 
de la tangente en J à la courbe double, et pour quatre de ceux qui 
passent par J. 

On voit ainsi qu'un point-pinae est un point stationnaire de l'aréle 
cuspidale de la développable tangente à la surface le long de sa courbe 
double; la tangente à la courbe double est la génératrice, et le plan tan- 
gent singulier est le plan tangent à la développable en ce point. 

21. Plans-pinces. La definition et les propriétés d'un plan-pince 
se deduisent par le principe de dualité de celles d'un point-pince. Toute- 
fois, nous ne croyons pas superflu de nommer expressément ces proprié- 
tés**), qui se présentent, en partie, d’une manière plus palpable que 
celles des points- pinces. 


*) Voir la démonatration de ces formnles duns le n° 6. 

**) On trouve un bon exemple de plans-pinces à propriétés générales dans 
un mémoire de M, Bäcklund, qui, à cause de la richesse très variée d'intéres- 
sants résullats et de belles recherches qu'on y trouve, méritait d'être mieux connu 
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Un plan-pince est tangent à la surface le long d'une droite que 
nous appellerons la droite singulière. La section qu'il fait à la surface est 
composée de cette droite, prise deux fois, et d'une section résidue d'ordre 
n — 2, qui a la droite singulière pour tangente double, et qui ren- 
contre cette droite — à côté des points de contact — en un point 
simple de la surface, que nous appellerons le point de contact singulier, 
et en n — 7 points de la courbe double. — Le plan-pince est tangent 
à la développable bitaugente le long de la tangente à la section résidue 
au point de contact singulier. Cette tangente est en ce même point tan- 
gente au lieu des points de contact des plans tangents doubles, qui y a le 
plan-pince pour plan osculateur stationnaire. La section faite par un 
plan quelconque par ce point y a un point d'inflexion. — Le plan - pince 
est, en chacun des deux points de contact de la section résidue avec la 
droite singulière, osculateur à la courbe cuspidale, qui y est tangente 
à la droite singulière. L'arète cuspidale de la developpable tangente 
à la surface le long de sa courbe cuspidale a, en ces deux points, la 
même tangente et le même plan osculateur*). La section faite à la 
surface par un plan quelconque qui passe par la droite singulière, est 
composée de cette droite et d'une section résidue d'ordre n — 1, dont 
la même droite est deux fois tangente d'inflexion. Les points d'inflexion 
sont les points de contact de cette droite avec la courbe cuspidale. 


On voit qu'aucun des points singuliers que contient un Plan -pince 
ne donne lieu, ni à des génératrices singulières ni à des génératrices 
d'intersection, du cône circonscrit et des cônes projetant la courbe double 
et la courbe cuspidale qui ont pour sommet cominun un point quelcou- 
que de l'espace, ni non plus à des génératrices rencontrant la surface 
en trois points coïncidents, ou deux fois en deux points coïncidents. 
Il en résulte qu'aucun des termes des équations (13)— (18) ne doit 
contenir le nombre f des plans-pinces. — Le terme — 47 du premier 


nr e _ 


qu'il n'est: Om geometriska ytor (Sur les surfaces géométriques. — Mémoires de 
l'Académie Royale Suèdoise des Sciences vol. 9, n° 9, 1871). Les plans-pinces se 
présentent, dans ce travail, comme singularités de l'enveloppe des plans harmo- 
niques des points d'une surface donnée d'ordre m, par rapport à une autre sur- 
face donnée d'ordre n + 1 (la dernière polaire de la première surface par rapport 
à la seconde). Leur nombre est égal à 2m(n—1)(2m<+3n—5), et ils ont pour 
pôles les points où la première surface est tangente à «un faisceau de premières 
polaires, prises par rapport à l'autre surface donnée. M. Bücklund indique une 
partie essentielle des propriétés de ces plans singuliers, toutefois sans remarquer 
qu'ils sont identiques à ceux auxquels M. Cayley venait de douner le nom de 
plans-pinces, et que présente en général une surface regardée comme enveloppe 
qui est douée d'une développable Litangente. 


*) Nous n'insisterons pas à la détermination difficile de l'ordre du contact 
de ces deux courbes. 
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membre de l'équation (19) correspond au terme.— 4j de son second 
membre. ; 


VI. 
Points-clos. (z) et plans-clos (x). 


29, On pourrait dire que les points-pinces sont des points de la 
courbe double où les sections planes qui passent par eux ont des points 
stationnaires au lieu de points doubles. De même, une courbe cuspidale 
d'une surface regardée comme lieu de points contiendra en général des 
points qui sont, dans les sections planes qui passent par eux, des points 
de contact de deux branches au lieu de points stationnaires. En effet, 
cette substitution d'un point de contact de deux branches à un point sta- 
tionnaire n'étant qu'une condition simple, un faisceau de plans contient 
en général des plans où elle a lieu*). Un point stationnaire qui a 
subi à l'altération indiquée étant en même temps un „sommet“ simple 
(comparer au n° 15.), il faut regarder, dans chacun de ces plans, toute 
droite qui passe par un point singulier comme tangente à la surface. 11 
s'ensuit qu'aussi tout autre plan qui passe par le point singulier contient 
une droite tangente à la surface en ce mème point. (Celui-ci devient 
done un point de contact de deux branches — au lieu d’un point sta- 
tionnaire — aussi de la section faite par le nouveau plan. 

Un point-clos est un point de la courbe cuspidale où les sections 
planes qui passent par lui ont des points du contact de deux branches. 
Nous avons prouvé ici que ces points, dont la définition est ponctuelle, 
appartiennent aux singularités ordinaires à une surface, regardée comme 
lieu de points, à laquelle ‘on a attribué une courbe cuspidale. En 
même temps nous avons prouvé, que la droite joignant un point quel- 
conque de l'espace P à un point-clos K est génératrice du cône circon- 
scrit qui a P pour sommet, ce qui explique le terme — x des équations 
(16) et (18). 

Un point de contact de deux branches faisant la transition de 
points stationnaires dont la pointe est tournée de l'un côté, à ceux où 
elle est tournée de l'autre**), on voit qu’un point-clos réunit deux nappes 
de la surface qui ressemblent, dans le voisinage du point singulier, 
aux deux nappes d'un cône applati: de l'un côté chacune de ces nappes 
est fermée par la courbe cuspidale, de l'autre elle est arrondie. 

On voit par les mêmes réflexions que nous avons appliquées aux 
points-pinces, que les plans tangents à la surface en un point-clos 


+) Comparer au n° 16. de mon mémoire sur les systèmes de courbes planes. 
Les plaus du faisceau dont nous parlons ne sont pas les plans tangents de la 
courbe cuspidale, où deux points stationnaires coincident, 

**) Voir les figures 10, 11, 12 du mémoire cité dans la nole précédente. 
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forment un faisceau, -dont nous appellerons l'axe la tangente singulière, 
et que le lieu des tangentes aux deux branches, tangentes entre elles, 
de toutes les sections planes par un point-clos est un plan, que nous 
appellerons le plan tangent singulier. Ce plan passe par la tangente 
singulière et par la tangente à la courbe cuspidale. — Les sections 
faites par les plans passant par la tangente singulière, et par les plans 
passant par la tangente à la courbe cuspidale, ont des points de rebrousse- 
ment de seconde espèce, formés, les uns d’un point stationnaire et d'un 
point double, les autres d’un point de contact de deux branches et d’un 
poiut stationnaire: dans le premier cas les deux branches partielles ont, 


entre elles, un contact de l'ordre > dans le second, un contact de 


Ó . . à 
l'ordre „ Dans la section faite par le plan osculateur à la courbe 


cuspidale, deux brauches (totales) ont un contact du 4" ordre. 


Toute droite qui se trouve dans le plan tangeut siugulier et qui 
passe par le point-elos y a avec la surface quatre intersections confon- 
dues; ce point est donc un point quadruple de la section faite par ce 
plan. Les singularites des sections faites par les plans passant par la 
tangente singulière, et par la tangente à la courbe cuspidale, montrent 
qu'aucune de ces droites n’a, en général, plus de quatre intersections 
confondues. Elles ue sont donc pas tangentes aux branches du point 
quadruple. Eu général, ces branches sont distinctes*). Dans la section 
faite par un plan passant par la tangente à une de ces branches, l’une 
des deux branches tangentes entre elles fait, au point de contact, une 
inflexion. ; 

En résumé, une droite quelconque par un point-clos ya deux inter- 
sections confondues, les droites du plan tangent singulier, quatre, ct quatre 
droites de ce plan, cing. Les sections que font les plans passant par la 
tangente singulière, et par la tangente à la courbe cuspidale, ont des 
points de rebroussement de seconde cspèce, dont les branches ont entre 


s % , 
elles des contacts des ordres + el Z, respectivement. La section faite 


par le plan singulier a un point quadruple. Nous verrons dans le 
n° 25., et par la représentation analytique indiquée dans le n° 23., qu'un 
scul des plans par la tangente singulière fait une section dont deux branches 
(totales) ont entre elles un contact du second ordre. 

Note. On pourrait définir les points-clos par la propriété de la 
section faite par le plan tangent singulier, et dire qu'un point-clos est 
un point de la courbe cuspidale où la section faite par le plan tangent 
a un point quadruple, au lieu d'un point triple à une seule tangente. 


*) Voir la seconde note du n° 19. et la représentation analytique des points- 
clos daus le n° suivant, 
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M. Cayley, dans le n° 33. de son mémoire sur les surfaces réciproques, 
fait usage de cette definition, mais — en regardant, sans doute, comme 
générale une propriété que présente les points-clos des surfaces de la 
troisième classe, à cause d'un plan biponctuel (>) qui se joint au point- 
clos*) — il ajoute que le point quadruple de la section est formé d'une 
branche triple ct d'une branche simple. Toutefois la représentation 
analytique que M. Cayley indique ensuite dans le n° 34. conduit aux 
points- clos généraux, ce qui nous fait croire, qu'il ne veut pas restrein- 
dre l'usage de ce nom aux points très-particuliers qui sont caractérisés 
par sa première définition. Nous le croyons d'autant plus que ses for- 
mules sont aussi applicables au cas général, à l'exception d'une seule 
(remplacée par notre formule (18) ou (11)) dont le discord avec la 
nôtre ne peut être expliquée par la différence des définitions **). 


On retrouve la définition trop étroite dans l'édition allemande ***), 
due à M. Fiedler, de la „Geometry of three Dimensions“ de M. 
Salmon. 


23. Représentation analytique. Il suffira (comparer au n° 16.) de 
considérer le cas où la courbe cuspidale est l'intersection complète de 
deux surfaces @ et y dont la première est tangente à la surface donnée 
le long de la courbe cuspidale. Alors la surface donnée aura une équa- 


tion de la forme 
xp +2rdp+ow =N. 


En multipliant cette équation par x et substituant w à yo — t'y, 
à xp + ry? on obtient une nouvelle équation 


(D) p? + oy =O. 


La surface fait donc partie d'une surface représentée par une équation 
de cette forme. 


Les points- clos seront les points d'intersection de la courbe cuspi- 
dale (py) avec la surface © = 0. Prenons pour plans coordonnés les 
plans tangents en un de ces points: £ = 0 à la surface p = 0, z — 0 
à y= 0 et y =0 à © —0. Alors un point de la surface voisin de 


—— mn e a a 


*) Voir la section VI, du mémoire de M. Cayley: On cubic surfaces (Phil. 
Trans. 1869), et en particulier le n° 101. Les surfaces discutées dans cette section 
sont les surfaces du troisième ordre à un point biplanaire et un point conic 
(u = v = 2), et les surfaces réciproques. — Dans le n° 69. du présent mémoire 
uous développerons les propriétés des premičres de ces surfaces. 

**) La définition particulière des points-clos amènerait même, en général, 
d'autres plans singuliers que ceux qu'amène la définition generale, et que M, Cay- 
le y introduit sous le nom de plans „de singularité inexpliqude“, pendant que nous 
les regardons comme compagnons ordinaires des points-clos. (Voir l'introduction 
du présent mémoire.) 

”+) p. 606. 
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l'origine se determine par une série commençant par des termes de la 
forme suivante: 

(I) g =a + bay + ey + dr Vazy+.., 

les termes non écrits étant des fonctions rationnelles de x} et y d'un degré 
supérieur au deuxième par rapport à x et y, et dont les dénominateurs 
sont des puissances de 27 et ył. La dernière circonstance nous montre 
y 


er 3 x wer à 
que la série n’est pas applicable aux cas où ou est’ infiniment 


petit. , 

On déduit de l'équation (IT), à côté d'autres résultats indiqués dans 
le n° précédent, que la section faite par le plan tangent singulier z=0 
a un point quadruple, dont les tangentes sont déterminées par l'équation: 


(II) (ax +2 bry+cg) — Cry = 0. 


Cette équation contient trois constants indépendants entre eux, ce 
qui nous montre qu'il existe une seule relation entre les ‘positions des 
quatre tangentes au point quadruple, de la tangente singulière (y—0) 
et de la tangente à la courbe cuspidale (z=0); mais cette relation 
n'amène aucune coïncidence de deux de ces tangentes. 


On peut faire usage de l'équation (II) pour trouver les équations 
des tangentes aux branches de la courbe parabolique qui passent par 
le point-clos sans coincider avec la tangente singulière ou avec la tan- 
geute à la courbe cuspidale. On trouve, en égalant à zéro le premier 

atz ôs z i 


terme de G a) — < =g, l'équation suivante: 
yix cat Cy 


av) 40 —ao+3ta( 2) À aa (2) -5 ea( t)i ezo, 


qui est du quatrième degré par rapport à SL et qui determine, par 
conséquent, quatre branches de la courbe parabolique. Les nappes corre- 
spondantes de l'enveloppe des plans tangents stationnaires, sont évidem- 
ment tangentes au plan tangent singulier le long de droites passant 
par le point-clos. Aucune de ces génératrices de contact ne coïncide 
avec la taugente singulière ou avec la tangente à la courbe double; car 


à des valeurs finies de z correspondent, selon l'équation (I), des valeurs 
finies de $ , X = — z et Y= — 2 étant deux des coordonnées 

; x ey 
du plan tangent à la surface en (x, y, £). 

Pour déterminer la section faite par un plan y = «z par la tan- 
gente singulière, il faut avoir recours à l'équation (1), où nous désig- 
nons par — fd? le coëfficient de x? en œ (— d? étant le coëfficient de 
y). Alors on trouve, en y substituant y = «az, que 
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(V) max Ayaat] t +... 
ou si ¢& = — I 
(VD) = ax + An +... 


où A, dépendant d'une équation du second degré, a deux valeurs. 
La section a donc en général un point de rebronssement de seconde 


f 


espèce, et celle que fait le plan déterminé par « = — gen point 
de contact du second ordre de deux branches. 


24. Cône circonscrit dont le sommet P se trouve dans le plan tan- 
gent singulier d'un point-clos K. Ce cône ne se décompose pas. La section 
faite à la surface par un plan passant par PK est de la classe « — 1, 
et deux des tangentes passant par P coïncident avec PK. Cette droite 
est donc génératrice triple du cône eirconserit. La section faite par 
le plan tangent singulier est de la classe a — 6, deux points station- 
naires étant remplacés par un point quadruple. Ce plan contient donc 
six génératrices coïncidant avec PK. On voit ainsi que trois nappes 
du cône circonscrit sont tangentes le long de PK au plan tangent singulier. 


Les valeurs principales des équivalents plückériens de cette singu- 


larité — ou de celle d'une section plane du cône — sont (6: > 2 
Les équivalents ont done ces valeurs ou les valeurs de CR 5) ou de 
? 


0, 4 
0,4 
gulier est plan tangent quadruple de l'enveloppe des plans tangents 
stationnaires, nous voyons que les équivalents ne peuvent avoir que les 
dernières de ces valeurs. On aurait pu trouver le mème résultat par 
les réflexions suivantes qui sont indépendentes de la représentation 
analytique. 

Si PK était une des ð génératrices doubles du cône, elle serait 
aussi une des ð tangentes doubles de la section faite par un plan pas- 
sant par elle. Celà n’a pas lieu. En effet, cette section, où un point 
stationnaire est remplacé par deux points doubles coincidents, est de 
l'ordre n, de la classe a — 1, et douée de b + 2 points doubles et 
de c— 1 points stationnaires. Elle aura donc d'—a+1= 0" —(a—5)+2 
tangentes doubles. Les a —5 tangentes doubles perdues étant les droites 
menées par le point singulier et tangentes à la courbe en d’autres points, 
on voit que les deux tangentes doubles coïncidantes dont les points de 
contact coïncident avec le point singulier sont nouvelles, et n’appar- 
tiennent pas au nombre ð’. 


N? Ayant prouvé dans le n° précédent que le plan tangent sin- 


es 


*) Comparer à la seconde note du n° 19. 
31° 
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Selon les valeurs trouvées des équivalents plückeriens, le plan tan- 
gent singulier, qui est plan taugent quadruple de l'enveloppe des plans 
tangents stationnaires, n'est pas tangent à la développable bitangente. 


Si le sommet P se trouve sur une des tangentes au point quadruple 
de la section faite par le plan tangent singulier, l'une des trois nappes 
tangentes entre elles deviendra double et aura PK pour génératrice 
stationnaire. — Si P se trouve sur une des quatre génératrices de con- 
tact du plan singulier avec l'enveloppe des plans tangents stationnaires, 
deux de ces nappes seront réunies et formeront une nappe double dont 
toute section plane aura un point de rebroussement de seconde espèce; 


i: * 5 
les deux nappes réunies auront un contact d'ordre --- 


29. Cône circonscrit ayant pour sommet un point-clos K. On voit 
sans difficulté, au moyen des propriétés indiquées dans le n° 22., et 
en raisonnant de même que dans le n°°17., que le cône résidu est de 
l'ordre a, = a — 5, et de la classe n, = n° — 2. 

La section faite par le plan tangent singulier étant de la classe 
a — 6, on peut y mener a — 14 = a, — 9 tangentes qui passent par 
le point quadruple sans y avoir leurs points de contact. Ces tangentes 
sont des génératrices d'intersection du plan avec le cône résidu; 4-2 
autres coïncident avec les tangentes au point quadruple, qui seront des 
génératrices de contact avec le plan tangent singulier, parce qu'un 
autre plan par une de ces quatre tangentes n'a avec le cône résidu 
qu'une seule génératrice d'intersection coincidant avec elle. Le plan 
tangent singulier a donc encore une génératrice d'intersection avec le 
cône ; elle coïncide avec la tangente singulière, ce qu'on voit en cherchant 
les intersections d'un autre plan passant par cette droite avec le cône. 


Le plan tangent singulier, étant plan tangent quadruple du cône 
résidu, compte pour six plans tangents doubles de ce cône. Selon le 
n° précédent, aucun de ces plans n'appartient aux D’ plans tangents 
doubles de Ja surface qui passent par K. En même temps que le cône 
résidu a obtenu ces six nouveaux plans tangents doubles, il a perdu 
2(n'—8) des b qui appartiennent à d'autres cônes circonscrits. En 
effet, par la tangente singulière, qui est génératrice simple du cône 
résidu, passent n, — 2 = n — 4 plans tangents à lui le long d’autres 
génératrices; quatre de ces plans coïncident avec le plan singulier: 
chacun des autres n’— 8 plans est tangent à ‘a surface en K et en 
un autre de ces points, et compte ainsi pour deux des ùV’ plans tangents 
doubles de la surface qui passent par K. On voit ainsi que 


b'=V+G—2(n—8) = 0 — 2n + 22. 
Les autres nombres plückériens du cône résidu se trouvent par les 
équations plückériennes. On aura 
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a =a — 5, ò = 0 — 5a +46, x, — x — 20, 
n'=n—2, L'=bl-2n +422, c—c—11. 


On voit que 11 des ¢ plans tangents stationnaires de la surface 
qui passent par K ne sont pas plans tangents stationnaires du cône 
résidu, Le plau tangent singulier étant tangent à l'enveloppe des plans 
tangents stationnaires le long de quatre droites passant par A, il faut 
que 2-4 de ces plans tangents stationnaires perdus coïncident avec le 
plan tangent stationnaire. Les autres, qui doivent contenir trois généra- 
trices consécutives du cône circonscrit total, coïncideront nécessairement 
avec le plan tangent à la nappe du cône résidu qui passe par la tan- 
gente singulière*). Il faut donc que la section du plan ait un point 
de contact du second ordre de deux branches — résultant de la réunion 
de deux points stationnaires — au lieu d'un point de rebroussement 
de seconde espèce. Cette propriété de la section — dout nous avons 
déjà parlé dans les n° 22. et 23. — explique que deux génératrices 
d'intersection de ce plan avec le cône circonserit résidu coineident avec 
la tangente singulière. 


26. Cüne circonscrit ayant pour sommet un point T ae la tangente 
singulière en un point-clos K. On voit immédiatement que a, =a, 
n; =n — 1. — Un plan quelconque par TK a quatre génératrices 
d'intersection avec le cône qui coïncideut avec cette droite, le plaun 
singulier en a six, et le plan dont la section a un contact du second 
ordre de deux branches — et que nous appellerons pour un moment 
le plan stationnaire — cinq. 


Ces deux plans étant les seuls plans tangents du còne résidu, un 
des trois cas suivants doit avoir lieu: 1° une nappe simple a le plan 
tangent singulier pour plan tangent stationnaire, ct une nappe triple 
est tangente au plan stationnaire; 3° deux nappes simples sont tangentes 
au plan tangent singulier, une nappe double formant une génératrice sta- 
tionnaire, au plan tangent stationnaire; 3° une nappe double, formant 
une génératrice stationnaire, et une nappe simple sont tangentes au 
plan tangent singulier, une nappe simple, au plan stationnaire**). En 
appliquant à la première de ces suppositions les mêmes considérations 


e 

*) Une section plane du cône résidu ayant à la trace de la tangente singu- 
liere un sommet double, on pourrait déduire ce même résultat des propriétés des 
rystémes de courbes planes. (Voir notamment les n% 42. et 47. de mon méwoire 
sur les systèmes de courbes; comparer aussi au n° 17. du présent mémoire.) 

**) Dans les deux derniers cas il serait encore possible que les deux nappes 
tangents au plan singulier se confondent. Alors la singularité se compliquerait 
par la substitution d'une génératrice stationnaire à une génératrice double etc. 
Nous n'aurons donc besoin d’y avoir égard, à moins que les suppositions plus 
simples ne se montrent impossibles. (Voir la seconde note du n° 19.) 
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que nous allons appliquer aux deux autres, on trouverait qu'elle est 
impossible. Les deux autres conduiront essentiellement aux mêmes ré- 
sultats, et nous ne pourrons qu'après avoir déduit ces résultats nous 
décider définitivement pour la première (la deuxième des trois suppo- 
sitions). 

Dans tous les deux cas dont nous aurons à nous occuper, six gé- 
uératrices doubles et une génératrice stationnaire du cône résidu coin- 
cident avec sa génératrice singulière, et deux de ses plans tangents 
doubles coïncident avec le plan tangent singulier au point-clos. Ceux-ci 
n'appartiennent pas — selon les n° précédents — aux ù’ plans tan- 
geuts doubles de la surface qui passent par 7. De l'autre côté n'— 8 
de ces db’ plans ne sont pas plans tangents doubles du còne (mais seule- 
ment plans taugents simples qui passent par la génératrice singulière). 
On voit donc que bf = V+ 2 — (nn— 8) = b'’— n + 10. Les autres 
nombres plückériens du cône résidu se trouvent ensuite au moyen des 
équations plückeriennes: 

a; =a, d, =0 +5, x =x — 3, 
n= — 1, b= w410, c=c—06. 


Quatre des plans tangents stationnaires perdus coincident avec le 
plan tangent singulier; il faut que les deux autres coïncident avec le 
plan dont la section a un contact du second ordre de deux branches. 


Les expressions de ò; et de x, nous montrent encore que les six 
génératrices doubles et la génératrice stationnaire qui coincident avec 
la droite TK remplacent quatre génératrices stationnaires et une géné- 
ratrice double d'un cône circonscrit à sommet quelcouque. Nous avons 
vu (n° 24.) que, pour un sommet placé dans le plan tangent singulier 
du point-clos, quatre génératrices stationnaires confondues du cône cir- 
conscrit forment une singularité que pourraient former six génératrices 
doubles. La seule altération de ce cône qui a lieu dans le cas actuel, 
consiste donc à ce qu'une génératrice double, coïncidant avec les quatre 
génératrices stationnaires, s'est transformée en une génératrice station- 
naire. On sait, de la théorie des systèmes de courbes*), qu'à cette 
transformation deux plans tangents stationuaires coïncident avec le plan 
taugent le long de la nouvelle génératrice stationnaire, Or les deux 
plans tangents stationnaires de la surface qui passeut par TK sans 
coïncider avec le plan taugent singulier coïucident avec le plan dont 
la courbe d'intersection a un point de contact de second ordre de deux 
branches. Ce plan est donc tangent au cône résidu le long de sa nou- 
velle génératrice stationnaire, ce que nous avons avancé au commence- 
ment du présent n°. 


*) Voir, par exemple, le n° 15. de mon mémoire sur les systèmes de courbes. 
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On comprendra peut-être. mieux notre raisonnement, si nous attri- 
buons — ce qui est permis — à un cône circonscrit dont le sommet se 
trouve seulement dans le plan singulier les nombres plückériens: 


a, = 4, ð, =ð +06, xX, = x — 4, 
M =n, b =b +6, y=c—4. 
Alors le cône au sommet 7’ qui nous occupe aura les nombres: 
ee » ð= ð, — l, 4=% +]; 
n =n; — 1, beby—n+4, =g 2, 
qui servent à exprimer la substitution dune génératrice stationnaire à 
une génératrice double. 


27. Résultats. En plaçant le sommet d’un cône circonserit dans 
le plan dont la section présente un contact du second ordre de deux 
branches, on verra que ce plan est un plan tangent simple de l’enve- 
loppe des plans tangents stationnaires. Selon les deux n° précédents 
la tangente singulière sera sa génératrice de contact avec cette déve- 
loppable, et le point-clos, le point correspondant de l’arete de rebrousse- 
ment de la développable. 

Au point-clos aura donc lieu une coïncidence des points de contact 
d'un plan tangent stationnaire avec la surface et avec l’arète de re- 
broussement de l'enveloppe de ces plans, et on voit par les mêmes 
procédés que dans le n° 19. que cette coïncidence compte au moins 
pour deux, et que, par conséquent, le coëfficient de y dans l'équation 
(19) doit être égal à 2 ou à un nombre plus grand que 2. Nous avons 
trouvé par d'autres procédés (en égalant le genre de la surface à celui 
de la surface réciproque*), que le coëfficient doit être égal à 3; mais 
nous ne savons établir directement ce résultat, qui amène celui sur 
l'ordre de contact de l'arète de rebroussement avec la courbe parabo- 
lique que contient l'énoncé suivaut: 

Le plan par la tangente singulière dont la section présente un con- 
tact de second ordre de deux branches, est tangent à l'enveloppe des plans 
tangents stationnaires le long de la tangente singulière; son point d'oscu- 
lation avec l'aréle de rebroussement de la même développable se trouve 
au point-clos. La branche correspondante de la courbe parabolique a, 
au point-clos, un contact du cinquième ordre avec l'arcle de rebroussement. 

Dans les n° précédents, nous avons encore prouvé les résultats 
suivants: 

Le plan tangent singulier en un point-clos est tangent à quatre 
nappes de l'enveloppe des plans tangents stationnaires le long de droites 
passant par le point-clos; mais, en général, les points correspondants de 


*) Voir l'addition sur le genre qui se trouvera au n° 76. du présent mémoire. 
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l'aréle cuspidale de cette developpable ne se trouvent pas au point-clos. 
Les branches correspondantes de la courbe paraboliques passent par le 
point-clos et sont tangentes au plan tangent singulier. On voit donc que 
les points de l’arête cuspidale ne coincident pas avec les points corre- 
spondants de la courbe parabolique, de facon que les plans tangents 
stationnaires qui coincident avec le plan tangent singulier n’ont aucune 
influence à l'équation (19). 

Le plan tangent singulier en un point-clos est plan tangent simple 
de la développable tangente à la surface le long de la courbe cuspidale. 


28. Plans-clos. La définition d'un plau-clos est réciproque à celle 
d'un point-clos. Les plans-clos sont donc des singularités ordinaires à 
une surface, regardée comme enveloppe de plans, qui a déjà une courbe 
parabolique. Les propriétés de ces plans se déduisent par le principe 
de dualité de celles des points-clos. Nous en signalerons les sui- 
vantes: 


Un plan-clos est tangent à la surface le long d’une droite que nous 
appellerons la droite sing gulière. La section qu'il fait à la surface est 
composée de cette droite, prise deux fois, et d'une section résidue d'ordre 
n—2, qui est tangente à la droite singulière, et qui a sur elle, en un 
point différent du point de contact, un point quadruple; nous appelle- 
rons ce point le point singulier du plan. — La section faite à la surface 
par un plan passant par la droite singulière est composée de cette droite 
et d'une section résidue d'ordre n — 1, dont deux branches sont tangentes 
à la droite singulière au point singuli, et une branche, qui fait une in- 
flexion, au point de contact de la même droite avec la section faite par le 


plan-clos. — La section faite par un plan passant par le point singulier _ 
y a un point de contact de trois branches, tangentes au plan-clos. Le 
plan-clos est, au même point, tangent — mais non pas osculateur — à 


quatre branches de la courbe cuspidale; il est aussi tangent, le long de 
quatre droites passant par le point singulier, à la développable tangente 
à la surface le long de sa courbe cuspidale. Une branche simple de la 
courbe parabolique est, au même point, tangente au plan-clos. — Le 
plan-clos est osculateur, au point de contact de sa section résidue avec 
la droite singulière, à la courbe cuspidale, qui y est tangente à la droite 
singulière. L'arête cuspidale de la developpable tangente à la surface 
le long de sa courbe cuspidale a, en ce point, la même tangente et le 
même plan osculateur. 


Nous voyons que la droite joignant un poiut P de l’espace au point 
singulier d’un plan-clos est génératrice quadruple du cöne qui projette 
la courbe cuspidale; elle compte donc pour 6 des À génératrices doubles 
de ce cône. N'ayant avec la surface que trois intersections coïncidentes, 
elle n'appartient pas aux droites dont le nombre est indiqué par le 
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premier membre de l'équation (18)*). Il faut donc, dans le second 
membre de cette équation, soustraire 6 y’ du nombre A. 

Designons par T un point placé, à une distance infiniment petite 
du premier ordre du point singulier S d'un plan-clos, sur une des 
quatre branches de la courbe cuspidale. Alors la section faite par le 
plan PST a au point S un point de contact de trois branches, dont 
les deux tendent à former un point de rebroussement de seconde 
espèce, pendant que la courbure de da troisième branche diffère, en 
général, d'une quantité finie de celles des deux premières. Cette branche 
rencontre done la droite PT en un point U dont la distance de T 
est infiniment petite du second ordre. Il s'ensuit que 2-4 des coïnci- 
dences indiquées par le premier membre de l'équation (15)**) ont lieu 
en S. Nous avons done prouvé que le second membre de cette équa- 
tion doit contenir un terme 8%. 

On déduit aussi des propriétés du point singulier d’un plan-clos le 
coëfficient 3 - 4 — 12 du terme 12% de l’équation (22°) (voir le n° 8.). 
Le terme x de la même équation résulte de la definition d'un point-clos. 


VII. 
Points biplanaires (2) et plans biponctuels (2). 


29. Un point biplanaire est un point double de la surface où le 
conc tangent s'est décomposé en deux plans. Cette définition, qui est 
ponctuelle, s'applique, en particulier, à tous les points d'une courbe 
double; mais en attribuant expressément à notre surface une courbe 
double, nous n'aurons ici à nous occuper que des points dont les pro- 
priétés résultent, en général, de la définition si l'on regarde la surface 
comme lieu de points. Nous appellerons les deux plans dont se com- 
pose le cône tangent les plans tangents singuliers, et leur droite d'in- 
tersection la tangente singulière. 

Une section plane par un point biplanaire B y a un point double, 
dont les branches sont tangentes aux droites d’intersection du plan avec 
les deux plans singuliers. Ces deux tangentes coïncideront, et le point 
singulier de la section deviendra stationnaire, si le plan passe par la 
tangente singulière. 

Les droites par B qui se trouvent dans un plan tangent singulier 
rencontrent la surface en trois points coïncidents. Z est donc un point 
triple de la section faite par ce plan. 

En résumé, une droite quelconque par un point biplanaire rencontre 
la surface en deux points coincidents, les droites des plans tangents sin- 


-— 


+) Voir le n° 6. 
**) Voir le n° 6. 
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guliers, en trois, ct trois droites de chacun de ces plans, en quatre. La 
section faite par un plan quelconque par le point biplanaire y a un point 
double, celle que fait un plan par la tangente singulière, un point sta- 
tionnaire, et celles que font les deux plans tangents stationnaires, des 
points triples. Les six droites qui rencontrent la surface en quatre 
points coïncidents s'appellent les tangentes principales. 

Quant à la figure d'une surface dans le voisinage d'un point bi- 
planaire nous renvoyons à la description qu'en fait M. Klein dans son 
mémoire sur les surfaces du troisième ordre*), et aux figures qu'il a 
fait suivre à ce travail. Les surfaces qui y sont représentées n'étant 
que du troisième ordre, les sections faites par les plaus tangents sin- 
guliers sont composées de trois droites. 


80, Representation analytique. Si l'on prend un point biplanaire 
d'une surface pour origine des coordonnées, et les deux plaus tangents 
singuliers pour plans y = 0, z = 0, l'équation de la surface aura la 
forme suivante 


(I) yz + ọ=0, 
où tous les termes de p sont d'un degré supérieur au deuxième, 

Cette équation montre toutes les propriétés des points biplanaires 
que nous avons indiquées dans le n° précédent. Nous l'appliquerons 
à la détermination des tangentes aux branches de la courbe parabolique 
qui sont tangentes au plan singulier £ = 0, saus être tangentes à la 
tangente singulière **). | 

On peut déduire de l'équation (1) une série servant à exprimer 
l'ordonnée z d’un point de la surface qui se trouve à une distauce petite 
du point biplanaire sur une sécante par ce point qui fait un augle 
petit avec le plan z = 0. Cette série, développée suivant des termes 
de degré ascendant par rapport à x et y, commencera par 
(il) p M + 3baty + Ne... 

On en déduit 

(ZE) - PE er UFER RENNEN 

Eycz Dat cyt y! 
En y egalaut le numérateur à zero, on aura l'équation de quatre droites 
tangentes à la courbe parabolique. Les quatre nappes de l'enveloppe 
des plans tangents stationnaires qui correspondent à ces branches de 
la courbe parabolique sont tangentes au plan singulier z = 0. (Comparer 
au n° 23.) 


——— 


*, Mathematische Annalen VI. 
**) Nous verrons dans les nè suivants que la tangente singulière n'est tan- 
gente à aucune branche de la courbe parabolique. 
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31. Cône circonscrit quelconque. La section faite par un plan 
passant par un point biplanaire J, ayant à ce poiut un point double, 
qui n'est pas un point d'intersection avec la courbe double, est de la 
classe a — 2. On dit que le point B en est un „sommet double“ *), 
De mème, le point stationnaire de la section faite par un plan passant 
par la tangente singulière étant un sommet triple, cette section est de 
la classe a.— 3. On voit done que deux génératrices d'intersection 
d'un cône circonscrit, dont nous appelons le sonnmet P, avec un plan 
passant par PB coïncident avec cette droite, trois si le plan passe 
aussi par la tangente singulière. La droite PB cest donc une yencra- 
trice stationnaire du cône circonserit, et le plan tangent le long d'elle passe 
par la tangente singulière. 

La droite PEL ne rencontrant la surface qu'en deux points coïnci- 
dants, ne rencontrera la première poluire de P qu'en un seul point coin- 
eidant avec eux. Il en résulte que PD west pas tangente en D à la 
courbe de contact du cône eirconserit. Ce cône ayant PB pour géné- 
ratrice stationnaire, il faut que B soit un point stationnaire de la courbe 
de contact. 

PB est génératrice stationnaire du cöne eirconscrit sans appartenir 
au nombre indiqué par le premier membre de l'équation (13)**). I faut 
done, dans le second membre de cette équation, soustraire D du nombre 
total x des génératrices stationnaires. 

Il serait plus difficile de déterminer directement le coëfficient 4 du 
terme 42 du second membre de l'équation (20t) dans le n° 8.; mais 
on peut faire l'usage inverse de cette équation déduite de celles du 
une 3.: la valeur du coëfficient que nous venons de nommer nous montre, 
que le lieu des tangentes principales que conticunent les plans tangents 
passant par P a deux nappes ayant l'une avec l’autre un contact du 
premier ordre le long de la tangente singulière en D. 

32. Cone circonserit ayant pour sommet un point P d'un plan 
tangent singulier a un point biplanaire D. Ou voit par les procédés 
ordinaires que ce cône, qui ne se décompose pas, a trois nappes tan- 
gentes, le long de PD, au plan tangent singulier. Les équivalents de 

at 

cette singularité ont les valeurs de (m 5) ou o 5) ou (6 2). Selon 
d 2 ie T ) 
le n° 30., seulement les dernières de ces valeurs sont possibles, ce qu'on 
peut aussi voir indépendemment de la repfésentation analytique, en 
remarquant que la droite Pb qui ne rencontre la surface qu'en trois 
points coïncidents, ne peut appartenir aux Ô génératrices doubles du 
cône circonscrit. 


t 


+j Voir la note du n° 15. 
**) Voir la démonstration de cette formule dans le n° 6. 
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On voit donc que le plan tangent singulier n'est pas tangent à la 
développable bitangente. 

Si le sommet P se trouve sur une des tangentes aux branches du 
point triple de la section faite par le plan tangent singulier, ou sur 
une de ses quatre génératrices de contact avec l’enveloppe des plans 
tangents stationnaires, le cône subira aux mêmes altérations que nous 
avons indiquées pour les cas analogues dans le n° 24. ; 


33. Cüne circonscrit ayant pour sommet un point biplanaire B. 
Quatre des tangentes qu'on peut mener de B à une section plane par 
ce point, qui est de la classe a — 2, coïncident avec les tangentes en 
ce point. L'ordre du cône résidu est done égal à a — 6. 

Trois des plans tangents qu'on peut mener à la surface par une 
droite quelconque passant par B, coïncident, selon le n° 31., avec le 
plan passant par la tangente singulière. La classe du còne résidu est 
donc égal à x — 3. 

La section faite par un plan tangent singulier est de la classe 
a—6b a,. Les génératrices d'intersection de ce plan avec le cône résidu 
sont les a—6 tangentes à la section qui passent par D. Avec chacune 
des trois tangentes aux branches du point triple coïncident deux de ces 
tangentes, mais seulement une des génératrices d'intersection du cône 
avec un autre plan passant par elle. On voit donc que les plans tan- 
gents singuliers sont plans tangents triples du cône résidu. 

La tangente singulière n'est pas génératrice du cône résidu. Par 
elle passent, à côté des deux plans tangents triples, n’ — 6 =x — 9 
autres plans tangents au cône résidu. Nous avons vu que le plan joig- 
nant une droite quelconque par B à la tangente singulière compte pour 
trois plans tangents menés à la surface par la droite*). Il en résulte 
que chacun des #°—9 plans trouvés compte pour trois des b plans tan- 
gents doubles qui passent par B. Si l'on place le sommet d'un cône 
circonscrit en un point quelconque d’un de ces plans, celui-ci sera 
tangent au cône le long d’une génératrice stationnaire PB, et le long 
d'une génératrice ordinaire, et ne comptera, par couséquent, que pour 
un seul plan tangent double. Si P se trouve sur la droite joignant 
B à l’autre point de contact, les deux génératrices de contact coïncide- 
ront, et le plan comptera par conséquent pour deux plans tangents 
doubles. Nous voyons ainsi que les #°— 9 plans passant par la tan- 
gente singulière et tangents à la surface en d'autres points sont des plans 
tangents simples de la developpable bitangente, ct que leurs points d'oscu- 


— + —— 


+) On dit, dans le langage de la théorie des systèmes de courbes, qu'une 
section plane du cône circonserit total au sommet B, a, à la trace de la tangente 
singulière, un sommet triple. Avec chacune des tangentes par ce point à lą section 
du cône résidu coïncident trois tangentes doubles de la section du cône total. 
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lation avec l'aréte cuspidale de cette developpable se trouvent au point 
biplanaire*). 

De même que les courbes de contact de cônes circonserits (voir le 
n° 31.) les n’ — 9 branches de la courbe de contact de la développable 
bitangente qui passent par B y auront des points stationnaires, ce qu’on 
prouve par des raisonnements semblables. 

Ayant deux plans tangents triples, qui ne sout pas même plans 
tangents doubles de la surface, et ayant perdu 3 (n’—9) plans tangents 
doubles, le cône résidu aura 

bi =b + 6 — 3 (n —9) = V — 3n + 33 
plans tangents doubles. 
Les nombres plückériens du cône résidu auront donc les valeurs de 
a =a — 6, ð =ò — ba +60, x, = x — 25, 
n'=n — 3, b =b — 3w +33, c =c — 16. 

Il résulte des n°* précédents qu'avec chacun des plans singuliers 
coïncident (au moins) 8 des plans tangents stationnaires qui passent 
par B. La valeur de č montre, que ces plans sont les seuls plans 
tangents stationnaires qui passent par B. Chacun des plans tangents 
singuliers en un point biplanaire est plan tangent quadruple de lenve- 
loppe des plans tangents stationnaires; les géncratrices de contact, mais 
non pas les branches correspondantes de l'aréte de rebroussement de la 
developpable, passent par le point biplanaire. 

34. Cne circonscrit ayant pour sommet un point T de la tangente 
singulière en un point biplanaire B. On voit immédiatement que a, = 4, 
et l'on déduit du n° 31. que n; = w — 1. 

Un plan passant par la tangente singulière rencontre, en général, 
le cône en quatre génératrices coincidentes, et les deux plans tangents 
singuliers le rencontrent en 6. Ces deux plans sont les seuls plans 
tangents le long de la génératrice singulière; ils jouent tous deux le 
même rôle: il faut donc que la singularité du cône soit formée de deux 
couples de nappes tangentes entre elles. Les plans tangents à ces 
nappes comptent pour quatre plans tangents doubles du cône résidu, 
pendant qu'aucun de ses plans tangents stationnaires wa la droite TEB 
pour génératrice de contact. Les valeurs de b; et ec,” se déduisent sans 
difficulté de ces faits et des résultats trouvés dans les n° précédents. 
On trouve ainsi 

ga, ò =0 +8, x = x — D, 
n =n — 1, bi =b — n +13, c'=c—8. 


*) Les propriétés réciproques des points d'intersection de la droite singu- 
lière d'un plan biponctuel (voir le n° 35.) avec la courbe double se présentent 
peut-être mieux aux yeux, 
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Huit génératrices doubles du cône résidu étant réunies dans la géné- 
ratrice singulière 7'K, nous voyons que cette droite est la position 
limite de cinq des x génératrices cuspidales, et d'aucune des d généra- 
trices doubles d'un cône circonserit dont le sommet s'approche de la 
droite BT. Le dernier de ces faits est évident a priori. 


35. Plans biponctuels. — Un plan bipouctuel est un plan tangent 
à la surface le long d'une conique-limite composée de deux points (som- 
mets). Cette définition, étant fangenticlle, exprime que deux des plans 
„tangents qui passent par une droite quelconque du plan biponctuel, et 
trois de ceux qui passent par une droite appartenant à un de deux 
faisceaux qui se trouvent dans le même plan, coincident avec lui. Nous 
appelons les centres de ces faisceaux les points singuliers du plan bi- 
ponctuel. 


Nous signalerons, parmi les propriétés de ces plans singuliers, les 
suivantes : ~ 

La section faite à la surface par un plan biponctuel est composée 
de la droite joignant les deux points singuliers, que nous appellerons 
la droite singulière, prise trois fois, et d'une section résidue d'ordre 
n— 3, qui a les deux points singuliers pour points triples. — La section 
faite à la surface par un plan passant par la droite singulière est com- 
posée de cette droite et d'une section résidue d'ordre n— 1, dont deux 
branches sont tangentes à la droite singulière en chacun des deux 
points singuliers. — La section faite par un plan passant par un point 
singulier y a un point de contact de trois branches, tangentes au plan 
biponctuel. Ce plan est, en chacun des points singuliers, tangent — 
mais non pas osculateur — à quatre branches de la courbe cuspidale; 
il est aussi tangent, le long de quatre droites passant par chacun de 
ces deux points, à la développable tangente à la surface i long de sa 
courbe cuspidale. 

Les propriétés des deux points singuliers d’un plan biponetuel qui 
ont rapport à la courbe cuspidale étant identiques à celles du point 
singulier d’un plan-clos, il faut que les équations (15), (18) et (22") 
contiennent des termes où le nombre 3° est multiplié du double du 
coëfficient de y. 


VHI. 
Points uniplanaires (U) et plans uniponctuels (U^. 


36. Un point uniplanaire est un point double de la surface où le 
cône tangent est un plan double (que nous appellerons le plan tangent 
singulier). Toutefois, ayant attribué cxpressément à la surface une 
courbe double et une courbe cuspidale, nous ne comprenons au nombre 
de ces points ni les points de la courbe cuspidale, nì ceux de la courbe 
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double qui satisfont à la definition, qui est ponctuelle [points-pinces *) 
ou les points dont nous avons parlé dans notre article sur une classe 
de points singuliers de surfaces]. 

La définition conduit d'une manière très-simple aux propriétés sui- 
vantes des points uniplanaires: , 

Une droite quelconque par un point uniplanaire rencontre la sur- 
face en deux points coincidents, les droites du plan tangent singulier, 
en trois, et trois droites de ce plan — que nous appellerons les tangentes 
singulières — en quatre. La section faite par un plan quelconque par 
le point uniplanaire y a un point stationnaire, celles que font les plans 
passant par les tangentes singulières, des points de contact de deux bran- 
ches, et celle que fait le plan tangent singulier, un point triple. 

Nous verrons dans les n™ suivants que par chacune des tangentes sin- 
qulieres passent deux plans dont les sections ont des points de rebrousse- 
ment de seconde espèce. 

Les propriétés ponctuelles d'un point uniplanaire nous montrent 
que la droite qui le joint au sommet d'un cône circonscrit est généra- 
trice triple de ce cône, ce qui explique les termes — 3 U et 6 U des 
équations (16) et (20°). 

Si les trois tangentes singulières sont réelles le point uniplanaire 
sera formé de trois nappes de la surface, qui ressemblent à trois semi- 
cônes aplatis qui ont le point singulier pour sommet. Si une seule 
tangente singulière est réelle, ‘Ja singularité n'est formée que d’une 
seule nappe. 


37. Représentation analytique. Si l'on prend un point uniplanaire 
pour origine, et le plan tangent singulier pour plan z = 0, l'équation 
de la surface aura la forme suivante 
(1) + p=—=0, 
où tous les termes de g sont d'un degré supérieur au deuxième. 

On en déduit une série, servant à exprimer l’ordonnee z d'un point 
de la surface voisin du point uniplanaire, qui, ordonnée suivant des 
termes de degré ascendant par rapport à x et y, commencera par 


(H) z = Vars + 3baty + Scxy + di +... 

Les termes suivants ayant pour dénominateurs des puissances de 
cette racine carrée, la série n'est pas applicable aux cas où la droite 
joignant l'origine an point (x, y, £) fait un angle infiniment petit avec 
une des droites déterminées par l'équation 
(I) ax + Sbzty + 3cxy + dy" = 0. 


ti 


f 
+ 


*) Toutefois les propriétés des points-pinces se présentent d'une manière très 
simple comme des cas particuliers de celles des points uniplanaires, 
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Ces droites sont évidemment les tangentes singulières. Pour dé- 
terminer les sections que font les plans passant par une de ces droites 
— que nous pourrons prendre pour axe y = 0, z = 0 — on peut se 
servir des mêmes procédés au moyen desquels nous avons déterminé, 
dans le n° 16., les sections faites par les plans passant par la tan- 
gente singulière en un point-pince. Les résultats qu’on trouve ici ne 
different pas de ceux que nous avons trouvés à l'endroit cité — ce que 
nous avons indiqué dans le n° précédent. 

Nous pourrons appliquer la série (II) à la recherche des branches 
de la courbe parabolique qui sont tangentes au plan tangent singulier, 
sans être tangentes aux tangentes singulières. On trouve 


nl tz NO az Zz  9[V'—ac)xt+(be—ad)zy+(e—bd)y"] 
av) (EL) PE De 2 W-a0stoe-anerte bay] à. 


Ca? CY 4 (ax +3 brty + 3cryt + dy!) 

Les tangentes des branches cherchées seront donc déterminées par 
l'équation suivante 

(V) (b?— ac)? + (bc—ad)zy + (e —bady = 0. 

Il y a donc deux branches. Celles-ci sont doubles; car la série (IV) 
se décompose en deux, à cause du double signe de la racine carrée 
entrant aux termes non écrits. A ces deux signes correspondent des 
points de la surface placés de côtés différents du plan tangent singulier. 
Les deux branches partielles de chacune des deux branches doubles de 
la courbe parabolique se trouvent donc de côtés différents de ce plau. 
Les propriétés des sections planes nous montrent alors, que la distance 
des deux branches partielles — à une distance du point uniplanaire 
qui est infiniment petite du premier ordre — est infiniment petite de 
l'ordre 3. Elles forment donc un point stationnaire. 

Les deux nappes de l'enveloppe des plans tangents stationnaires 
qui correspondent aux deux branches trouvées de la courbe parabolique 
sont évidemment tangentes au plan tangent singulier le long de droites 
passant par le point uniplanaire*). 


Note. Nous verrons daus le n° suivant qu'on peut trouver indé- 
pendamment de la représentation analytique, que le plan tangent sin- 
gulier est plan tangent double de l'enveloppe des plans tangents sta- 
tionnaires. Alors on aura le moyen de trouver sans calcul l'équation (V) 
des tangentes des deux branches correspondantes de la courbe para- 
bolique. En effet, son premier membre doit étre nn covariant de 
ax + Sbaty + Scxy? + dy, et il n’en existe q'un seul qui soit du 
second degré. 


+) On sait que les racines de l'équation (V) sont réelles, si une seule racine 
de (Ill) est réelle, imaginaires si toutes les racines de (111) sont réelles. On peut 
reudre ces résultats visibles par des modèles. 
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Le même raisonnement démontre, que la mème équation représente 
les deux génératrices de contact du plan tangent singulier avec lenve- 
loppe des plans tangents stationnaires. Il faut donc que l’un des deux 
cas suivants ait lieu: chacune des deux génératrices est tangente à la 
branche correspondante de la courbe parabolique, ou l’une est tangente 
à la branche qui correspond à l’autre. En cherchant les coordonnées 
du plan tangent en un point de l’une ou l’autre des deux branches*), 
on voit que c’est le dernier cas qui a lieu, ou bien, que l’une des ra- 
eines de l'équation (V) détermine la génératrice de l'enveloppe des plans 
tangents stationnaires qui correspond à la branche de la courbe para- 
bolique dont la tangente se détermine par l'autre racine. 


33. Cône circonscrit dont le sommet P se trouve dans le plan tan- 
gent singulier d'un point uniplanaire U. Il résulte des propriétés ex- 
posées dans le n° 36., que la droite PU est génératrice quadruple, que 
el plan tangent singulier est le seul plan tangent au cône le long d'elle, 
et qu'il contient six génératrices coïncidentes. Nous avons prouvé, 
dans le n° 6. de notre article sur les singularités des courbes planes, 
que cette singularité, ou celle d'une section plane du cône, a les équi- 


h 
valents H o) ou 
? 


E E E E DARE 
( a a q>2, 0Zez+, 
3 


ou 
çr+2-38 3 F20 
71-88, 1-2 


Les valeurs de q qui sont > 3 correspondent aux cas où les nappes 
ont des contacts d’un ordre plus élevé que nécessaire pour former la 
singularité décrite. Nous essaierons donc, selon notre principe exposé 
dans la deuxième note du n° 19., de lui attribuer la valeur de 3. Alors 
les équivalents auront un des groupes suivants de valeurs **): 


Gros Go) Ga) Gi) 


*) Comparer au n° 23. Grace aux considérations qui précèdent il suffit de 
considérer un cas particulier celui par exemple où b=c=0. Alors l'équation (V) 
se réduira à xy == 0, et les coordonnées tangentielles X et Y sont déterminées 


= == — 1 
), 1>2, 0Zpz Et. 


— 


par 2g X = —3art+---, 2:Y=—3dyt+---. — On voit donc que lim =— 0 
jme ME 2 
amene lim == 0. 
#) Le quatrième groupe résulte d'une complication du deuxième; on n'aurait 
donc pas eu besoin d'avoir recours à celui-là que dans le cas actuel où le troi- 
sième, équivalent au deuxième, se montrera possible, 
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Nous pourrons déterminer directement le nombre de génératrices 
doubles du cône qui coïncident avec PU. En effet, ce nombre qui 
est égal, selon le n° 36., à trois pour une position quelconque du som- 
met P, ne s’augmente pas ici, où la droite PU, ne rencontrant la 
surface qu'en trois points coïncidents, ne peut être tangente double. 
Le seul des quatre groupes d’equivalents qui reste possible est donc 
(a $): On retrouve ainsi le résultat, trouvé dans le n° précédent 

? 
par la représentation analytique, que le plan tangent singulier est plan 
tangent double de l'enveloppe des plans tangents stationnaires. On 
voit eu même temps qu'il west pas tangent à la développable bitan- 
gente. 

[En faisant usage du résultat trouvé par la représentation ana- 
lytique, on aurait pu éviter de faire aucune supposition sur la valeur 
de q dans les expressions générales des équivalents, du moins si l'on 
s'était assuré que le plan tangent singulier est seulement plan tangent 
simple de chacune des deux nappes de l'enveloppe des plans tangents 
stationnaires.] 


Les valeurs trouvées des équivalents nous montrent*), que deux 
nappes du cône circonscrit, tangentes au plan tangent singulier, ont la 
droite PU pour génératrice stationnaire. 

Si le sommet P se trouve sur une des deux génératrices de contact 
du plan tangent singulier avec l'enveloppe des plans tangents station- 
naires, le cône circonscrit aura une singularité représentée par les 
équivalents x 3 

0.43 
nérales des équivalents pour q = 4, B = 1. Cette singularité est for- 
mée d'une seule nappe quadruple, dont une section plane a un point 
quadruple ressemblant à un point de rebroussement de seconde espèce. 


y qui sont compris dans les dernières expressions gé- 


39. Cône circonscrit ayant pour sommet un point uniplanaire U. 
Le cône résidu est de l’ordre a, = a — 6 et de la classe n’ = n — G, 
et il a les trois tangentes singulières pour génératrices doubles **). Les 
plans tangents au cône le long d'elles font à la surface des sections 
douées de points de rebroussement de seconde espèce — ce que nous 
avons avancé dans le n° 36. 

Par chacune des tangentes singulières passent n; — 4 = n’— 10 
plans tangents au cône le long dautres génératrices. Chacun de ces 
plans compte pour deux des D” plans taugents doubles qui passert par 
le point U, pendant que le plan tangent singulier n'est plan tangent 


= [u 


*) Voir le n° 6. de l'article sur les singularités des courbes planes. 
**) Comparer au n° 17. 
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double ni à la surface (n° 38.), ni au cône résidu. On trouve ainsi 
le nombre b,’ et ensuite les autres nombres plückériens du cône résidu: 


a=a—6, d—=0—6a+060, x =x — 24, 
n'=n—6, bel—bn +6, c= č — 24. 


Les singularités des tangentes singulières n'étant pas différentes 
de celles de la tangente singulière en un point-pince, il faut que 3:6— 18 
des plans tangents stationnaires perdus coïncident avec les plans tan- 
gents le long des trois tangentes singulières. Les 2.3 autres doivent 
coïncider avec le plan tangent singulier, trois pour chacune des deux 
nappes de l'enveloppe des plans tangents stationnaires qui sont tangentes 
à ce plan. On voit donc-que toutes les huit branches de l’arête de 
rebroussement de l'enveloppe des plans tangents stationnaires qui cor- 
respondent aux huit nappes de cette développable qui passent par U, 
passent par ce même point. Ce résultat est, pour les deux nappes qui 
sont tangentes au plan tangent singulier, d'accord avec le fait, prouvé 
dans le n° 37., que les deux branches correspondantes de la courbe 
parabolique ont des points stationnaires en U. 


40. Cône circonserit ayant pour sommet un point T d'une tangente 
singulière en un point uniplanaire U. On voit immédiatement que 
a; =a, n'= n — 1. La droite TU est génératrice 6-tuple, et les 
seuls plans tangents le long d’elle sont le plan tangent singulier et les 
deux autres plans tangents stationnaires qui passent par TU. Aucun 
de ces plans ne contient plus de sept génératrices coïncidentes. Il 
serait possible d'expliquer ce fait de deux manières différents; mais en 
ayant égard aux résultats trouvés pour un point-pince dans le n° 18., 
on se décidera pour l'explication suivante: la singularité du cône est 
formée de trois nappes doubles, formant des génératrices stationnaires. 
Aucun des trois plans tangents n'étant plan tangent double ni à la 
surface, ni au cône circonserit, on trouve de la manière ordinaire la 
valeur de b,‘, et ensuite celles des autres nombres plückériens du cône 
résidu: 

a =a ; ô =0 +5 , W=*x—3, 
n'=n—l, b'=b—-n +10, c=c—6. 


Deux des six plans tangents stationnaires perdus coincident avec le 
plan tangent singulier; chacun des deux autres plans tangents au cône 
le long de TU comptent pour deux plans tangents stationnaires, T'U 
étant leur génératrice de contact avec l'enveloppe des plans tangents 
stationnaires. 

La génératrice singulière du cône résidu représente douze généra- 
trices doubles et trois génératrices stationnaires. Les expressions trouvées 
des nombres plückeriens nous montrent qu'elle est la position limite 
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de sept génératrices doubles et de six génératrices stationnaires d'un 
còne circonscrit dont le sommet s'approche de la droite UT. 


41. Résultats. En plaçant, comme dans le n° 19., le sommet 
dun còne circonscrit sur un des plans tangents stationnaires qui ont 
la droite UT pour génératrice de contact avec l'enveloppe de ces plans, 
on aura le moyen d'étudier la branche de la courbe parabolique qui y 
correspond. On trouve ainsi les mêmes résultats qu'à l'endroit cité. 
En les ajoutant à ceux que nous avons trouvés dans les n° précédents, 
nous pourrons @noncer que 

Chacune des trois tangentes singulières en un point uniplanaire est 
génératrice de deux nappes de l'enveloppe des plans tangents stationnaires 
de la surface; leurs points de contact avec l'arête cuspidale de cette déve- 
loppable se trouvent au point uniplanaire. Les six branches correspon- 
dantes de la courbe parabolique ont, au point uniplanaire, des contacts 
du troisième ordre avcc l'aréte cuspidale. — Le plan tangent singulier 
est tangent à deux nappes de l'enveloppe des plans tangents stationnaires. 
Les branches correspondantes de l'aréte cuspidale de cette developpable 
passent par le point uniplanaire. Les branches correspondantes de la 
courbe parabolique ont, en ce points, des points stationnaires. 

Nous voyons ainsi que huit coïncidences de points de la courbe 
parabolique avec les points correspondants de l'arète cuspidale de l'enve- 
loppe des plans tangents stationnaires, ont lieu en un point uniplanaire, 
et que six de ces coïncidences comptent chacune pour deux. Nous 
avons donc rendu compte du coëfficient 14 = 2 . 6 + 2 que nous avons 
attribué à U dans l'équation (19) (voir le n° 7.). 


42. Plans uniponctuels. Un plan uniponctuel est un plan tangent 
double d'une surface où les tangentes forment un faisceau. La définition, 
étant fangentielle, exprime que deux des plans tangents qui passent par 
une droite quelconque du plan, et trois de celles qui passent par une 
droite du faisceau, coincident avec ce mème plan. Nous appelons le 
centre du faisceau le point singulier du plan uniponctuel. 

La section faite à la surface par un plan uniponctuel est composée 
de trois droites passant par le point singulier, que nous appellerons 
les droites singulitres, prises deux fois, et d’une section résidue ayant 
ces droites pour tangentes doubles. La surface a aux six points de 
contact de ces tangentes doubles les mêmes propriétés qu'aux points de 
contact de la droite singulière d'un plan-pince avec la section résidue 
de ce plan (voir le n° 21.). La section faite par un plan passant par une 
droite singulière est composée de cette droite et d’une section résidue qui 
a la droite pour tangente d’inflexion soit aux deux points de contact avec 
la section résidue du plan uniponctuel, soit au point singulier. — La 
section faite par un autre plan par le point singulier a, en ce point, 
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deux branches faisant des inflexions; les tangentes d'inflexion coin- 
cident avec la droite d’intersection du plan avec le plan uniponctuel. 
— Deux brauches de la courbe cuspidale de la surface ont, au point 
singulier, le plan uniponetuel pour plan oseulateur. Chacune des nappes 
correspondantes de la developpable tangente à la surface le long de 
la courbe cuspidale, a le plau umiponctuel pour plan taugent stationnaire. 

Le point singulier d’un plan uniponctuel, qui est un point double 
de la courbe cuspidale, n'étant qu'un point double de la surface, il faut 
soustraire, dans le second membre de l'équation (18), le nombre U’ 
du nombre total 4 des génératrices doubles d'un cône projetant la courbe 
cuspidale. 

Les propriétés indiquées d'un plan uniponctuel nous montrent aussi 
que le second membre de l'équation (22) (voir le n° 8.) doit contenir 
U’; mais nous n’insisterons pas ici à la détermination directe de son 
coëfficient, qu'on peut déduire des autres équations. 


IX. 
Plans osculateurs (O) et points osculateurs (0). 


43. Nous dirons qu'un plan dont la section a, en un point simple 
de la surface, un point triple est osculateur à la surface; nous appellerons 
le point triple de la section le point d'osculation, et les trois tangentes 
en ce poiut les tangentes principales du plan osculateur. 

Jl résulte de la definition que les droites du plan osculateur qui 
passent par le point d’osculateur rencontrent la surface en trois points 
coïncidents, les tangentes principales, en quatre; que le plan osculateur 
est osculateur aux courbes de la surface qui passent par le point d'os- 
culation; qu’une section plane passant par-ce point y a la droite d'inter- 
section avec le plan osculateur par tangente d'inflexion; et que la section 
faite par un plan passant par une tangente principale a, au point 
d’oseulation, un contact quatreponctuel avec cette droite. Toutes les 
courbes qui sont tangentes aux tangentes principales au point d’oseulation 
auront un contact quatreponctuel avec le plan osculateur. 


44. Itepresentation analytique. Si l'on prend le plan oseulateur 
pour plan z=0, et le point d’osculation pour origine, l'équation de 
la surface aura la forme suivante 
(D) z2+p=0, à | 
où tous les termes de p sont d'un degré supérieur au deuxième. 

On en déduit une série servant à exprimer l'ordonnée z d'un point 
de la surface voisin du point d’oseulation, qui, ordonnée suivant des 
termes de degré ascendant par rapport à x et y, commencera par 


(11) z = (ar p 3b yt 3 cry t4 dy’) + (est) +... 
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Les tangentes principales sont déterminées par l'équation 
(HD) az + 3br y + 3cxy° + dy = 0. 


On trouve sans difficulté que deux branches de la courbe parabolique, 
dont les tangentes sont déterminées par l'équation: 
(IV) (b—ac)x? + (bc—ad)xzy + (by = 0, 
passent par le point singulier. Elles sont réelles ou imaginaires suivant 
que le nombre de tangentes principales réelles est égal à un ou trois. — 
La génératrice de l'enveloppe des plans tangents stationnaires qui corre- 


spond à lune des deux branches de la courbe parabolique est tangente 
à l'autre (voir la note du n° 37.). 


45. Cöne circonserit dont le sommet se trouve en un point P d'un 
plan osculateur. Ce cône ne se décompose pas. La droite joignant P au 
point d’osculation O est génératrice double, et six droites d’intersection 
du cône avec le plan osculateur, qui est le seul plan tangent le long 
d'elle, coincident avec elle. 


Une section plane de ce cône aura un point double Q à une seule 
tangente Q qui rencontre la section en six points coïncidents. Alors 
il résulte du théorème 1 de mon article sur les singularités de courbes 
planes, que quatre des tangentes à la section qui passent par un point 
quelconque de la tangente (Q), et six de celles qui passent par le point 
Q, coïncident avec la droite (Q). On voit donc que la singularité est 
réciproque à celle que nous avons rencontrée dans le n° 38. Il faut 
donc essayer d'attribuer à ses équivalents plückériens un des groupes 
suivants de valeurs: 


2 9); CE )= 0, a; É 1 
5, 27° \6,2 = (34 nOD a7 
Or la droite PO, ne rencontrant la surface qu’en trois points coin- 
cidents, ne peut être génératrice double du cône circonscrit. Le seul 
9 
des quatre groupes d’equivalents qui reste possible est donc C 1) : 
? 
Il s'ensuit que deux nappes du cône circonscrit, ayant des contacts du 
second ordre avec le plan osculateur, passent par PO. 


Nous voyous donc que trois des b plans tangents doubles et quatre 
des ¢ plans tangents stationnaires de la surface qui passent par un 
point P du plan osculateur coincident avec lui. N'ayant trouvé que 
deux branches correspondantes de la courbe parabolique, nous voyons que 
le plan osculateur est deux fois plan tangent stationnaire de l'enveloppe 
des plans tangents stationnaires de la surface. 

Si le sommet se trouve sur une des génératrices de contact du 
plan osculateur avec l'enveloppe des plans tangents stationnaires, le cône 
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. . . . # r ” r e 0, 3 
circonscrit aura une singularité représentée par les équivalents 3 5): 
? 


Elle est formée d’une seule nappe double, dont une section plane a un 
point de rebroussement de seconde espèce dont les deux branches partielles 


‘ont entre elles un contact de l’ordre 7 et, avec le plan osculateur, 


9? 
un contact du second ordre. 

46. Cône circonscrit ayant pour sommet un point T d'une tangente 
principale en un plan osculaleur. Le còne ne se décompose pas, La 
tangente principale en est une génératrice triple, et sept génératrices 
d'intersection du cône avec le plau osculateur, qui est le seul plan tan- 
gent le long d'elle, coïncident avec elle. 

Pour trouver les équivalents de cette singularité nous appliquerons 
la représentation analytique à l'étude des ordres des angles infiniment 
petits des génératrices d'intersection avec un plan par T dont la distance 
du point singulier O est infiniment petite du premier ordre. Prenant 
la tangeute principale OT pour axe y = 0, z= 0, nous pourrons 
représenter ce plan par l'équation y = k, où k est un constant qui 
est infiniment petit du premier ordre; car les formes des équations ne 
s'altèrent pas si l'on suppose que les coordonnées soient, au lieu de 
cartesiennes, des coordonnées tétraëdriques, où T peut être le sommet 
y =j =l), Z = 00. 

Les points de contact, voisins de O, de tangentes à la section qui 
passent par 7’ se déterminent, selon l'équation (II) du n° 44., où à 
present a = 0, par 


(V) AE m3 (2brtek)k + dest) + 0. 


On en déduit une valeur de x qui est infiniment petite du premier 
5 . Ala premiere 
correspond, selon l'équation (II), une valeur de z qui est iufiniment 
petite du troisieme ordre, et aux autres, deux valeurs de z qui sont infi- 
niment petites du second ordre, et dont la différence est infiniment 


petite de l'ordre 2. Les angles des tangentes par 7’ avec le plan 


+ 


ordre, et deux qui sont infiniment petites de l’ordre - 


z = 0, et entre elles, étant des mêmes ordres que ces quantités infini- 
ment petites, on voit que lu singularilé du cône est formée d'une nappe 
simple rencontrée par le plan osculateur en trois génératrices coincidentes, 
et d'une nappe double dont une section plane a un point de rebroussce- 
ment de seconde espèce ordinairc. 

Les équivalents de cette singularité ont pour valeurs principales 


(o se qu'on peut remplacer par E 1) + Ce dernier groupe de va- 
3 3 
leurs gst, selon les résultats tronves dans le n° précédent, le seul pos- 
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sible. Quatre des plans tangents stationnaires, et quatre des plans 
tangents doubles qui passent par T coïncident avec le plan osculateur. 
La dernière circonstance nous montre, que les tangentes principales 
sont les génératrices de contact du plan osculateur avec la développable 
bitangente, ce qui résulte aussi du fait que ces droites sont les seules 
qui rencontrent la surface en quatre points coïncidant avec O. 

Nous verrons dans le n° suivant que le point O west pas point 
de contact d'une tangente principale avec l'arête de rebroussement de 
la développable bitangente. Nous pourrons donc appliquer les recherches 


que nous venons de faire au cas où le sommet T' se trouve en ce point 
de contact. Alors le plan y = k passera par une génératrice de la dé- 
veloppable bitangente qui est infiniment voisine d'une tangente princi- 
pale, et les points de contact de cette génératrice seront ceux que dé- 
terminent les valeurs de x qui sont infiniment petites de l'ordre = On 
voit ainsi que la tangente principale a un contact simple avec la courbe 
de contact de la développable bitangente. L'ordre des valeurs corre- 
spondantes de z montre, que le contact du plan osculateur avec la mème 
courbe est du troisième ordre. La branche de la courbe de contact 
n'étant que simple, il faut que par le plan osculateur se fasse une tran- 
sition de plans tangents doubles aux contacts réels à d’autres dont les 
points de contact sont imaginaires. — Pour la présente position de T 


les équivalents auront les valeurs de < A . 
? 


47. Cône circonscrit ayant pour sommet le point d’osculation O 
d'un plan osculateur. On trouve sans difficulté que a =a—3, n; w. — 
a—12=a,—9 des génératrices d'intersection du cône résidu avec le 
plan osculateur sont tangentes à la surface en des points différents 
de O. Les autres doivent coïncider avec les trois tangentes principales, 
trois avec chacune d'elles; car les propriétés des différentes sections 
planes par O nous montrent qu'aucune autre tangente en O ne devient 
génératrice du cône résidu. 

Le plan osculateur est done 12 fois plan tangent double et 3 fois 
plan tangent stationnaire du cône résidu. Si nous supposons qu’il compte 
pour X plans tangents à chacune des trois nappes de la développable 
bitangente qui y sont tangentes, et pour Y plans tangents à chacune 
des deux nappes de l'enveloppe des plans tangents stationnaires qui 
ont avec lui un contact du second ordre, nous saurons que X > 2, 
Y > 3; car les génératrices de contact de ces nappes passent par O. 
Les nombres 5b,’ et c, des plans tangents singuliers du cône résidu 
auront les expressions suivantes 


WEL DR, T 0 — DT. 


On peut donc déduire de la deuxième équation plückérienne « 


Pa 
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ni (ni; — 1) = a, + 2b + 36 
GX+6Y— 30, 


dont la seule solution conforme aux conditions que nous venons de 
nommer est X = 2, Y = 3, ce qui montre qu'aucune des arêtes cuspi- 
dales des deux développables ne passe par O. 


que 


On trouve maintenant 
MN, b' =b +6, QG = — 3. : 


48. Résultats. Le plan osculateur est deux fois plan tangent sta- 
tionnaire à l'enveloppe des plans tangents stationifhires. Les génératri- 
ces de contact passent par le point d'osculation; mais leurs points de 
contact avec l'arète cuspidale de la developpable ne se trouvent pas au 
point d'osculation. L'équation (19) ne contiendra donc pas O. 

Le plan osculateur est tangent à la developpable bitangente le long 
des trois tangentes principales, qui sont aussi tangentes aux branches 
correspondantes de la courbe de contact de cette développable. Leurs 
points de contact avec l'arite cuspidale de la developpable ne se trouvent 
pas au point dosculation. 


49. Points osculateurs. Nous dirons que le sommet d'un cône cir- 
conscrit qui a pour plan tangent triple un plan tangent simple de la 
surface, est un point osculateur de la surface; nous appellerons le plan 
tangent triple du cône le plan d’osculation et les génératrices de con- 
tact les axes principaux. 

Les propriétés tangentielles du point osculateur, dont la définition 
est tangentielle, se déduisent sans aucune difficulté, au moyen du prin- 
cipe de dualité, des propriétés ponctuelles, exposées dans le n° 43. des 
plans osculateurs. Nous nous bornerons à nommer quelques unes des 
propriétés ponctuelles des points osculateurs, qu'on trouve en appli- 
quant le principe de dualité aux résultats trouvés dans les n° 44—48. 


Un point osculateur est un point quadruple de la surface. La 
section d’un plan quelconque passant par lui y a deux branches doubles, 
formant des points stationnaires, et tangentes au plan d'osculation. — 
La section faite par le plan d'osculation a au point osculateur trois 
branches, formant des points stationnaires, et tangentes aux trois axes 
principaux. — Le point osculateur est point stationnaire de deux bran- 
ches de la courbe cuspidale. Les tangentes à ces branches — dont cha- 
cune est en mème temps génératrice de contact du plan d’osculation 
avec la développable tangente à la surface le long de l’autre branche 
de la courbe cuspidale — sont deux droites distinctes du plan d'oscu- 
lation. La section faite par un plan passant par une de ces droites 
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a une singularité > A , formée d'une seule branche quadruple, et 


qu'on peut représenter par une équation de la forme*) 


y =a pbr per p 


Trois branches de la courbe double passent par le point osculateur 
où elles sont tangentes aux axes principaux. Ces mêmes droites sont 
génératrices de contact du plan d’oseulation avec la développable tan- 
gente à la surface le long de sa courbe double. Le point osculateur 
est point stationnaire des trois branches correspondantes de l'arête de 
rebroussement de cette développable. La section faite par un plan 
passant par un des es principaux a, au point osculateur, deux bran- 
ches doubles tangentes à cet axe: l'une forme un point stationnaire, 
l'autre un point de rebroussement de seconde espèce. — Le plan d'oscu- 
lation n'est osculateur à aucune des branches de la courbe double ou 
cuspidale. 


On voit qu'avec la droite joignaut un point P de l'espace à un 
point osculateur O' coïncident 3 génératıices doubles du cône, au soni- 
met P, qui projette la courbe double, 4 génératrices doubles et 2 gé- 
uératrices stationnaires du cône projetant la courbe cuspidale, et 12 
génératrices d'intersection de ces deux cônes. Voilà l'explication des 
termes 2 O’ des équations (11) et (12), et des deux premiers termes con- 
tenant O’ dans les équations (17) et (18) (dans leurs premières formes). 


Les propriétés des sections planes passant par un point osculateur 
O0’ montrent, que la droite joignant P à un point Q de la courbe 
double dont la distance de O' est infiniment petite du premier ordre, 
rencontre encore la surface en deux points dont les distances de Q, de 


même ge la distance de l'un à l’autre, sont infiniment petites de 
l'ordre © j et que la droite joignant P à un point R de la courbe cuspi- 
dale dont la distance de OÖ’ est infiniment petite du premier ordre, ren- 
contre encore la surface en a points dont les distances de Q sont 


infiniment de l'ordre © , pendant que la distance de l'un à l'autre 
est de l'ordre | Fi Ces lions contiennent les explications du coëf- 
ficient 9 = 3 . 2 + des termes 9.0’ dans les équations (14) et (17), 
du coëfficient 12 — 2: 2-2 + du terme 12. 0° de l'équation (15), et 
du coëfficient 18— 2.2.2. > du terme 18. 0' de l'équation (18). 


*) Voir le n° 6. de l'article sur les singularités des courbes planes. Comparer 
aussi au n°38. du présent article. 
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Le terme 3-0’ de l'équation (21) résulte de la coïncidence des 
plans tangents en chacun des trois points de la courbe double qui co- 
incident avec le point osculateur. On voit aussi sans difficulté que le 
second membre de l'équation (22t) doit contenir O’; mais nous n'in- 
sisterons pas ici à la détermination directe de son coëfficient, qu'on 
peut déduire des autres équations. 

Note. En considérant les formules du n° 3. on voit que les plans 
osculateurs n'ont sur les nombres de Salmon que l'influence suivante 
assez limitée: si l’on attribue à une surface déjà connue O plans oscu- 
lateurs, il faudra seulement substituer t — Ò, r — 0, m’— 40, h +20, 
BP—30àt,r,mn,k, ß. L'influence des points osculateurs s'exprime 
de lu manière analogue. 


X. 
Points coniques. 


50. Un point u-tuple de la surface est un point où u des points 
d'intersection d'une droite quelconque passant par lui coincident. Les tan- 
gentes en ce point, c'est à dire les droites qui ont u + 1 intersections 
confondues forment un cône, qui doit être d'ordre u, parce qu'un plan 
quelconque par le point singulier contient u tangentes. Nous appelons 
ce cône le cône tangent, et s'il est un cône propre nous appelons le 
point singulier un point conique. Le cône tangent peut être composé 
de cônes d'ordre inférieur: toutefois nous supposerons qu'il n'y ait pas 
des plans au nombre de ces parties du cône tangent *). 

u(u<+1) génératrices du côue tangent rencontrent la surface en 
u + 2 points coïucidents. On peut démontrer ce fait connu de la ma- 
nière suivante **): 

Si l'on prend le point conique C pour centre de projection, les pro- 
jections des sections faites par un faisceau de plans sur un plan quel- 
conque formeront un système de courbes d'ordre #, où la projection de 
la section du plan du faisceau qui passe par C est composée de la trace 
du cône tangent et dune droite (n—w)-tuple, n étant l’ordre de la 
surface. Les u-n points d'intersection de la trace du cône avec la 
courbe consécutive du systeme sont: 1° les traces des u génératrices du 
cône tangent qui rencontrent l'axe du faisceau, comptées n— u — 1 fois, 
parce que chacune de ces génératrices rencontre la surface en n — u — 1 


*) Comparer à la note du n° 2. 

**) On trouve dans le n° 20. des „Preliminari di una teoria geometrica delle 
Superficie“ de M. Cremona une autre démonstration géométrique du même fait, 
qui est plus simple, mais qui me semble moins commode pour l'étude da l'in- 
fluence des branches de la courbe double et de la courbe cuspidale qui passent 
par le point conique. 
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points différents de C, et 2° les traces des droites cherchées. Le nombre 
de celles-ci devient donc égal à 
un — p(n—u—l)= u(u+ 1). 

Les points d’intersection d'une courbe d'un système avec la courbe 
consécutive se distribuent de la manière suivante: il y en a un en 
chaque point de contact de la courbe avec l'enveloppe des courbes du 
système, deux en chaque point double qui appartient au lieu des points 
doubles des courbes du systeme (et qui n'est pas, par conséquent, un 
nouveau point double), et trois en chaque point stationnaire qui appar- 
tient au lieu des points stationnaires des courbes du système. On voit 
ainsi que 2y des droites par C que nous venons de trouver coïncident 
avec les tangeutes aux y branches de la courbe double, et 3z, avec 
les tangentes aux z branches de la courbe enspidale qui passent par 
le point conique. Il reste donc 


e(u+1)— 2y — 3z 
génératrices simples du cône tangent dont u + 2 points d'intersection avec 
la surface coincident avec le point. cofique. Nous les appelons les tan- 
gentes principales. Ayant désigné (voir le n° 1.) la classe du cône 
tangent par v, et les nombres de ses génératrices doubles et station- 
uaires qui ne sout pas taugentes à la courbe double et cuspidale, par 
n et €, et ayant posé (voir les formules (2) et (3) du n° 3.) 


v + 2 set 36—=7%, 
nous aurons pour le nombre des tangentes principales l'expression plus 
simple: 
2u+ x. 


Les y et les & génératrices singulières ne reucontreut en general 
la surface queu m + 1 points coïncidents; car uu nouveau point double 
ou stationnaire d'une courbe d'un systeme n'est pas en général point 
d'intersection de la courbe avec la courbe consécutive du systeme*). 


öl. Sections planes. Connaissant les nombres des intersections 
confondues des différentes droites passant par un point conique, on 
trouve sans difficulté les propriétés des différentes sections planes pas- 
sant par lui: 

Une section plane passant par un point conique (u-tuple) y aura 
en général un point u-tuple à branches distinctes. Si le plan de section 
est tangent au cône tangent, ou passe par une des n génératrices doubles, 
ou des & génératrices slationnaires, deux branches réunies formeront un 
point stationnaire. Si le plan satisfait à deux des conditions nommées 
la même réunion de deux branches aura lieu deux fois. Si le plan de 


ee —— 


*) Comparer aux propriétés de la tangente singulière en un point biplanaire. 
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section est un des plans tangents stationnaires du cône tangent, où un 
plan tangent à lui le long d'une des n ou des & génératrices singulières, 
trois branches réunies formeront un point triple à une seule tangente — 


. . . Ld La » ] 2 . . 
ou bien, une singularité représentée par Fe 2 Si le plan de section 
3 


passe par une des 2u +r langentes principales, une des branches de la 
section fera une inflexion au point conique. Si le plan est tangent au 
cône le long d'une tangente principale, ou à une des y branches de la 
courbe double, deux des u branches de la section seront tangentes l'une 
à l'autre sans se réunir. Le contact sera, dans le dernier cas, du se- 
cond ordre si le plan est osculateur à la courbe double. Si le plan est 
tangent à une des z branches de la courbe cuspidale, deux branches ré- 
unies de la section formeront un point de rebroussement de second espèce. 
S'il est osculateur à la courbe cuspidale, deux branches distinctes auront 
entre elles un contact du troisième ordre. Si le plan de section est 
tangent au cône tangent le long d’une des y tangentes à la courbe double, 
trois des u branches de la section, dont les deux se réunissent et forment 
un point stationnaire, auront la même tangente; cette singularité a les 


équivalents a A + Si le plan est tangent au cône tangent le long 


? 
d'une des z tangentes à la courbe cuspidale, trois branches de la section 


se réuniront et formeront une branche triple à une seule tangente qui a 
avec elle cinq intersections confondues; cette branche qu'on peut repré- 


senter par une serie, de la forme y = ax +... a pour équivalents 
2,2 
ee sd F 4 
plückériens a à 


52. Cône circonscrit ayant pour sommet un point quelconque P de 
l'espace: Dans le point u-tuple de la section d'un plan passant par le 
point conique C se confondent y des b points doubles et z des c points 
stationnaires de la section. Elle est donc de la classe 


a—uu—1)+2y+3z. s 
Il en résulte que 
| u(u—1)— 2y — 3z =x 
des génératrices d'intersection du plan avec le cône circonserit coïnci- 
dent avec la droite PC, qui devient ainsi génératrice x-tuple du cône 
circonscrit. 

Les plans tangents au cône le long de cette génératrice sont: 
1° les » plans tangents au cône tangent qui passent par CP, 2 les 
plans joignant CP aux n génératrices doubles, et 3° les plans joignant 
CP aux $ génératrices cuspidales du cône tangent; car chacun de ces 
plans contient x + 1 génératrices coïncidantes du cône. x étant égal 
à v + 27 + 36, il faut que les trois classes de plans tangents soient 
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tangents respectivement à des nappes simples, doubles et triples du 
cône circonserit. 


La droite qui joint le point conique C au sommet d'un cône cir- 
conscrit est génératrice x-tuple de ce cóne: les.v plans par cette droite 
qui sont tangents au cône tangent en C sont tangents à des nappes simples 
du cône circonscrit, les plans passant par les n génératrices doubles, à 
des nappes doubles formant des génératrices stationnaires, et les plans 
passant par les & génératrices stationnaires, à des nappes triples dont la 

> 9 RER Fi 1,2 
singularité est représentée par les équivalents G 0)" - 
On voit que l 


—i c =l -1 
N. 20m + 8064 Hong ED + 
génératrices doubles et 
n + 26 
génératrices stationnaires du cône circonscrit coïncident avec la droite PC. 
C étant un point y-tuple de la courbe double et un point z-tuple 


de la courbe cuspidale, on voit que BE) et 26 génératrices 


doubles des cônes projetant ces courbes, et yz, xy et xz de leurs bc, 
ab et ac génératrices d'intersection, entre eux, et avec le cône circon- 
scrit, coïncident avec la droite PC. 

Remarquaut encore qu'une génératrice de l'un de ces trois cônes 
qui fait avec PC un angle infiniment petit du premier ordre, a u — 2 
points d'intersection avec la surface qui se trouvent à des distances in- 
finiment petites du premier ordre du point de contact avec la surface 
ou du point d'intersection avec la courbe singulière projetée, et qui ont 
entre eux des distances du même ordre, nous voyons que 


z(u—2) »  y(u—2) ,  2(u—2), 
r(u—2)(u—3),  y(u—2)(u—3), z(u—?2)(u— 3) 
des coïncidences dont les nombres sont indiqués par les premiers 
membres des équations (13), (14), (15) et (16), (17), (18) du n° 3, 
ont lieu au point conique C. (Voir la démonstration de ces formules 
dans le n° 6.) 

Ces différentes remarques démontrent complètement l'influence d'un 
point conique aux formules (13), (14), (15), (16), (17), (18). Le terme 
&[2(u—3)] de l'équation (22") dans le n° 8. s'explique d'une manière 
analogue. On comprend aussi que l'équation (20") doit contenir v, 7 
et &; mais les coëfficients de n et ¢ en Z(v+4n+76) sont plus dif- 
ficiles à déterminer directement. 


53. Cône circonscrit ayant pour sommet un point P du cône tan- 
gent en un point conique C. Le cône ne se décompose pas. La droite 
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PC devient génératrice (x+ 1)-tuple. x—2 des plans tangents le long 
d'elle (les plans tangents aux y nappes doubles étant comptés pour 
deux, les plans tangents aux £ nappes triples, pour trois) se détermi- 
nent comme dans le n° précédent: il faut done que le plan tangent au 
cône tangent le long de CP soit tangent à une nappe triple du cône 
tangent. Ce plan contient x +2 génératrices coïncidentes du cône 
circonserit, et, par conséquent, x + 2 — (x — 2) ou quatre génératrices 
de la nouvelle nappe triple. La singularité de celle-ci est donc repré- 


a 1% 

sentée par i 
? 

Deux des v plans tangents au cône tangent coincidant avec le 
plan tangent à la nouvelle nappe triple, celle-ci remplace deux nappes 
simples d'un cône circonserit à sommet quelconque. Nous voyons donc 
que dans le cas actuel z—2 génératrices doubles et deux génératrices 
stationnaires viennent se joindre à celles qui coïncident ordinairement 
avec la droite menée du sommet du cône circonscrit au point conique. 


54. Cône circonscrit ayant pour sommet un point conique C. La 
classe d'une section plane passant par C étant égale à a—z, on peut 
y mener a— x — 2 tangentes qui passent par le point -tuple C sans 
avoir ce point pour point de contact. On aura donc 


a4 =a — 2p — T. 


Ce résultat s'explique aussi par la considération d'un cône circon- 
scrit dont le sommet P, mobile sur une courbe quelconque passant 
par C, vient coïncider avec C. Ce cône se décompose, si l'on le re- 
garde comme lieu de ses génératrices, en les parties suivantes: 1° le 
cône tangent d'ordre u, pris deux fois; 2° les v plans tangents au cône 
tangent qui passent par la position limite de C P; 3° les y plans qui 
joignent cette position limite aux n génératrices doubles, pris deux fois; 
4° les € plans que la joignent aux ¢ génératrices stationnaires, pris 
trois fois; et 5° le cône résidu d'ordre a. Ces différentes parties com- 
posent le cône circonscrit total au sommet C. 

A l'exception des génératrices qui établissent pour un sommet P 
infiniment voisin de C, la connexion de ces différentes parties du cône 
circonscrit, leurs génératrices d'intersection appartiennent aux Ô—0, 
génératrices doubles du cône total qui ne sont pas génératrices donbles 
du cône résidu. 

La connexion du cône tangent avec le còne résidu s'établit par les 
génératrices de celui-ci dont les points de contact coïncident avec le 
point conique C. Ces génératrices ont u+-2 intersections confondues 
en C, sans que les deux intersections nouvelles appartiennent à la 
courbe double ou cuspidale: elles sont donc les 2u+.r tangentes prin- 
cipales. La section faite à la surface par le plan tangent au cône 
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tangent le long d'une tangente principale, n'est, selon le n° 51., que 
de la classe a — x — 2; il en résulte, que ce plan ne coutient que 
a—x—2u—2 génératrices du cône résidu dont les points de contact 
sont différents de C. Les deux autres coïncident avec la tangente prin- 
cipale; le cone résidu est donc tangent au cône tangent le long des 
Qu + x tangentes principales*). Il reste 


u(a—2u—x) — 2(2u+2) 
génératrices d’intersection des deux cônes: avec chacune d'elles coïnci- 
dent — à cause de la duplicité du cône tangent regardé comme partie 
du cône eirconserit total — deux des à — ð, génératrices doubles du 
cône total qui n’appartiennent pas au cône résidu. 

La connexion du cône tangent avec les » plans simples, les n 
plans doubles et les ¢ plans triples se fait évidemment par les v gé- 
nératrices de contact et par les y et & génératrices singulières du cône 
tangent. Chacun des plans rencontre le cône tangent en u—% autres 
génératrices. Ayant égard aux degrés de multiplicité du cône tangent 
et des plans, on trouve ainsi 2(u —2)x génératrices doubles apparte- 
nant au nombre — ò. 

Les plans dont nous venons de parler n’ont aucune connexion ni 
avec le cône résidu ni entre eux. Nous trouvons ainsi les termes sui- 
vants de la différence Ô — 0; : 


(a2) + PE + Bun Hang HN Hong N. 


On voit de mème que quatre des d—6, er tes doubles qui an 
partiennent pas au cöne résidu coïncident avec chacune des y tangentes 
en C à la courbe double. On doit encore attendre d'en trouver qui 
coincident avec les z tangentes à la courbe cuspidale. Nous verrons 
aussi que la différence à — d, contient le terme 32; nous commencerons 
par y introduire le terme 

(3+2)z, 


oü Z est un nombre entier encore inconnu. 


e 


Pour trouver si le nombre Ô — ò, contient d'autres termes que ceux 
que nous avons déjà déterminés, nous remarquerons que toutes les 
droites dont à — ô, indique le nombre, doivent appartenir à l'une ou 
l'autre des deux classes suivantes. 

La première classe contient les positions limites des génératrices 
doubles d'un cône circonscrit au sommet P qui coïncident avec PC. 
Si le sommet P vient coïncider avec C, aucune de ces génératrices 
n’appartiendra en général, au cône résidu. Leur nombre (voir le n° 52.) 


*) La même chose résulte aussi des considérations au moyen desquelles nous 
avons trouvé le nombre des tangentes principales (n° 50). 
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fait at en entier partie de ae Nous avons déjà rendu compte 
de tous ces termes à l'exception de &, qu'il faut ajouter aux termes de 
d—0, déjà trouvés. 

La seconde classe contient des positions limites de tangentes doubles 
passant par P. Il est évident qu'une droite d'un des v, 7 ou § plans 
qui font partie du cône total n'appartient pas à ce nombre, à moins 
qu'elle ne soit en même temps génératrice d'une autre partie du cône 
eirconserit total. Ayant déjà rendu compte de toutes les intersections 
de ces plans entre eux et avec le cône résidu, nous n'aurons besoin de 
chercher que les tangentes doubles qui sont génératrices du cône tan- 
gent. Chacune de celles-ci sera tangente en C à une ou plusieurs des 
branches du point u-tuple d’une section plane quelconque de la surface 
passant par elle. Si son autre contact a lieu en un point différent de 
C, ou s’il résulte d'un „sommet“ formé par les autres branches du point 
multiple, elle appartiendra à un des nombres a (a — 2u — 2)—2(2u-+r) 
où (u—2)x, dont nous avons déjà rendu compte. Les seuls cas qui 
nous restent à discuter sont donc les deux suivants: 1° celui où une 
droite par C aurait un contact quatreponctuel avec une branche simple 
des sections planes passant par elle, et 2° celui oü elle serait tangente 
à deux branches — distinctes ou formant un point de rebroussement 
de seconde espèce — de ces sections. Le premier de ces cas est en 
général impossible, parce qu'alors la droite aurait u + 3 intersections 
confondues en C; l'autre aura lieu seulement si la droite est une des 
y et z tangentes à la courbe double et à la courbe cuspidale, dont nous 
avons déjà rendu compte. Cette seconde classe n’amene donc aucun 
terme du nombre d—6, dont nous n'avons pas rendu compte déjà. 


Nous aurons ainsi 
ð, = 0 — 2 [u (a — 2p — z) — 2(2u+x)] — 2(u—2)x 
— z(a —2h a) — P= — 2p Ing at) ent 


pi) 5-9 — (3+2). d 


On trouve la classe n, du cône résidu, qui est le nombre des plans 
passant par une droite par C et tangents à la surface en des points 
différents de C, en regardant un autre point P de cette droite comme 
sommet d'un cône circonscrit. Alors les théorèmes démontrés dans le 
n° 52. nous montrent que 


n =n — 2v — 37 — Af. 


Le cône circonscrit total, regardé comme enveloppe de ses plans 
tangents, s'est décomposé en les parties suivantes: 1° le cône tangent, 
Mathematische Annalen. X. 33 d 
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pris deux fois; 2° les n génératrices doubles, prises trois fois; 3° les & 
génératrices stationnaires, prises quatre fois; et 4° le cône résidu. 
Connaissant des expressions des trois nombres plückeriens a,, 6, 
et n; du cône résidu, on peut en déduire des expressions des autres. 
En réduisant l'expression de b,’ au moyen des équations plückériennes 
appliquées au cône tangent et à un cône eirconserit à un sommet quel- 
conque (formules (3), (4), (5) et (6), (T), (8) du n° 3.), on trouve 


bi = V — 2 [v(n—2 v — 3—4 $) — 2(2u42)] l 
— (39440 (n —2v—3q—4t) — 6n(v—4) — BE = 3) 


9 aa _ 1295162 _ 4u 30 — 109-9 — Ze 


On déduit, sans difficulté, les termes du second membre de cette équa- 
tion, à l'exception des quatre derniers, de la décomposition du cône 
circonscrit total regardé comme enveloppe: ils indiquent les nombres 
des plans tangents communes à deux parties de ce cône, qui n’établis- 
sent pas des connexions de ces parties, — et des plans tangents doubles 
du cône tangent — multipliés par les produits des nombres qui indi- 
quent les degrés de multiplicité des parties respectives du cöne*). On 
trouve aussi sans difficulté que la différence b'— b’ doit contenir des 
termes qui sont des multiples de v, 7 et £, et nous verrons même, 
dans ce qui suit, des explications de la signification de leurs coeffi- 
cients. Mais le plan tangent au cône tangent le long d'une des z 
tangentes à la courbe cuspidale n’est qu'un plan tangent simple de la 
surface**), et il n'existe pas d'autres plans tangents doubles du cône 
total, perdus par le cône résidu, dont le nombre est toujours égal à z 
(ou à un polynome composé de z, v, n, &). On voit donc que le co- 
efficient Z est égal à zéro. 

Nous avons donc démontré que 
a, = a — 2u — T, 
n =n — 2v — 37 — 46, 
ð, = 8 —2{u(a—2u—x) — 2(2u+2)] — 2 (u — 2) 1 

— s(a—2p =a) — "EI 2v — 3 —4 10D Gng 


Es ML g — 4y — 3z, 


*) Comparer au n° 62, 


**) En effet, la section qu'il fait, ayant deux points doubles et deux points 
stationnaires au lieu de trois points doubles et un point stationnaire d'une autre 
section par C, est de la classe a— x —1 de mêmo que les sections faites par les 
autres plans tangents au cône tangent. Il est donc plan tangent simple d'un 
cône circonscrit ayant pour sommet un quelconque de ses points. 
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bb’ — ((2v+3n +49) (n"—2v— 39 —4f) — 4 (2u + 2)] 
— Gry(v—4) — 8 (vr — 3) — 9 az: A =) 
— 4u — 3v — 107 — 96. ý 

xı = x — 2z —3(2p +2) — 3v — Tq — 118, 

ec — 2v — 3 (2u +r) — 107 — 126. 


Nous verrons dans ce qui suit les explications qes différents termes 
de c") 


XL. 
Points coniques (Suite). 


85. Propriétés ayant rapport aux 2u + x tangentes principales. 
La section faite à la surface par le plan tangent au cône tangent en 
un point conique C le long d'une tangente principale, a, selon le n° 51., 
un nouveau point double coïncidant avec le point conique: elle n’est 
donc que de la classe a—x—2. Il en résulte que x +2 des droites 
d’intersection de ce plan avec un cône circonscrit dont le sommet P 
se trouve sur lui coïncident avec la génératrice z-tuple PC de ce cône, 
N’etant tangent qu'à une seule des x nappes de ce cône, il la ren- 
contre en trois génératrices coincidentes, ou bien, il en est un plan 
tangent stationnaire. Il sera donc un plan tangent simple de lenve- 
loppe des plans tangents stationnaires, mais non pas tangent à la dé- 
veloppable bitangente. 

On voit donc pourquoi, dans les formules trouvées dans le n° pré- 
cédent, c’—c;, mais non pas b’—b;, contient un terme 2u+x. Le 
coëfficient trois de ce terme dans l'expression de © — c, nous montre 
que le point d’osculation du plan qui nous occupe, avec l'arête de re- 
broussement de l'enveloppe des plans tangents stationnaires, se trouve 
en C. Sa génératrice de contact avec cette enveloppe doit être la 
tangente principale, parceque celle-ci est tangente d'inflexion de toute 
section plane passant par elle. On le voit aussi en considérant le cône 
circonscrit qui a pour sommet un point T.de cette droite. On prouve, 
par les mêmes procédés que nous avons employés dans le n° 53., que 
ce cône a la droite TC pour génératrice (x42)-tuple: deux des v 
nappes simples d'un cône circonscrit ordinaire qui passent par C sont 
remplacées par un assemblage quadruple de nappes**) tangentes entre 


—— 


*) Dans le tome 78 p. 339 des Comptes rendus de l’Académie des Sciences 
j'ai appliqué l'expression, prouvée ici, de x, à la déduction du nombre des points 
stationnaires de l'enveloppe des courbes d'un système donné. La démonstration 
actuelle complète celle des résultats que j'ai indiqués à l'endroit cité. 

**) Nous désignons par cette expression un groupe de 1—4 branches dont 
les degrés de multiplicité font la somme quatre, 


33° 


516 H. G. Zrutarn. 


elles, qui rencontrent leur plan tangent en six génératrices coïncidan- 
tes. Cet assemblage a pour équivalents (5 3); car, le plan tangent 
J 


étant plan tangent stationnaire, mais non pas double, de la surface, 
ce groupe d'équivalents est le seul de ceux que nous avons nommés 
dans le n° 38., qui reste possible. — On voit que 22—2 génératrices 
doubles et quatre génératrices stationnaires se sont jointes à celles qui 
coïncident ordinairement avec la droite projetant le point conique C. 

Pour chaque taugente principale, une coïncidence d'un point de 
la courbe parabolique avec le point correspondant de l’arete de re- 
broussement de l'enveloppe des plans, tangents stationnaires, a lieu au 
point conique. En considérant un cône circonserit dont le sommet est 
infiniment voisin du plan tangent au cône tangent le long d'une tan- 
gente principale, on voit que cette coïncidence compte seulement pour 
une dans la formule (19). (Comparer au n° 19.) Voilà pourquoi le 
second membre de l'équation (19) contient le nombre (2u+x). On prouve 
au moyen du mème cône circonserit que la courbe parabolique a un 
contact du premier ordre avec toute tangente principale en C, et que 
le plan tangent au cône tangent le long de cette droite y est oscu- 
lateur. 

Le plan tangent au cône tangent en un point conique le long d'une 
tangente principale, est tangent, le long de la méme droite, à l'enveloppe 
des plans tangents stationnaires. Le point correspondant de l'arite de 
rebroussement de cette développable se trouve au point conique. La branche 
correspondante de la courbe parabolique est, au même point, tangente à 
la tangente principale, et a le plan tangent au cône tangent pour plan 
osculateur. 


56. Proprictés ayant rapport aux v plans tangents stationnaires 
du cône tangent. Nous designerons par les noms de „plan v“ et de 
„droite v“ un plan tangent stationnaire du cône tangent et sa généra- 
trice de contact. De mème nous désignerons, dans ce qui suit, par les 
notations de „droite n“ et de „plan n“ une des n génératrices doubles 
du cône tangent qui ne sont pas tangentes à la courbe double, et un 
des deux plans tangents au cône tangent le long d'elle, et par les no- 
tations de „droite 6“ et „plan 6“, une des & génératrices stationnaires 
du cône tangent qui ne sont pas tangentes à la courbe stationnaire, et 
le plan tangent au cône tangent le long d'elle. — i 

Si l'on prend pour sommet d'un cône circonserit un point P d'un 
plan v, deux des v nappes simples de ce còne qui passent par PC 
coineident et sont tangentes au plan v. Dans la section faite par 


e e — 1 e 
celui-ci, deux des Bu 1h point doubles confondus en C sont rem- 


placés, selon le n° 51., par des points stationnaires: elle est done de la 
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classe a—x—2. Le plan v rencontre donc les deux nappes auxquelles 
il est tangent en quatre génératrices coïncidentes. 


Celà prouvé, la supposition la plus simple serait que ces nappes 
fussent distinctes, et que chacune reuconträt le plan v en deux généra- 
trices coïncidentes. Alors toutes les deux génératrices d'intersection 
des deux nappes appartiendraient aux à génératrices doubles du cône 
eirconserit, et le nombre de génératrices doubles coïncidant avec PC 
dépasserait d’une unité le nombre ordinaire, trouvé dans le n° 52., ce 
qui est impossible; car la droite PC, qui rencontre une des nappes 
du cône tangent en trois points coincidents et les autres en un seul 
point, ne peut être position limite d'une tangente double de la surface. 
Il faut donc qu'une de ces deux génératrices du cône circonscrit soit, 
au lieu de double, une génératrice stationnaire*). Alors les deux nappes 
forment une nappe double dont les sections planes ont des points de 
rebroussement de seconde espèce, et un plan tangent double et un plan 
tangent stationnaire du cône circonscrit coincident avec le plan v. 


Un plan v est donc premièrement tangent à la développable bitangente 
de la surface. La génératrice de contact, devant rencontrer une nappe 
de la surface en quatre points coineidents,' coïncide avec la tangente 
à la branche triple de la section faite par le plan v, ou bien avec la 
droite v. On peut aussi prouver d’une autre manière que cette droite 
est génératrice de contact avec la développable bitangente, en preuant 
un de ses points 7 pour sommet d'un cône circonscrit. Ce cône a la 
droite TC pour génératrice (x+ 1)-tuple: trois des v nappes simples 
d'un cône circonscrit ordinaire qui passent par C sont remplacées par 
un assemblage quadruple de nappes tangentes au plan v, qui les ren- 
contre en six génératrices coïncidantes. Le seul des quatre groupes 
d'équivalents indiqués dans le n° 38. qui reste possible pour cet assem- 
blage est H 1 de façon que deux des b plans tangents doubles du 

er 
cône circonscrit coincident avec le plan v. Nous voyons en même 
temps que x—1 génératrices doubles et trois génératrices stationnaires 
se sont jointes à celles qui coïncident ‘ordinairement avec la droite 
projetant le point conique C. — Le coëfficient 3 du terme v de lex- 
pression de b’— b’ trouvée dans le n° 54., nous montre que le point 
Woseulation d'un plan v avec l’arète de rebroussement de la dévelop- 
pable bitangente, se trouve au point conique ©. — La droite v est 


*) Comparer à la seconde note du n° 19. — Dans le cas actuel les coëéff- 
cients des termes v dans les expressions de bj’ et c, trouvées dans le n° 54 nous 
montrent que les deux nappes partielles n'ont pas uu contact supérieur à }, ou 
bien qu'une seule génératrice stationnaire s'est jointe à celles qui coïncident or- 
dinairement avec P C; 
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tangente à la courbe de contact de la développable bitangente. En 
considérant un cône dont le sommet est infiniment voisin du plan v, 
on peut démontrer que les deux points de contact de la génératrice de 
la développable bitangente qui fait avec la droite v un angle infiniment 
petit du premier ordre ont entre eux, et du point conique C, des 


distances d'ordre Zn. Il en résulte que la branche de la courbe de 


contact qui est tangente à la droite v est triple: un plan quelconque 
par cette droite la rencontre en quatre points coïncidants, le plan v, 
en six; un point double et deux points stationnaires sont réunis en C. 
Ces propriétés de la courbe de contact de la développable bitangente 
expliquent le coëfficient 3 du terme 3v’ de l'équation (21) dans le n° 4. 
` — qu'on déduit des équations du n° 3. — ou plutôt le même coëffi- 
cient du terme 3v de l'équation réciproque à (21). 

Un plan v est aussi tangent à l'enveloppe des plans stationnaires 
de la surface. Les propriétés trouvées du cône circonscrit ayant pour 
sommet un point 7' de la droite v, nous montrent que cette droite 
n'est pas génératrice de contact avec l'enveloppe des plans tangents 
stationnaires. On sait aussi que cette dernière génératrice de contact 
n’a besoin de rencontrer une nappe de la surface qu’en trois points co- 
ïncidants. Si l'on prend un point de cette dernière droite pour som- 
met, deux nappes du cône circonscrit auront entre elles un contact du 
troisième ordre, deux génératrices stationnaires s'étant jointes à celles 
qui passent ordinairement par C. — Le coëfficient 2 de v dans lex- 
pression de ¢'— c, trouvée dans le n° 54. nous montre que le point 
d'osculation du plau v avec l'arête de rebroussement de l'enveloppe des 
plans tangents stationnaires ne se trouve pas en C. On voit la même 
chose en observant que la branche correspondante de la courbe para- 
bolique, devant rester sur la surface, a pour tangente la droite v, qui 
est différente de la génératrice de l'enveloppe des plans tangents sta- 
tionnaires. Les propriétés d'un cône ayant pour sommet un point quel- 
conque du plan v montrent, que ce plan n’est pas osculateur à la 
branche de la courbe parabolique dont nous venons de parler. 


Un plan tangent stationnaire du cône tangent en un point conique 
(un plan v), est plan tangent simple de la développable bitangente et de 
l'enveloppe des plans tangents stationnaires de la surface. Sa généra- 
trice de contact avee le cône tangent (la droite v), est aussi génératrice 
de contact avcc la developpable bitangente (mais non pas avec l'enveloppe 
des plans tangents stationnaires), et le point conique se trouve sur la 
branche correspondante de l'aréle de rebroussement de la développable bi- 


+) Comparer à la p. 39 (323) de mon mémoire déjà cité sur les systèmes de 
courbes planes. 
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tangente (mais non pas sur celle de laröte de rebroussement de l'autre 
developpable). La branche correspondante de la courbe de contact de la 
developpable bitangente est triple et tangente a la droite v: un plan quel- 
conque par cette droite la rencontre en quatre points coïncidants, le plan 
v, en six; elle a un point double et deux points stationnaires réunis au 
point conique. La branche correspondante de la courbe parabolique est 
aussi tangente à la droite v, mais elle n’a pas le plan v pour plan oscu- 
lateur. 
57. Cône circonscrit ayant pour sommet un point P d'un „plan n“*). 
Le cône ne se décompose pas, et le degré de multiplicité de sa géné- 
ratrice singulière PC reste égal à x. Mais une des v nappes simples 
passant par ceite droite coïncide avec une des y nappes doubles. Le 
plan y a avec le cône x +2 intersections confondues en PC; cinq 
d’entre elles doivent appartenir à l'assemblage triple que nous venons 
de trouver. Cet assemblage ne peut être décomposable de nouveau 
en une nappe simple et une nappe double, formant une génératrice 
stationnaire; car alors ses équivalents auraient les valeurs de 6 o 
et le plan 7 ne serait pas plan tangent stationnaire de la surface, con- 
trairement à l'expression de c,’ dans le n° 54., où le coëfficient — 10 
“de n exprime que 107 des ¢ plans tangents stationnaires qui passent 
par le point conique C coincident avec les plans 7, cinq avec chacun. 
Il faut donc que l'assemblage soit formé d'une seule nappe triple, dont 


une section plane est représentée par une série de la forme y=az) +, 
£, a 
Late 
Nous voyons done que le plan n est plan tangent simple, soit de la dé- 
veloppable bitangente, soit de l'enveloppe des plans tangents stationnaires. 
On voit en même temps qu'une nouvelle génératrice stationnaire du 
cône circonscrit est venue se joindre aux (7+26£) qui coincident ordi- 
nairement avec PC; car la nappe double et simple qui se sont con- 
fondues forment ordinairement deux génératrices doubles et une géné- 
ratrice simple**). 
58. Cône circonserit ayant pour sommet un point T d'une droite n. 
On voit sans difficulté par des considérations infinitesimales qu'une 


et dont les équivalents ont, par conséquent, les valeurs de ( 


-= 


*) Sur la signification de cette notation, voir au commencement du n° pré- 
cédent. 

**) L'impossibilité des équivalents Ge: 3 résulte aussi do la réflexion que la 

’ 

droite PC, qui rencontre une nappe du cône tangent en trois points, les autres 
en un seul, ne peut étre position limite d’une tangente double. Il est donc im- 
possible qu’une nouvelle génératrice double du cône circonscrit se soit jointe à 
celles qui coïncident ordinairement avec PC. 
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droite ņ est génératrice de contact de chacun des deux plans y qui 
passent par elle, non seulement avec la developpable bitangente, mais 
aussi avec l'enveloppe des plans tangents stationnaires; mais le moyen 
le plus commode d’etudier les propriétés de cette génératrice est de 
discuter un cône circonserit ayant un de ses points T pour sommet. 

L'ordre a, = a, et la classe n; = n — 1, du cône résidu se trou- 
vent par les procédés ordinaires. 

On déduit des propriétés, trouvées dans le n° 51., des sections 
planes passant par le point conique C, qu'un plan quelconque passant 
par TC a x+2 intersections avec le cône circonscrit réunies en TC, 
et chacun des deux plans 7 passant par elle, +3. Aux assemblages 
de nappes tangentes à ces deux plans appartiennent 4 des v nappes 
simples et une des y nappes doubles d'un cône circonscrit ordinaire. 
On voit donc que le degré de multiplicité de chacun est égal à 


, @+2-@-1-2]=4. 


Ne rencontrant son plau taugent qu'en ciuq génératrices coïncidentes, 
chacun de ces assemblages quadruples est formé d’une seule nappe 
pe 3, 3 
quadruple ayant pour équivalents C 4 - 
3 . 

On voit donc qu'aucun des plans tangeuts doubles ou stationnaires 
de la surface qui passent par la droite 7, n’est plan tangent double 
ou stationnaire du cône résidu. 

Les plaus tangents doubles de la surface qui passent par la droite 
n sont 1° les*) 


n—1—-2.5—2(v—4)—3(n—1)—-4$f=n—2v— 37 —46 


plans passant par la droite y et tangents à la surface en des points 
différents de C; 2° 
2(v — 4) + 3(n—1) + 46 

plans tangents, le-long de TC, à d'autres nappes du cône circonserit 
(voir le n° 52.); 3° un nombre inconnu 2 X de plans coïncidant avec 
les deux plans y. Les propriétés du cône circonserit au sommet C 
(n° 54.), ou celles des sections planes par la droite 7, montrent qu'il 
n'en existe pas d'autres. — On voit de même qu'un plan tangent sta- 
tionnaire qui passe par la droite y doit coïncider avec l'un ou l'autre 
des deux plans 7. Nous désignerons par 2 Y le nombre de plans tan- 
gents stationnaires à la surface passant par 7° qui coïncident avec l’un 
ou l'autre de ces deux plans. On trouve ainsi 


*) La première expression résulte immédiatement des discussions faites dans 
le n° présent, la seconde, des propriétés, trouvées dans le n° 64., du cône circon- 
scrit au sommet C, | 
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bi = b — ("— 2v —3q — 4$) — 2(v— 4) — 3(n—1) — 46 — 2 X, 
=c—2Y, 
où X et Y sont des nombres entiers et positifs. 
En appliquant la deuxième relation plückérienne à ces expressions 
et aux valeurs déjà trouvées de a, et n,, on trouve 
2X +3 Y == 10, 
d'où X = Y=2. On voit ainsi qu'une droite n est génératrice simple 
de chacune des deux nappes de la développable bitangente, et de chacune 
des deux nappes de l'enveloppe des plans tangents stationnaires, qui pas- 
sent par elle. 
Les nombres plückeriens du cône résidu auront les valeurs sui- 
vantes: 
sa a=a, =0<+2, x= x— 1, 
n=n—l, b=b-n+T gJec—4. 


On trouve sans difficulté que 2(r—3) génératrices doubles et 6 géné- 
ratrices stationnaires — dont l'une s'est transformée en deux généra- 
trices doubles — sont venues se joindre à celles qui coincident ordi- 
nairement avec la droite projetant le point conique. — 

Avec chacun des plans n coincident, selon le n° 54., cinq des Ù 
plans tangents doubles, et cinq des c plans tangents stationnuires, 
qui passent par le point conique C. Il en résulte que C est point 
triple, à une seule tangente, des branches des arêtes de rebroussement de 
la developpable bitangente, ct de l'enveloppe des plans tangents station- 
naires, qui ont les plans n pour plans osculateurs. 

Au lieu de discuter ici les branches de la courbe de contact de 
la développable bitangente, et de la courbe parabolique qui sont tan- 
gentes aux droites y, et de déduire ici les coëfficients du terme 7 dans 
les équations (19) et (21°) [réciproque à (21)], nous ferons dans les 
n° 64.—66. la discussion et les déductions réciproques, qui nous sem- 
blent plus commodes*). 


99. Cône circonscrit ayant pour sommet un point P d'un plan £. 
Le cône ne se décompose pas, et le degré de multiplicité de sa géné- 
ratrice PC reste égal à x. Mais une des v nappes simples passant 
par cette droite coïncide avec une des £ nappes triples. Le plan ¢ a 
avec le côue x + 2 intersections confondues en PC; six d'entre elles 
doivent appartenir à l'assemblage quadruple que nous venons de trou- 
ver. L’assermblage ne peut ètre représenté par aucune des quatre 

*) Les opérations qui se correspondent par le principe de dualité reposent, 


en réalité, sur les mêmes raisonnements; mais à cause du développement du 
langage géométrique et de l'habitude, l'une péut être plus commode que l'autre. 
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groupes d'équivalents qu'on a obtenus dans le n° 38. par la substitution 
de q = 3 dans les expressions générales des équivalents; car 1° les 
expressions de b; et de c, dans le n° 54. nous montrent que le plan 
& est à la fois plan tangent double et plan tangent stationnaire de la 
surface, et 2°, la droite PC n’etant pas position limite d’une tangente 
double de la surface, le nombre de generatrices doubles formees par 
les nappes confondues, doit avoir sa valeur ordinaire; il est donc egal 
à quatre. Il faut donc essayer d'obtenir cette valeur du premier équi- 
valent, en attribtant, dans les expressions générales des équivalents *) 


Er 242a 
q— 3a, 2a 


Garte 3 +28 
q— 1—38, 1428 


à q la valeur de 4. On l'obtient pour g = 4, œ = 1. Alors les équi- 


jb q>2, 0Za<--, 
ou 
), 2>2, 028<!5t, ». 


valents auront les valeurs de 3 , ce qui montre qu'un plan & est 
3 


plan tangent simple de la développable bitangente et plan tangent double 
de l'enveloppe des plans tangents stationnaires. 

On voit en mème temps que deux nouvelles génératrices station- 
naires du cône circonscrit sont venues se joindre aux y + 2£, qui co- 
incident ordinairement avec PC. 


Les valeurs trouvées des équivalents montrent que l'assemblage 
est formé de deux nappes doubles formant des génératrices stationnai- 
res, et se rencontrant, l’une l'autre, en 7 génératrices coïncidantes. 

Il est évident que le contact du plan & avec la developpable bi- 
tangente doit avoir lieu le long de la droite ¢ qui est la seule droite 
qui rencontre la branche singuliere de la section faite par le plan & 
en quatre points coincidants; mais il reste possible — et nous verrons 
(n° 60.) que cela a lieu en réalité — qu'une génératrice de contact avec 
l'enveloppe des plans tangents stationnaires est différente de la droite ¢. 
Si le sommet P du cône circonscrit se trouve sur une génératrice de 
contact différente de la droite &, l'assemblage quadruple de nappes aura 

F 
pour équivalents + A + Ces valeurs sont, pour q = 5, B— 1, com- 
’ 
prises au second des groupes d'expressions générales que nous venons 
de citer. L’assemblage est alors formé d'une seule nappe quadruple, 
dont une section plane est représentée par une série de la forme 


y = al + bat + cui + dat LH... 


*) Voir le n° 6. de mon article sur les singularités des courbes planes. 
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Soit dans ce cas particulier, soit pour une position quelconque du 
sommet P dans le plan & au dehors de la droite £, le plan tangent 
au cône circonscrit qui fait avec le pla & un angle infiniment petit 
du premier ordre, fera avec la droite PC un angle infiuiment petit 
du troisième ordre*), ou bien, il se trouvera à une distance infiniment 
petite du troisième ordre du point conique C. Appliquons cette re- 
marque au cas où le sommet se trouve sur la droite d’intersection du 
plan ¢ avec un plan tangent à l'enveloppe des plans tangents station- 
uaires qui fait avec le plan ¢ un angle infiniment petit du premier 
ordre, et qui appartient à la nappe de cette enveloppe dont la géné- 
ratrice de contact avec le plan & est différente de la droite ¢ Alors 
on voit que ce nouveau plan tangent stationnaire se trouve à une 
distance infiniment petite du troisième ordre du point conique C. Le 
poiut C est donc un point simple de l’arête de rebroussement de la 
nappe de l'enveloppe qui nous occupe. 

Le plan ¢ compte pour trois plans tangents à cette nappe qui 
passent par C. Or nous avons vu dans le n° 54. qu'un plan & compte 
pour 12 plans tangents stationnaires passant par C. Il faut donc 
qu'au moins une des deux génératrices de contact coïncide avec le 


plan 6. 


60, Cône circonscrit ayant pour sommet un point T d'une droite $. 
On trouve par les procédés ordinaires a, = a, nj=n#n — 1. Un plan 
quelconque passant par la droite TC qui joint le sommet au point 
conique a x + 2 intersections confondues, le plan £ enax+3. A las- 
semblage de nappes tangentes à ce plan appartiennent trois des v 
nappes simples et une des £ nappes triples d’un cône circonscrit ordi- 


naire. On voit donc que son degré de multiplicité est égal à 
z +2 — («—3—53) —8 
Ne rencontrant son plan tangent qu'en neuf géuératrices coincidentes, 


il est formé d’une seule nappe 8-tuple ayant pour équivalents Fe o) 
? 

On voit donc qu'aucun des plans tangents doubles ou stationnaires de 

la surface qui passent par la droite ¢, n'est plan tangent double ou 

stationnaire du cône résidu. 

Si nous désignons par X et Y les nombres des plans tangents 
doubles et stationnaires de la surface qui passent par T et coincident 
avec le plan ¢, nous trouverons — de la même manière que dans le 
n° 58. — les expressions suivantes des nombres db, et c, appartenant 
au cône résidu: 


a 


*) Voir le n° 6. de l’article cité. 
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b = b — (n—2v — 3q — 4$) — 2(v—3) — 3q — 4(6—1) — X, 

4 = č — Y. n 
Le sommet T se trouvant (seloun le n° précédent) sur la génératrice de 
contact du plan & avec la développable bitangente, et, au moins, sur 
une de ses génératrices de contact avec l'enveloppe des plans tangents 
stationnaires, il faut que X>2, Y>3. La seule solution possible 
de l'équation 

2 X+4+3Y=18, 

qui résulte de l'application de la première équation plückérienne au 
cône résidu, est done X = 3, Y — 4. 

Le dernier de ces résultats admet deux explications différentes: 
1° la droite £ est génératrice simple de toutes les deux nappes de 
l'enveloppe des plans tangents stationnaires qui sont tangentes au plan £, 
ou 2° la droite & est génératrice stationnaire de lune de ces deux 
nappes. (Le cas où elle était génératrice d'une nappe double dont une 
section plane avait un point de rebroussement de seconde espèce serait 
un cas particulier, compris à chacune de ces deux explications.) Or 
si lonu prend la première des deux explications pour base de recherches 
ultérieures et opère de la même manière que nous allons faire en pre- 
nant la seconde pour base, on obtiendra des formules dont l'application 
à des surfaces particulières (celles dont nous nous occuperons dans le 
n° 75.) conduit à des résultats qui se montrent injustes par nos moyens 
de verification*). 11 faut donc rester à la seconde explication, qui sera 
aussi rendue plus claire (dans le n° 65.) par la représentation analy- 
tique de la singularité qui correspond par le principe de dualité à la 
singularité £. 

Avec cette explication, neuf des plans tangents stationnaires de la 
surface qui passent par le point, C appartiendrout, selon le n° précé- 
dent, à la nappe qui a la droite & pour génératrice stationnaire. I 
résulte’ des formules trouvées dans le n° 54, qu'aussi neuf plans tangents 
à la développable bitangente qui :passent par C coïncident avec le 
plan & Ces propriétés des droites et plans ¢ sont exprimées dans 
l'énoncé suivant: 

Une droite & est génératrice stationnaire de la développable bitan- 
gente el de l'enveloppe des plans tangents stationnaires; le plan & est 
langent à ces deux développables le long de cette gencratrice; les points 
correspondants des arctes de rebroussement des deux développables sont 


*) On pourrait peut-etre aussi déduire d'une figure que le nombre des plans, 
tangents à une nappe de l'enveloppe des plans tangents stationnaires tangente au 
plan ¢ le long de la droite £, qui passent par un point de la droite £, est im- 
pair. Alors la première explication se montrerait impossible des à présent. 
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sirtuples*) (à une seule branche) et se trouvent au point conique. — 
Le plan & est encore tangent a l'enveloppe des plans tangents station- 
naires le long d'une autre droite; le point de contact de celle-ci atec 
l'aréte de rebroussement est un point simple de cette courbe qui se trouve 
au point conique. 

En substituant les valeurs trouvées de X et Y dans les expres- 
sions de b, et de c', on trouve que les nombres plückériens du cône 
résidu ont les mêmes valeurs que dans le cas où le sommet se trouvait 
sur une droite n (voir le n° 58.). Les expressions ò =ô + 2 et 


x, = x — 1 qu'on trouve, et les équivalents E 0)’ déjà trouvés, de 
? 


la nappe 8-tuple, qui remplace trois nappes simples et une nappe 
triple, nous montrent que 2(x—3) génératrices doubles et 6 généra- 
trices stationnaires — dont l’une s'est transformée en deux génératri- 
ces doubles — sont venues se joindre à celles qui coïncident ordinaire- 
ment avec la droite projetant le point conique, de même que dans le 
cas où le sommet se trouvait sur une droite 7. 

Quant aux propriétés ultérieures des droites et plans £, nous ren- 
voyons aux n° 64.—67., où nous nous occuperons des propriétés des 
figures réciproques. 


XII. 
Plans tangents le long d'une courbe. 


61. Un plan tangent w’-tuple de la surface est un plan où u’ 
des plans tangents passant par une droite quelconque qui s’y trouve 
coïncident. Si nous supposons que cette définition soit tangentielle, 
le plan contiendra une courbe de la classe u’, la courbe de contact, 
dont les tangentes ont la propriété que w+ 1 des plans tangents pas- 
sant par elles coïncident. Cette courbe, dont nous désignerons l'ordre 
par v’, et à laquelle nous attribuerous y’ et 2° tangentes doubles et 
stationnaires qui sont génératrices de la développable bitangente et de 
l'enveloppe des plans tangents stationnaires, 7° et £’ autres tangentes 
doubles et stationnaires, «’ et v points doubles et stationnaires, peut 
être composée de courbes de classes inférieures; toutefois nous suppo- 
serons qu'il n’y ait pas au nombre de ses parties des points (sommets). 

Les propriétés que nous avons attribuées à notre plan correspondent 


*) Un point d'intersection de n plans tangents consécutifs d'une surface dé- 
veloppable est en général point (n —2)-tuple de son arûte de rebroussement; mais 
si m des plans consécutifs passent par une seule droite, cette génératrice (m—1)- 
tuple fera m — 2 fois partie de l'arête de rebroussement „totale“. Le point sera 
done seulement point (n—m"#)-tuple de l'arête de rebroussement propre. On a dans 
le cas actnel n =9, m = 3. 

% 
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selon le principe de dualité à celles qui servaient à définir un point 
conique, dont la définition est ponctuelle (voir le n° 50.), pendant que 
. eeHe d’un plan tangent le long d'une courbe est tangentielle. On peut 
done déduire, par le principe de dualité, les autres propriétés des plans 
‚tangents le long d’une courbe de celles des points coniques. 

On voit, par exemple, qu'il existe 2u- x tangentes à la courbe 
de contact (z'=v' 4+2 n+ 3¢) qui ont la propriété que u42 des plans 
tangents passant par elles coïncident (n° 50.). Nous appellerons ces 
droites les axes principaux. 


Regardée comme lieu de points, la section faite par le plan tan- 
gent le long d'une courbe est composée de celle-ci prise deux fois, de 
ses 7 tangentes doubles prises trois fois, de ses ¢' tangentes stationnaires 
prises quatre fois, et d’une section résidue d'ordre n— 2» —37—46£. 
Celle-ci est tangente à la courbe de contact aux 2w + x’ points de 
contact avec les axes principaux (n° 54.). 


62. Points de contact avec la courbe double. L'expression de b'— b, 
dans le n° 54. conduit immédiatement à la détermination complète des 
contacts du plan tangent le long d'une courbe avec la courbe double; 
mais pour une partie de ces coutacts les propriétés des branches de 
la courbe double dans le voisinage se présentent d’une manière plus 
palpable que les propriétés réciproques de nappes de la développable 
bitangente. Cela a lieu notamment dans les cas où les branches de 
la courbe double sont formées par l'intersection de deux nappes diffé- 
rentes. Supposons que le plan singulier a en commun avec l’une de 
ces nappes une ligne «-tuple (A), avec l’autre une ligne f-tuple (P), 
« étant >ß: alors un plan dont la distance d'un point d’intersection 
de (A) et (D) est infiniment petite du premier ordre, et qui fait des 
angles finis avec le plan singulier et avec les tangentes aux deux lignes 
(A) et (B), rencontrera la courbe double en $ points, dont les distan- 
ces de la courbe (A) sont infiniment petites du premier ordre, et les 


distances de la courbe (B), infiniment petites de l’ordre + et les 


- distances du plan singulier, infiniment petites de l'ordre œ. Les ordres 
de contact des branches de la courbe double, soit avec la ligne (B), 
soit avec le plan singulier, en résultent immédiatement. Il nous sera 
utile, dans ce qui suit*), de remarquer aussi que, dans la section plane, 
l'une des tangentes en un des ß points doubles que nous venons de 
trouver fait avec le plan singulier un angle infiniment petit de l'ordre 


a (B—1) 
B 


«—1, lautre, un angle infiniment petit de l'ordre : les angles 


*) On en fait usage dans la démonstration de la formule (21); voir le 
n° 66 
: \ 


e 
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que font les plans tangents à la surface aux mêmes points avec le 
plan singulier seront des mêmes ordres. 

Pour le moment nous nous contenterons d'indiquer les propriétés 
suivantes de la courbe double elle même, qui résultent soit des consi- 
dérations que nous venons de faire, soit des propriétés des figures ré- 
ciproques que nous avons trouvées par l'étude précédente des points 
coniques: 

Par chacun des v'(n—2»—37 —46) — 2 (2u+x) points d'in- 
tersection de la courbe de contact avec la courbe résidue, passe une 
seule branche de la courbe double, qui a un contact simple avec ee 
plan singulier et avec la courbe residue, 

Par chacun des n'(n—2v—3n—46f) points d'intersection des y 
tangentes doubles avec la courbe résidue, passe une seule branche de 
la courbe double qui a un contact du second ordre avec le plan singu- 
lier et avec la courbe résidue. 

Par chacun des £(n—2%—37—46#) points d’intersection des € 
tangentes stationnaires avec la courbe résidue passe une seule branche 
de la courbe double qui a un contact du troisième ordre avec le plan 
singulier et avec la courbe résidue. 

Par chacun des n'(—4) points d’intersection des 7’ tangentes 
doubles avec la courbe de contact, passe une branche double de la 
courbe double; elle forme un point stationnaire, est tangente à la 
courbe de contact et a un contact six-ponctuel avec le plan singulier. 

Par chacun des £(v’—3) points d’intersection des $’ tangentes 
stationnaires avec la courbe de contact, passent deux branches de la 
courbe double; elles sont tangentes à la courbe de contact et ont des 
contacts quatrepontuels avec le plan singulier. 


Par chacun des a 2) 


points d'intersection des y tangentes 
doubles entre elles, ind: trois branches de la courbe double; elles 
ont des contacts triponctuels avec le plan singulier. Si les deux droi- 
tes ņ' sont réelles une seule des trois branches sera reelle; si les deux 
droites 7 sont des imaginaires conjuguées, toutes les trois branches 
de la courbe double seront réelles.: 

Par chacun des 7'£ points d’intersection des n° tangentes doubles 
avec les £” tangentes stationnaires, passe une branche triple de la 
courbe double; elle a un contact quatreponctuel avec la tangente double 
— ses équivalents seront donc (5 a) — et un contact 12- ponctuel 
avec le plan singulier. 


À 


tionnaires, passent s- branches de la courbe double; elles ont des 
contacts quatrepouctuels avec le plan singulier. (Si les deux droites $’ 


Par chacun des 1) points d'intersection des $’ tangentes sta- 
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sont réelles, le nombre des branches réelles sera égal à deux ou à 
zéro; si les deux droites £” sont des imaginaires conjuguées toutes les 
quatre branches de la courbe double seront réelles.) 

Par chacun des «’ points doubles de la courbe de contact passent 
deux branches de la courbe double, ayant des contacts simples avec le 
plan singulier. (Les branches de la courbe double pourront être réelles | 
ou imaginaires, si les branches de la courbe de contact sont réelles; elles 
seront toujours réelles si le point est un point isolé de la courbe de contact.) 

Par chacun des v’ points stationnaires de la courbe de contact 
passe une seule branche de la courbe double, tangente à la courbe de 
contact et ayant un contact triponctuel avec le plan singulier (n° 56.). 

Par chacun des 27 points de contact de la courbe de contact 
avec les 7’ tangentes doubles passe une branche de la courbe double, 
tangente à la courbe de contact et ayant un contact 5-ponctuel avec 
le plan singulier (n° 58.). 

Par chacun des £” points d'inflexion, passe une branche de la 
courbe double ayant, elle aussi, un contact triponctuel avec la tangente 
d'inflexion de la courbe de contact, et ayant un contact 9-ponctuel avec 
le plan singulier (n° 60.). 


63. Points de contact avec la courbe cuspidale. L'expression de 
c'— c; dans le n° 54. indique quels sont ces points. On trouve leurs 
propriétés en appliquant le principe de dualité aux résultats trouvés 
dans les n% 55.— 60. 

Par chacun des 2u’+ x’ points de contact des axes principaux 
avec la courbe de contact, passe une branche de la courbe cuspidale, 
tangente à la courbe de contact, et ayant un contact triponctuel avec 
le plan singulier (n° 55.). 

Par chacun des v points stationnaires de la courbe de contact, 
passe une branche de la courbe cuspidale, tangente au plan singulier 
(n° 562). 

Par chacun des 27 points de contact de la courbe de contact 
avec les 7 tangentes doubles, passe une branche de la courbe cuspi- 
dale, tangente à la courbe de contact et ayant un contact 5-ponctuel 
avec le plan singulier (n° 58.). 

Par chacun des £” points d'inflexion passent deux branches de la 
courbe euspidale: l'une a elle aussi un contact triponctuel avec la tan- 
gente d'inflexion de la courbe de contact, et un contact J-ponctuel avec 
le plan singulier; l'autre, qui n'est pas tangente à la courbe de con- 
tact, a un contact triponctuel avec le plan singulier. 

On trouve au moyen des résultats exposés ici et dans le n° pré- 
cédent, les points doubles et stationnaires et les points d'intersection de 
la courbe double et de la courbe cuspidale qui se trouvent dans le plan 
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tangent à la surface le long d'une courbe. Leurs nombres sont indi- 
qués dans le n° 2, Il résulte des propriétés réciproques d'un point 
conique — en particulier des propriétés des cônes circonscrits dont les 
sommets se trouvent dans les plans qui correspondent à ces points — 
que tous les points indiqués sont seulement des points doubles de la 
surface. Un plan tangent le long d'une courbe n’influera donc aux 
formules (13)—(18) que par les diminutions des termes contenant 4, 
h et be, qui sont indiquées dans le n° 3. On a en même temps l'ex- 
plication du terme X [n (v—4) + 2ng] des formules (9) et (10). Les 
termes Z’(£") des équations (10) et (12) sont dûs à la circonstance 
que les droites ¢' sont aussi tangentes d'inflexion de la courbe double 
et de la courbe cuspidale. 


64. Représentation analytique des points ņ (points de contact des 
ņ tangentes doubles). Prenons pour origine un point 7, pour plan 
g = 0, le plan singulier, et pour axe y = 0, z= (0) la tangente 
double 7. Alors il résulte du n° 57. que la section faite par un plan 
passant par l'origine est en général, dans le voisinage de ce point, 


représentée par une série de la forme z = ayi + -.., et il résulte du 
n° 58. que la section faite par un plan (y= 0) passant par la droite 
7 est en général, dans le voisinage de l’origine, composée de cette 
droite et d’une branche représentée par une série de la forme gz- axÿ+..., 
Sachant encore que la section faite par le plan z = O est composée 
de la droite y = O prise trois fois et d'une courbe tangente à celle 
prise deux fois, et que la surface passe par des points dont les coor- 
données x, y, z sont infiniment petites des ordres 1, 2 et 5, respective- 
ment*), on trouve que l'équation de la surface aura la forme suivante 


MD epr Hy Hha Hayta = 0, 
les termes non écrits étant, pour des valeurs de y et £ proportionnel- 
les, respectivement, à x? et à xê, d’un degré supérieur à 10 par rap- 
port à x. 

L'équation 
a) HL Ey + LEN — (eye rt) = 0 
doit représenter des points des projections de la courbe double et de 
la courbe cuspidale infiniment voisins de l'origine. TI faut donc encore 


que les coëfficients b et c satisfassent aux conditions exprimant que 
cette équation a une racine double et une racine triple. 


- me 


*) Celà a lieu pour des points de la courbe double ou enspidale (voir le n° 58.). 
C'est par ce dernier moyen qu'on voit que l'équation ne contient aucun terine 
a’yz. La nécessité de l'absence de ce terme se montrerait aussi par les consi- 
dérations suivantes, 
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On déduit de l'équation (I) que, pour les valeurs de y et z, pro- 


portionnelles, respectivement, à x? et x°, qui satisfont à cette équation, 


5 est proportionnel à z3, le premier terme de la série servant à ex- 


primer ar étant déterminé par l'équation 


A) [+r +20 24020] LE + 22yb) 
+2 9°(00y+ cz)’ + Coy’ (Coy +62?) =0. 


On en conclut qu'en des points de la surface déterminés par des 
valeurs de x et y infiniment petites du premier ordre et du second 
ordre, respectivement, les plans tangents font avec le plan z = 0 des 


angles infiniment petits du troisième ordre, ČZ étant infiniment petit 
ox 


d'ordre supérieur. Seulement si le point (xyz) se trouve sur une des 
deux courbes singulières déterminées par (II), l'équation (III) devient 
identique; mais en regardant ces cas comme des cas limites, ou en y 
appliquant les procédés ordinaires du calcul différentiel, on voit qu'aussi 
les plans tangents à la surface aux points de ces courbes ont la pro- 
priété énoncée. Aussi l'angle que font les deux plans tangents en un 
poiut de la courbe double, l’un avec l'autre, est infiniment petit dn 
troisième ordre. 


Les branches de la courbe double et de la courbe cuspidale qui 
passent par l’origine, ayant des contacts simples avec la droite y = 0, 
g= 0 et des contacts 5-ponctuels avec le plan z = 0, seront repré- 
seutées par des équations des formes 


y—= a+... g—brs +... 


On en déduit que leurs plans osculateurs en des points déterminés par 
des valeurs de x infiniment petites du premier ordre, font avec le plan 
3—0, et avec les plans tangents de la surface aux mêmes points, 
des angles infiniment petits du troisième ordre. 


65. Représentation des points Ẹ' (points de contact des £” tan- 
gentes stationunaires). Nous prenons pour origine le point £’, pour 
axe y = 0, z = 0 la tangente $’, et pour plan z = O le plan singulier. 
Alors on déduit des propriétés d’une figure réciproque trouvées dans 
les n°* 59.— 60., que l'équation de la surface aura la forme suivante *): 


*) On trouve au moyen du n° 6. de mon article sur les singularités planes 
que les sections faites par les plans y = «x ont deux branches représentées par 
des séries des formes suivantes 


man +brt +. ets ax + b'at+..., 
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(1) e + 2p(r,y)-2 + y [btp +... =0, 
où 
(I) p(r,y) = Lou + Bay + Lx y + be 


+ oyt + cry’ 
+ day’ + dry + di2?’ y’ 


+ ELLE, Ao ler ee 4 
(HT) v(ay)= by + 62 

+ oy + ery 

++ hey + hy 

+ re her a ko zes ee «61.0 ; 


les termes non écrits étant, pour toutes les valeurs infiniment petites 


des coordonnées, d’un degré supérieur à celui d’un ou de plusieurs des 
termes écrits. Le diseriminant g? — y!y? aura la forme suivante: 
(IV) Ay + Bay + Cey + Dey + Ey + Fay + Gay 
+ Hity+ Jar +... 

En égalant cette quantité à zéro, on trouve, selon la règle de New- 
ton et Cramer*), trois valeurs de y proportionnelles à x, et cinq 
valeurs proportionnelles à 2%. L’equation que nous venons de former 
déterminant les branches de la courbe double et cuspidale qui passent 
par l’origine, il faut que les trois premières racines soient égales, et 
que les cinq autres composent une racine double et une racine triple, 
ce qui impose des conditions aux coëfficients des termes de ọ et y. 
On retrouve ainsi les propriétés déjà indiquées des branches des courbes 
singulières qui passent par le point qui nous occupe. 

On trouve encore, par des procédés analogues à ceux dont nous 
avons fait usage dans le n° précédent, que les plans tangents à la 
surface aux points des branches des courbes singulières ayant la droite 
&° pour tangente d'inflexion, qui se trouvent en des distances infini- 
ment petites du premier ordre du point €”, font avec le plan singulier 
des angles infiniment petits du sixième ordre, et que les plaus oscu- 
lateurs**) des courbes singulières en ces mêmes points font avec le plan 
singulier, et avec les plans tangents de la surface, des angles du même 
ordre; que le plan tangent à la surface en un point de l’autre branche 
de la courbe cuspidale dont la distance du point ¢' est infiniment pe- 
tite du premier ordre, fait avec le plan singulier un angle infiniment 
petit du second ordre, pendant que le plan osculateur de la courbe 


+) Voir par exemple Clebsch: Vorlesungen über Geometrie, bearbeitet und 
herausgegeben von Lindemann, p. 331. 
**) Comparer à la dernière note du n° 60, 


3t° 
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singulière en ce même point fait avec le plan singulier un angle du 
premier ordre. 

En appliquant le principe de dualité aux résultats trouvés ici et 
dans le n° précédent, on trouve les propriétés des branches de la 
courbe de contact de la développable bitangente, et de la courbe para- 
bolique, qui sont tangentes, en un point conique, aux droites ņ et £. 


66. Formules (19) et (21). Nous avons déjà démontré complètement 
toutes les formules indépendentes entre elles du n° 3. à l'exception de la 
formule (19)*), où nous avons encore à rendre compte, soit des coeffi- 
cients de y et de £” dans le premier membre, soit des coefficients de 
n et & dans le second membre. Les résultats trouvés dans les n°° pré- 
cedents, nous fournit le moyen de la première de ces déterminations, 
dont la seconde résulte par le principe de dualité. 


Il résulte du n° 64. que le plan singulier compte pour trois plans 
osculateurs à la branche de la courbe cuspidale qui passe par un des 
2% points 7. Un plan osculateur qui fait un angle infiniment petit 
avec le plan singulier faisant un angle infiniment petit du même ordre 
avec le plan tangent au même point, le coefficient de n’ devient égal 
à 2.3 = 6. - 

On voit de la même manière, au moyen du n° 65., que six coïn- 
cidences des mêmes deux plans sont dues à la branche de la courbe 
cuspidale qui a une droite €” pour tangente d'inflexion. Uu seul plan 
osculateur à l’autre branche de la courbe cuspidale qui passe par le 
même point coïncide avec le plan singulier, et le plan osculateur qui 
fait avec ce plan un angle infiniment petit du premier ordre fait avec 
le plan tangent — dont l'angle avec le plan singulier est du second 
ordre — un angle du premier ordre. Le coefficient de £” devient done 
égal à 6 +17. 

On trouve par les mêmes procédés que les coefficients de 7 et 
de €” dans l'équation (21) — dont les deux membres indiquent le 
. nombre des coincidences des deux plans tangents en un point de la 
courbe double (voir le n° 8.) — sont égaux, respectivement, à 2.2.3—12 
et à 2:6— 12. On peut déterminer les coefficients des termes w, 


y (v — 4), E(v'—3), 282 D A ii de la même équation 
au moyen du n°62. En faisant le même usage des notations « et ß 
qu'en ce n°, on trouve, au moyen de la règle ordinaire servant à dé- 


terminer les degrés de multiplicité des résultats obtenus par le principe 
de correspondance, que ces coefficients auront l'expression suivante 


*) Les significations des deux membrea de cette équation sont indiquées 
dans le n° 7, 
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(2) 
(pt (8-1 «= 2a(p—1). 


Nous avons déjà (dans le n° 56.) rendu compte du coefficient 3 
du terme v de la mème équation — qu'il n’est pas du reste nécessaire 
de démontrer directement. 


67. Note sur les proprictés de situation des surfaces ayant des 
„plans tangents le long de courbes“. Nous dirons que la surface change 
de position par rapport à la courbe de contact d’un plan ayant avec 
elle un contact d'ordre impair, aux points où la nappe tangente au 
plan passe de l'un côté du plan à l’autre (ou est remplacée par une 
nappe qui se trouve de l’autre côté du plan). Si le contact est d'ordre 
pair le changement de position aura lieu aux points où lu partie de 
la nappe qui se trouve à droite de la courbe de contact passe de l’un 
côté du plan à l’autre. Les représentations analytiques des nappes de 
la surface qui passent par les points y’ et €” (n® 64. et 65.) nous 
montrent, que la surface change de position en ces points, soit par 
rapport à la courbe de contact simple, soit par rapport aux droites 
n et &. Il n'est pas difficile de discuter de même les 2#’-+ x’ points 
de contact de la courbe de contact avec la section résidue, et ses v 
points stationnaires. 

On obtient ainsi les résultats suivants: 

La surface change de position par rapport à la courbe de contact 
1° aux Qu'+ x points de contact avec la section résidue, 2° aux 2y 
points de contact avec les n tangentes doubles, 3° aux §' points de con- 
tact avec les &' tangentes stationnaires. 

La surface change de position par rapport aux y et §' tangentes 
doubles et stationnaires à leurs points de contact avec la courbe de 
contact. 

Il est évident que les passages par la droite à l'infini ont pour 
les courbes de contact d'ordre impair, mais non pas pour les courbes 
de contact d'ordre pair, le même effet qu’un changement de position. 
Ces changements à l'infini compris le nombre de changements par 
rapport à une seule courbe de contact doit être pair, ce qui nous four- 
uit une espèce de vérification des résultats que nous venons de trou- 
ver*). On trouve de même que la somme des nombres des points de 
contact d'une branche complete de la courbe de contact avec la section 
résidue et avec les 7 et $ tangentes singulières est pair ou impair, 


*) En effet 
v2 ++ Hit Hrn His 


est un nombre pair. 
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suivant que la branche est d'ordre pair ou impair. On aura par le 
principe de dualité une propriété analogue des nappes dn cône tangent 
en un point conique. 


XII. 
Applications. 


68. En appliquant les formules du n° 3. à plusieurs cas particu- 
liers, nous n'avons pas pour seul but de déduire des résultats qui 
peuvent ètre utiles pour d'autres recherches.. Nous montrerons aussi, 
par quelques-uns de nos exemples, comment on peut appliquer les for- 
mules à des surfaces dont les singularités n'ont pas toute la généralité 
supposée à la déduction des formules (voir le n° 2.). En même temps 
nous cherchons un moyen de vérifier les résultats de recherches diffi- 
ciles à plusieurs égards (voir la seconde note du n° 19. et le n° 60.). 
Certes la déductiou directe des formules (20)— (22), qui dépendent 
des équations (1)— (18) du n° 3., nous fournit — où elle n'est pas trop 
difficile — un bou moyeu de vérifications mais cette vérification ue 
s'étend pas à l'équation (19)*). 

Pour tirer ce dernier avantage de l'application des formules à des 
cas particuliers, il faut avoir, dans ces cas, les moyens de déterminer, 
sans les formules à vérifier, un ou plusieurs des nombres des singu- 
larités qu'on trouve ordinairement par ces formules. Nous nommerons 
ici quelques moyens de vérification qui sont applicables à des surfaces 
du quatrième ou du troisième ordre. : 


La courbe commune à une surface donnée d'ordre n et à sa dé- 
veloppable bitangente d'ordre g’ est de l'ordre ng‘. Cette courbe est 
en général composée de la courbe de contact d'ordre ọ', prise deux fois, 
et d'une courbe d'intersection. Celle-ci se réduit pour n =4 aux droites 
de la surface s'il y en a; car une génératrice de la développable qui 
a, à côté de ses deux points de contact, un point d'intersection avec 
la surface s'y trouve en entier. Si la surface ne contient aucune droite, 
ce qui est le cas général, on aura la formule 


2q =0. 
Si une surface du quatrième ordre est douée d'un point conique 
triple, les 2u + x taugentes principales, qui doivent rencontrer la 
surface en 5 points coïncidents, se trouveront en entier sur elle. Un 


plan passant par une de ces droites fera une section composée de la 
droite et d’une section résidue du troisième ordre ayant un point double 


*) On trouvera, du reste, dans l'addition sur le genre (n° 76.) le moyen d'une 
nouvelle déduction générale de la plnpart des termes de cette équation. 
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au point conique. Celle-ci rencontre encore la droite en un point 
simple, qui devient un point de contact du plan avec la surface. Le 
plau sera donc plan tangent double et la tangente principale sera gé- 
uératrice de contact de la nappe correspondante de la développable 
bitangente, si le plan est tangent au cöne tangent du point conique, 
ou s'il passe par une génératrice singulière 7 ou & de ce cône. Cette 
nappe est simple, double ou triple*), respectivement, de façon que la 
droite devient génératrice (x—2)-tuple de la développable. On aura donc 
4j =20 + (2u +2) (£ —2), 
u étant = 3. 

Dans les cas où une surface du quatrième ordre ne contient au- 
cune droite, chacun des 4s’ points d’intersection de l’aröte de rebrousse- 
ment de la developpable bitangente avec la surface se trouvera en un 
point de contact du plan tangent double qui y correspond avec la sur- 
face, et en général au point de contact simple d'un des plans y’, qui 
ont avec la surface un contact simple et un contact stationnaire. En 
chacun de ces y’ points de contact coïncident deux des 4s’ points d'in- 
tersection, de façon que**) 

25 —Y. 

La déduction de cette formule montre qu'elle subira des modifi- 
cations si la surface contient des droites, des points biplanaires ou des 
points coniques dont l'ordre u est >2. (Voir les n° 72., 74. et 75.) 

La courbe commune à une surface cubique et à l'enveloppe de ses 
plans tangents stationnaires, est composée de la courbe parabolique prise 
trois fois, et de ses droites prises autant de fois qu'elles sont géné- 
ratrices de l'enveloppe, ou bien, en général, deux fois On trouve 
pour une cubique générale 

3r =30 + ß'; 
si la surface présenté des singularités, il fandra y avoir égard, 


Nous remarquerons encore que dans les cas où la courbe double 
ou cuspidale, s'est décomposée en plusieurs parties indépendentes entre 
elles, on peut déduire plusieurs formules, en appliquant aux parties 
respectives les procédés qui ont conduit aux formules (14) et (17), ou 
(15) et (18). 


*) Comparer aux n°* 74, et 75. 
**) Le nombre y” d'une surface générale d'ordre n est égal à 
4n(n—2)(n— 3) (n’+3n — 16), 
et pour n=4 à 1920. Nous faisons ici cette observation à cause d'une erreur 
typographique à la p. 218 du mémoire de M. Cayley „On Reciprocal Surfaces‘, 
qui s'est conservée à la p. 616 de l'édition de M. Fiedler de la „Geom, of three 
Dimensions.‘ 
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69. Surfaces du troisième ordre. La développable bitangente se 
réduit ici à des faisceaux de plans, de façon que g — 0, et l'équation 


(10°) devient inapplicable (n° 5.), Une partie des autres équations de- 
viennent identiques. 


Si la surface est douée d'une droite double, elle sera reglee, ce qui 
amène des modifications aux points singuliers. Étant „une surface re- 
gardée comme lieu de points à laquelle on a attribué une courbe (droite) 
double“, elle doit avoir des points-pinces; mais ceux-ci different beau- 
coup du type général des points-pinces dont nous nous sommes occupés 
dans les n° 15.—20. Le cône résidu qui a un de ces points pour 
sommet est de l'ordre a, = O et de la classe n,’=1; il ne peut done 
avoir aucune génératrice double; au lieu des deux branches de la courbe 
parabolique — qui n'existe pas —, la droite singulière d'un plan-pince, 
également déformé, passe par le point. Le point-pince manque donc 
les propriétés auxquelles il doit son introduction dans la formule (19); 
mais la surface n'ayant ni courbe cuspidale, ni plans tangents station- 
naires, on n’a pas besoin de cette formule. Les autres formules à l'ex- 
ception de l'équation (10°) déjà nommée et de l'équation (10), restent 
en vigueur, On trouve les résultats numériques suivants*): n = w = 3, 
ad, x =x = 3, lelel,go=mel,jej=2, 

Si la surface ne contient aucune courbe double, mais un point 
conique aux nombres plückériens u = v = 2, y = n = etc. = 0, les 
six tangentes principales en ce point se- trouveront en entier sur la 
surface, et le cône circonscrit résidu qui a le point conique pour 
sommet sera composé de ces droites. Alors les expressions des nom- 
bres ð, et #,, trouvées dans le n° 54., des génératrices singulières de 
ce cône résidu ne sont pas applicables, pendant que les expressions de 
ai, % 0, etc, restent en vigueur, ce qui résulte de leur déduction. 
On aurait pu se servir de cette circonstance pour la déduction des 
nombres a, w, b et c de la surface. Toutes les équations du n° 3. 
— à l'exception de (10°) — sont applicables à ce cas. Les résultats 
uumériques sont indiqués dans une table à la fin du présent n°. 


Si la surface a deux points coniques (u = v —=2), deux tangentes 
principales de chacun de ces points coïncideront avec la droite qui 
les joint **), et formerout un élément developpable Le plan tangent 
le long de cet élément présente les mêmes propriétés que les plaus- 


m 


*) Voir la table à la page 235 du mémoire de M. Cayley: On Cubic Sur- 
faces, Phil. Trans. 1869. 

**) Les droites d'une cubique qui passent par un point double (les tangentes 
principales en ce point) seront les droites d'intersection du cône tangent avec 
le cône projetant une section plane de la surface. Il est commode ici, et dans 
l'exemple suivant, de prendre une section passant par l'autre point double. 


Sur la théorie des surfaces réciproques. 537 


piuces deformes d'une cubique gauche. H faut donc substituer j — 1 
dans toutes les formules du n° 3. à l'exception de (19), où il faut 
substituer j'=— 0. — Les expressions, trouvées dans le n° 54., des 
nombres a, et n; appartenant au cône circonscrit résidu qui a pour 
sommet un des points coniques restent applicables à ce cas; dans les 
expressions de b, et c, il faut substituer 4 à 2u + zx, parce que le 
côue tangent ne contient que 4 tangentes principales propres, et il 
faut encore ajuuter le terme — 1 à l'expression de b’, parce que le 
plan-pince, qui est un plan tangent double de la surface, ne passe par 
aucune des quatre droites qui composent le cône résidu. Il faut aussi 
daus la formule (19) du n° 3. substituer 2.4 à E(2u-+x). Les autres 
formules du n° 5. — à l'exception de (10°) — restent immédiatement 
applicables. 


Afin d'avoir encore un exemple des modifications que subissent 
les formules générales si la surface est du troisième ordre, nous discu- 
terous encore le cas où la surface a un point conique (u = v=?) et 
un point biplanaire. Alors trois tangentes principales du point conique, 
et deux tangentes principales du point biplanaire coïncideront avec la 
droite qui joint ces deux points. Cette droite sera un élément déve- 
loppable de la surface. La section faite par le plan tangent le long 
d'elle, est composée de cette droite prise deux fois et d'une autre droite 
(tangente principale) passant par le point biplanaire B. Uu côue cir- 
conscrit dont le sommet P se trouve en ce plan singulier sera com- 
posé de ce plan et d'un cône résidu dout deux nappes sout tangentes 
au plan le long de PB. Une courbe correspondant selon le principe 
de dualité à ce cône, aurait, au point correspondant au plan singulier, 
un point de contact de deux branches, qui serait en mème temps un 
„sommet“ simple: sa singularité serait formée de ce sommet joint à 
un point"singulier qui ne pourrait être qu'un point stationnaire. La 
courbe aurait donc la propriété d'une section plane d’une surface pas- 
saut par un point-clos qui servait, dans le n° 22., à définir ces points. 
Il en résulte que le plan singulier est un plan-clos*). Pour cette rai- 
son il faut substituer g’=1 dans les formules (16°) et (18°). Mais 
le plan-clos que nous rencontrons ici diffère beaucoup du type général 
de ces plans dont nous avons parlé dans le n° 28., ce que montrent 
les propriétés déjà indiquées de la section qu'il fait, et ce qui résulte 
aussi de la circonstance que la surface n'a aucune courbe cuspidale. 
A cause de cette dernière circonstance il faut substituer y’= 0 dans 


*) Les contours apparants d'une modèle de la surface qui nous occupe pré- 
senteraient donc un bon exemple de la transition yọ décrite dans le n° 16. de 
mon mémoire déjà cité sur les systèmes de courbes, et représentée par les figures 
13, 14, 15 du mème mémoire. 
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les formules (15) et (18), dont les deux membres deviennent par celà 
égaux à zéro, et dans la formule (19). — A cause de la déformation 
du point conique il faut remplacer dans la formule (19) le terme 
Z(2u+zx) par le nombre 3 des tangentes principales propres en ce 
point. — L'un des deux plans tangents singuliers du point biplanaire B 
est le plan-clos, pendant que l'autre est doué des propriétés ordinaires 
aux plans tangents singuliers d’un point biplanaire. Ayant eu égard 
déjà à l'influence du plan-clos, nous devous remplacer dans les formu- 
les (15°) et (18°) les termes 16 B et — 6 - 12 B, qui résultent des con- 
tacts des deux plans singuliers avec l'enveloppe des plans tangents 
stationuaires, par 8 B et — 6-6 B. — Les modifications des expres- 
sions, indiquées dans les n°* 54. et 33., des nombres plückeriens des 
cönes circonscrits résidus dont les sommets se trouvent au point co- 
unique, ou au point biplanaire, sont faciles à trouver”). 


La table suivante contient les résultats de ces recherches et des 
recherches analogues. C représentant le nombre des points coniques 
(u==v=?), les trois premières séries, après celle qui contient les n°* 
des espèces des surfaces **), indiquent les nombres des points singu- 
liers quon leur a attribués. Tous les nombres qu'on ne peut substi- 
tuer immédiatement dans toutes les formules du n° 3. — à l'exception 
de (10%) — sout marqués, soit par un suffixe, soit par un asterique. 
Le suffixe dun nombre C indique le nombre des tangentes principales 
propres de chaque point conique; ce nombre doit remplacer 2 u + x 
dans la formule (19). Le suffixe dun nombre B indique le nombre 
des plans tangents siuguliers propres de chaque point biplanaire; si 
ce nombre est égal à 1 ou O — au lieu dẹ 2 — il faut remplacer B 


par = ou O dans les formules (15°) et (18°). Les tangentes singu- 


lières d'un point uniplanaire d'une surface cubique étant des droites 
de contact de plans pinces, il faut, pour appliquer la formule (19) à 
des surfaces douées d'un point uuiplanaire, remplacer le coëfficient 14 
de U par 2, ce qui résulte de la déduction de ce coëfficient dans le 
ne 41. Les plans-pinces, les plans-elos et les plans biponctuels sout 
deformes de manière qu'il faille substituer J—=0, y=0 et B'= 0 
dans les formules (15), (18) et (19). 


*) Le cône circonscrit total qui a pour sommet le point biplanaire est com- 
posée de la tangente singulière en ce point prise trois fois et des quatre (1 + 3) 
taugentes principales propres. On voit donc que la section correspondante de la 
surface réciproque a les propriétés indiquées dans Ja note du n° 22, 


**) D'après MM. Schläfli et Cayley. 
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Surfaces non gauches du 3" ordre. 
Valeurs communes à toutes les espèces: 


nel, a=6, Val, x=9, gel, y—=0, b= c = ete. = 0. 
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Presque tous ces nombres, et plusieurs autres qui ont rapport à 
des surfaces présentant des points singuliers de formes encore plus 
particulières, sont indiqués par M. Cayley dans la table déjà citee*). 
Seulement plusieurs des valeurs de » et A’ trouvées par ce savant, 
différent de celles que nous venons de trouver, ce qui est un effet du 
manque des termes dépendant de B — ou des „plans de singularité 
iuexpliquée“ qui accompagnent ces points — dans sa formule corre- 
spoudant à notre formule (18°), et de sa supposition sur l'équivalence 
de U à 3C. — La différence des valeurs de X’ dans la table de M. 
Cayley et dans la nôtre n’est qu’apparente: elle résulte de la signi- 
fication différente de la notation k’. (Voir les notes du n° 1.) 

La valeur O de m dans les cas IX et XVII montre que lenve- 
loppe des plaus tangents stationnaires est composée de cônes; en con- 
sidérant les valeurs correspondantes de c, r et W, on voit que ces 


*, On Cubic Surfaces p. 235. 
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cônes sout du second ordre et qu'il y en a + dans le premier de ces 
cas, un seul dans le second *). 

Si, à côté des autres singularites, on attribue à une des surfaces 
des plaus osculateurs, on trouvera sans aucune difficulté les modifi- 
cations de &’, r, m, K et B' qui en résultent, au moyen de iiy uote 
ajoutée au n° 49. 


40. Surfaces du quatrième ordre à une conique double. On a ici 
n=f, bæg=2, s=k=t=y =c =r =m h= f = = y0, 
et si l'on wattribue à la surface aucune des singularites extraordinaires 
j=t=B=B=...—0, 


pendant que j, qui west plus extraordinaire parce que nous avons at- 
tribué une courbe double à une surface regardée comme lieu de points, 
appartient aux nombres à déterminer. On trouve au moyen des équa- 
tions du n° 3. 


well, a=8, dei, de, el, Kell, od, jet, 
Vi, fell, k=320, t=30, y=0, 030, 24, r=36, 
m=88, W=180, f—52, d=16. 


L'équation (10°), qui donnerait = — 48, nous montre que la 
surface contient des droites qui sont des axes de faisceaux de plans 
taugents doubles. La developpable bitaugente est composée de ces 
faisceaux ct d'une surface d'ordre q’= 10. L'ordre [ọ'] de la courbe 
de coutact de celle-ci se détermine par un procédé indiqué dans le 
n° 68.; on trouve [g] = 2g = 20. Le nombre des droites de la sur- 
face sera donc égal à 0 — |e’|= 16. Désignant par [V], [g], [k], 
|s] les nombres qui appartiennent à l'enveloppe des plans taugents 
doubles qui ne font pas partie des 16 faisceaux, on aura 


[BW] = [gr] = 10, [k] = 320 — ES 16.07 —40, [s]—0. 


Une section plane de cette aei est donc composée de 5 coniques, 
ou bien, l'enveloppe est composée de 5 cônes du second ordre. — 
La section faite par un plan tangent triple est composée d'une 


section comique ct de deux droites: le plan appartient donc à deux des 


> . . « A s 
16 faisceaux, et il est tangent à un des 5 cônes. La valeur 40 = 5 : — 


de ¿ nous montre que toutes les droites de la surface sont ingit 
à chacun des cônes, et qu'elles sont distribués par couples à huit plans 
tangents à lui. Chaque droite rencontre cing autres. 


© o a 


+) M. Cayley a déduit ces propriétés des équations des surfaces, On Cubic 
Surfaces p. 295 et 316. Dans le premier cas elles discordent avec les nombres , 
r et W qu'il attribue à la surface. 
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Les 52 plans tangents stationnaires de l'enveloppe des plans tan- 
gents stationnaires se distribuent de la manière suivante: chacun des 
faisceaux en contient deux, et chacun des cônes est tangent à quatre- 
En effet, X=2, Y — 4 est la seule solution possible de l'équation 
indéterminée 16 X + 5 Y = 52. 

Nous voyons donc que les propriétés intéressantes et connues*) 
de la surface qui nous occupe ici sont exprimées par les valeurs des 
nombres qui servent à la caractériser. Réciproquement, l'équation de 
la surface, à laquelle on peut donner la forme suivante **) 


Pr — o, yp = 0, 


les suffixes indiquant les ordres des fonctions p, y et œ, peut servir 
à la determination de plusieurs des nombres. Les points-pinces, par 
exemple, seront les quatre points d’intersection de la surface œ, = () 
avec la courbe double p, = 0, Y, = 0. 


il Surfaces du quatrième ordre à une conique cuspidale. On a 
n=4, era, m=h=ßb=b=qms= k =t=y=p=mj= 0, 
On en déduit successivement, au moyen des équations du n° 3., 
=6, x=8, d'=1,0=2, y=2, x=8, ĝ=0, n=6, c=8, b=0. 


En introduisant ces valeurs aux équations (13°) et (16), et en sup- 
posant que les nombres de singularités extraordinaires soient égaux à 
zéro, on trouverait ensuite 6 — 10, 0’ = — 4, ce qui nous montre que 
notre supposition est impossible. Or, D’ étant égal à zéro, il faut 
qu’aussi ọ' ait cette valeur. Les deux équations y conduiront si l'on 
attribue à la surface un plan tangent le long d’une conique ***) (w—=v 2). 
On voit aussi directement que la surface doit présenter en général 
cette singularité. En effet, nous avons trouvé qu’elle a deux points- 
clos (y= 2). La section faite par un plan passant par ces deux points 
a deux points de contact de deux branches (n° 22.) Étant du qua- 
trième ordre elle dait être composée de deux coniques. Ces deux co- 
niques coïncideront, si le plan passe par la tangente singulière en un 
des points-clos, ce qui montre qu'il passe alors aussi par celle de 
l'autre. La conique devient une courbe de contact du plan avec la 
surface. Elle remplace, en chacun des points-clos, la branche de la 
courbe parabolique qui est tangente à la tangente singulière d’un point- 
clos ordinaire. Le terme 2 y de l'équation (19) étant dû à cette branche 


*) Voir les mémoires sur ces surfaces des MM. Kummer et Clebsch dans 
les t. LXIV et LXIX du Journal de Borchardt. 


**) Il est facile, en effet, de transformer p}! -+ 719+% + @%,? en une ex- 
pression de la forme 9, ?— os wi. Comparer au n° 16. 


***) La même circonstance explique le fait que ð’ = 1 pendant que à — 0. 
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(voir le n° 27.), il faut substituer dans cette équation y = 0, pendant 
que dans les autres y a la valeur déjà trouvée de ?. La surface étant 
regardée comme lieu de points, le plan tangent le long d'une conique 
n’a pas ici les propriétés ordinaires à un plan tangent le long d'une 
courbe. Notamment il manque les axes principaux. 


Il faut done substituer dans l'équation (19)*) 2 u'-4+-x'= 0 dans 
les autres Z” (u) = Z (v) = 2. Les autres applications des formules 
sont immédiates. 


On trouve ainsi que les enveloppes des plans tangents doubles et 
stationnaires sont déterminées par les nombres suivants 


b = g= şs = E = E = y == = B = j = 0, 
C= 8, rel, m—0, h—24, d=8. 
Ces dernières valeurs nous montrent que l'enveloppe des plans tangents 


stationnaires est composée de quatre cônes du second ordre, et que la 
courbe parabolique est composée de quatre coniques planes. 


La surface peut être représentée par une équation de la forme**) 


p? + oy’ = 0. 
Le plan ©, = 0 est le plan tangent le long d'une courbe, ses points 
l'intersection avec la conique cuspidale (y, =0, p, =0), les points-clos. 


4%. Surfaces du quatrième ordre à un point biplanaire. On a 
n= 4, B=l, 
b =q = s = k = t = y = ẹọ = j =c [= r =m = h = B = 6 = y= 0; 
U=j = etc = 0. 
L'application des formules est immédiate. On trouve 
a=12, x=24, ð==28, x=25, dell, nei, 
b'=390, 2g'=g' =p =284, s=768, kK=13516, 2234, y—1512, 
c=8, r—116, m=768, h—3344, o'=32. 
On a ici 4s = 2y 4 2(n'—9). (Voir le n° 68.) 


73. Surfaces du quatrième ordre à un point uniplanaire. On a 
n= 4, U=1, b= c = ete. = 0. On trouve par une application 
immédiate des formules: 


me m © © e 


*) On peut du reste, dans le cas actuel, se passer de cette équation (dont 
la déduction ordinaire cesse d'être immédiatement applicable parce que m = 0 
et m= 0); car B'=0 est une conséquence nécessaire de b= 0, 

*#) Voir le n° précédent et le ns 23.; la fonction y est constante dans le cas 
actuel. 
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a=12, x=24, d=28, 24, ð=15, n=30, 
V=312, 2q=0—=fp—248, 25—y—1128, 446702, t'= 1536, 
c=-718, r=108, m=338, h==2577, c=32. 

‘4. Surfaces du quatrième ordre sans courbes multiples mais a un 
point conique triple dont le cône tangent est doué d'une génératrice double. 


La génératrice double doit ètre, en général, une droite 7, parce que la 
surface n’a aucune courbe double. 
Le cône tangent a donc les nombres plückériens suivants: 
gas, vd, yal, ya faul, w3. 
On a encore n—4, b =c¢ = etc. —0. On trouve par une application 
immédiate des formules: 
a=12, x—=924, ð= 28, x = 19, G=2%6, n= 23, 
b= 169, g= 94, K= 13321, t'en 497, y=552, p— 164, 
c= 02, roll, M= 116) Kell, F=119, d=32. 
La formule (10°) nous donnerait encore s' == 327. Ce nombre est 
celui des points stationnaires d’une section plane de la développable 
bitangente. Dans le cas actuel, cette développable a les 12 taugentes 
principales du point conique — dont chacune est aussi deux fois géné- 
ratrice simple — pour génératrices stationnaires, les plans tangents le 
long d’elles à la développable passant par la génératrice double 7 du 
cône tangent*). On voit donc que l'arête de rebroussement propre de 
la développable n'est que de l’ordre 327 — 12 = 315. On aura, en 
désignant ce dernier nombre par s’ (comparer au n° 68.) 


4s=2y +3 (2u Hr) (v—2) + 4Gu+zx).7 + dv +2-12-7. 


19. Surfaces du quatrième ordre — sans courbes multiples — à 
un point conique triple dont le cône tangent est doué d'une génératrice 
stationnaire. Le cône tangent a les nombres plückériens suivants: 


u= v = 3, f=v—l, = u = yj m g = 0. 
On trouve par une application immédiate des formules: 
as 12, x24, f= 28, x == 20, Jun 25, Ne 2», 
b= 150, 988, K= 10405, {= 390, y= 484, deli}, 
c= 50, ve mel, M 1021, Pe 113, We 52. 
La nappe de la développable bitangente qui est tangente à un plan 


joignant la génératrice stationnaire du cône tangent à une tangente 
principale, a deux génératrices stationnaires et une génératrice double 


ann me 


*) Il est plus commode, peut-être, de voir la propriété correspondante d'une 
figure réciproque (n° 62.). 
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coïncidant avec la tangente principale. Jl faut donc substituer à la 
valeur 297 de s’, que donne immédiatement la formule (10), la valeur 
de 297 — 2 . 12 == 273. Celle-ci sera l'ordre de arête de rebrousse- 
ment propre de la développable bitangente. On aura en la désignant 
par s’ (n° 68.): 

4s = 2y + 3 (2p +2) v2) + 5(u+x)é +40 + 246. 

Les surfaces des deux derniers exemples sont des cas particuliers 
d'une surface d'ordre n à un point conique d'ordre n—1. Nous avons 
indiqué ailleurs*) quelques-unes des propriétés générales de ces sur- 
faces et déterminé une partie de leurs nombres caractéristiques. On 
peut en trouver les autres au moyen des formules du n° 3., modifiées 
un peu à cause des y droites doubles et des z droites cuspidales. 


XIV. 
Addition sur le genre. 


76. Dans un autre mémoire**) j'ai trouvé que le genre p d'une 
surface s'exprime de la manière suivante: 


(D) A(p+1)=c— 12a + 24n + B + 3r— 15c +20 +6Gx 


+ Z(3v+32489+13$). 
Toutefois les termes dépendant de j”, x, n, E=, B, D,U,U’,0,0, 
d,g,e — sil y en a —, ne sont pas introduits expressément; mais 


indirectement l'équation (1) en contient la plupart. En effet, à la dé- 
duction de cette expression j'ai regardé la surface comme lieu de points, 
et nous pourrons donc regarder comme points simples de la surface, 
comme points simples de la courbe cuspidale et comme points coniques 
tous les points qui appartiennent, en cas particuliers, à ces classes de 
points pour la dite conception de la surface. (Pour les points de la 
courbe double il s’agit seulement des propriétés de chacune des deux 
nappes.) | 

Aux deux premières de ces classes de points appartiennent les O 
points d’osculation des plans osculateurs, les d points stationnaires de 
la courbe double, les j’ points singuliers des plans-pinces et les points 
n. L'expression de 24(p+1) ne contiendra donc aucun terme dépen- 
dant de O, d, j', ñ. 

Les B points biplanairesf) sont, pour la conception actuelle de 
Ja surface, des points coniques aux nombres v = z = $ = 0, y= l. 


*) „Mathematische Annalen“ t. IV, p. 44. 
**) „Mathematische Annalen“ t. IV, p. 41—42. 
**+*, „Mathematische Annalen“ t. IV, p. 635. 
+) Aussi dans le mémoire cité, les points biplanaircs sont regardés, expres- 
sément, comme des points coniques particuliers, 


Sur la théorie des surfaces réciproques. 545 


Les x’ points singuliers des plans-clos et les 27 points singuliers 
des plans biponctuels sont des points coniques aux nombres z = 4, 
v=y=f$f=0, 

Les U’ points singuliers des plans umponctuels, les points & et 
les g points doubles de la courbe cuspidale*) sont des points coniques 
aux nombres z = 2, v =n = $ = 0. 

Il reste les U points uniplanaires — qui diffèrent essentiellement, par 
la distribution des nappes, de points coniques au nombre v = 3 —, 
les O' points osculateurs, et les e points stationnaires de la courbe cus- 
pidale. On trouve, au moyen de l'équation que nous allons déduire des 
équations dans le n° 3., que U et O’ auront dans l'expression cherchée 
pour coëfficients 18 et 6. Quant aux points e, la connexion des nappes 
de la surface qui les forment est la même que celle des nappes formant 
un point biplanaire. Ils auront donc — si nous ne nous trompons pas 
— la même influence au genre que les points biplanaires, en même 
temps qu'il faut remplacer, dans l'expression cherchée, ß, qui est intro- 
duit par la formule (12), par B + e**). 


On trouve ainsi qu'avec les notations du présent mémoire, où les 
notations de X (u, v---) wont égard qu'aux points coniques propres, le 
genre s'exprime de la manière suivante: 


(ID) 2A(p+D=c—12a + 24n +8 + 37 — 15c+20+ 6x +127 
+832+24B +18 U+6 U’+60+2(3v+32+3n+139) 
+ E’ (6t) + 6g + 9e. 

La déduction de cette extension de la formule (1) est faite d'une 
manière trop legère pour exciter une entière confiance ***), Il est done 
bon que nous possédons un moyen de vérifier une partie des nouveaux 
coefficients, le même auquel nous devons les coefficients de U et de ©’. 
Ce moyen consiste en une déduction, par les équations du n° 3., de 
l'équation qui exprime que le genre d'une surface donnée est égal à celui 
de la surface réciproque. 

On déduit en effet des équations (20) et (8), (22)et (23) des n° 3. 
et 4. que les expressions 


me nn 


*) Nous supposons ici que les g et e points singuliers de la courbe cuspi- 
dale soient distincts entre eux. 

**) Ou bien par B +20’ + e, mais cet effet du nombre 20’ est compris au 
coefficient 6 déjà nommé. 

***) Nous rappelons notamment qu'à la démonstration de la formule (1) dans 
le 4me vol. des „Math. Ann.“ nous avons fait certaines restrictions sur la forme 
de la correspondance des deux surfaces qui nous occupaient alors. 11 faudrait 
donc, pour appliquer immédiatement les résultats trouvés à une surface douée 
d'autres singularités, s'assurer que sa correspondance avec une surface qui n’a 
pas les mêmes singularités peut avoir lien sans violer ces restrictions. 
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—4n+c+0+2j7+3y+4B+6U+ E(v+A4n+76), 
c+ 3r — 50 — B — 31 — 8B — 6U — Z(a4+20+8nt M, 


—3c+2r +0 + 4j +37 + MU — 20 + Eko 


sont égales aux expressions réciproques, c'est à dire aux expressions 
qui en sont formées par la substitution de lettres accentuées à celles 
qui n'ont pas d’accent. En multipliant ces expressions respectivement 


par — 6, — 1 et + 3, on voit par une addition qu’aussi l'expression 
24n—16c+3r+20+ß-6x-16B+12 U-60+3(.3v+37+8n+75) 


est égale à l’expression réciproque, ce qui est précisément l'équation 
qui exprime l'égalité des deux genres. 

Cette vérification est complete pour l'absence, dans l'expression (Il), 
de termes 5’ et n’ et pour le coefficient de £”, et, comme le coefficient 
de B et l’absence d’un terme O n'ont pas besoin de vérification, aussi 
pour les ‘coefficients de B’ et O'., Pour le coefficient de y’ on n'obtient 
aucune vérification, parce que, réciproquement, l'égalité des genres qui 
nous occupe ici nous a fourni les coefficients de x et x dans l'équation (19) 
ou (23) (voir le n° 27.); mais ce coefficient de l'équation (II), qui ob- 
tient ainsi une importance double, doit être en tout cas — à cause de 
l'analogie des points singuliers des plans- clos et des plans biponctuels 
— égal à la moitié du coefficient vérifié du terme D. 

Nous remarquerons encore qu'en donnant, au moyen des équations 
du n° 3., à notre expression (IT) du genre la même forme qu'a indiquée 
M. Cayley*), on ne trouve pas les mémes coefficients de x et B’ qui 
résulteraient de la substitution de 8 = 8% + 162° dans l'expression 
indiquée par ce savant. (Comparer à l'introduction du présent mémoire.) 


Copenhague, 27 avril 1876. 


m nn ann 


*) On Reciprocal Surfaces p. 227. — Geom. of three Dimens, p. 565; édition 
de M. Fiedler p. 610. 
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Ueber die algebraischen Formen, deren Hesse'sche Deter- 
minante identisch verschwindet. 


Von 
P. Gorvan und M. Nörter. 


Die Bedeutung des identischen Verschwindens der Hesse’schen 
Determinante einer algebraischen Form ist von Hesse, zunächst im 
42. Bande, dann im 56. Bande des Crelle’schen Journals, dahin ausge- 
sprochen worden: dass die Beziehungen, welche zwischen den partiellen 
Differentialquotienten, den Polaren, der Form herrschen müssen, lineare 
seien, oder, was dasselbe ist, dass sich die homogene Form von r Va- 
riabeln durch lineare Transformation auf eine solche von weniger als 
r Variabeln zurückführen lasse. Aber auch der zweite Beweis, welcher 
ein System linearer Gleichungen in unvollständiger Weise auflöst, ist 
seit lange als unzulässig erkannt worden*). 

Trotz der sehr verschiedenartigen Methoden, welche sich zur Be- 
handlung des Problems darbieten, hat bisher die Frage nach der Rich- 
tigkeit des Hesse’schen Satzes nicht entschieden werden können. Nur 
für die den binären und den quadratischen Formen, bei welchen der 
Satz selbstverständlich richtig ist, nüchststehenden beiden Fälle, den 
der fernüren cubischen und den der quaternüren cubischen Formen, ist 
durch H. Pasch auf dem Wege von Determinantenrelationen ein Be- 
weis des Satzes erbracht worden**). Und ferner hat der eine von 


e 


=. 


*) Wie dem einen von nns (N.) vor längerer Zeit von H. Christoffel mit- 
getheilt wurde, sind die Müngel des Beweises gleich nach Erscheinen des zwei- 
ten Hesse’schen Aufsatzes bemerkt worden, und wurde von H. Weierstrass 
ein Zweifel an der Richtigkeit des Satzes geüussert. Von den unten folgenden 
Resultaten hat H. Christoffel die eindeutige Umkehrbarkeit der Formeln (10) 
des $ 2. bei jener Gelegenheit angegeben. Die falschen Beweise sind übrigens in 
die meisten Lehrbücher übergegangen, so in Brioschi's Determinanti, in Sal- 
mon-Fiedler's Algebra der linearen Transformationen, ete, 


**) S. Crelle-Borch. 80, p. 169. 
35? 
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uns, durch Betrachtung des Verhaltens der Determinante einer redu- 
cibeln Form in Bezug auf deren Factoren und der zwischen den Po- 
laren bestehenden Relation, die ternären Formen überhaupt erledigt*). 
Endlich ist hier zu bemerken, dass früher auch H. Sylvester den 
Fall von linearen Relationen zwischen den Polaren behandelt hat**), 
indem er dieselben in die entsprechenden Coefficientenrelationen auf- 
gelöst hat; wobei er indess nicht auf die Bedeutung der in der Hesse”- 
schen Determinante enthaltenen Coefficientenaggregate eingeht. 


Bei der Wichtigkeit, welche die Hesse’sche Covariante einer Form 
für diese hat, haben wir die Untersuchung wieder aufgenommen, in- 
dem wir die Frage nach denjenigen Formen gestellt haben, deren 
Determinante identisch verschwindet. Dabei hat sich nun der Hesse’- 
sche Satz als im Allgemeinen unrichtig erwiesen, vielmehr ist unser 
Resultat: 


Der Hesse’sche Satz gilt, wie selbstverständlich für die binären, 
so auch für alle ternären und quaternären Formen, dagegen nicht mehr 
für die Formen von mehr als vier Variabeln und von höherer als der 
zweiten Ordnung. Für diese höhern Fälle lassen sich ganze Classen 
von Formen aufstellen, deren Hesse’sche Determinante identisch ver- 
schwindet, ohne dass zwischen ihren Polaren lineare Relationen statt- 
finden. 


Der Weg, auf welchem wir die Untersuchung***) führen werden, 
ist zunächst die Betrachtung einer linearen partiellen Differentialglei- 
chung, welcher die Form f und deren Polaren Genüge leisten. Die 
Coefficienten dieser Gleichung sind nicht direct gegeben, sondern selbst 
wieder Functionen, die durch ein System partieller Differentialglei- 
chungen definirt werden. Eine der wesentlichen Aufgaben war, aus 
der Zahl der Lösungen dieses Systems diejenigen auszuscheiden, welche 
gange Functionen der Variabeln sind. Und dies geschieht hier, wenn 
auch nicht für den allgemeinsten Fall, durch Betrachtung einer an 
sich interessanten Art von rationalen Transformationen der Varia- 
beln, zu welchen die Functionen unseres Systems Veranlassung geben, 
nämlich solcher, bei welchen die Transformationsdeterminante und 
eine*Reihe ihrer Unterdeterminanten identisch verschwinden. Insbeson- 
dere werden auf diesem Wege in $ 8. die quinären Formen vollständig 
erledigt. 


*) Gordan „Ueber einen Satz von Hesse“, Sitzungsber. der phys.-med. 
Soc. Erlangen, v. 13. Dec. 1875. 


*+) Philos. Magazine, Ser. IV, vol. 5 (1853). 
***) Ein Auszug aus derselben ist schon, in den Sitzungsber. der phys.- med. 
Soc, Erlangen, v. 10. Jan, 1876, mitgetheilt worden. 
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Problemstellung. Definition der Functionen A, 


Die ganze algebraische homogene Form der r Variabeln 
Tis Lo) . . o Tr 
welche wir der Untersuchung zu Grunde legen, bezeichnen wir mit 


(1) Fa os" tr). 
Von dieser Form setzen wir voraus, dass die Determinante ihrer zwei- 
ten partiellen Differentialquotienten 


(2) Ar= EE fifa: fr 
und die Unterdeterminanten derselben bis zu irgend einer bestimmten 
Ordnung hin identisch, für alle Werthsysteme der x, verschwinden. 

Da die Determinante A, gleichzeitig Functionaldeterminante der 
ersten partiellen Differentialquotienten 

fi 1) f: by 2° fr 

von f ist, so sagt das Verschwinden von A, aus, dass zwischen diesen 
Grössen f; wenigstens eine, für alle Werthsysteme der x identische 
Relation besteht. Dieselbe muss algebraisch und homogen sein, da sie 
durch Elimination aus homogenen algebraischen Gleichungen erhalten 
werden kann. Eine solche irredueible Relation von möglichst Aer 
Dimension in den f; sei bezeichnet mit 


(3) a (fis fate f) =0, 
und wir setzen 5 
(4) 21 = Ti. 


Sei ferner ọ der grösste gemeinsame Factor aller x;. Daun setzen 
wir weiter 

(5) mi = Qi = oh (2), 

wo nun die &; ganze Functionen A® (x) der x ohne gemeinschaftlichen 
Factor sind. 

Man kann hier bemerken, dass, im Falle die ersteu Unterdeter- 
minanten A; von A, nicht Null sind, diese sich wie die Quadrate und 
Producte von r Grössen verhalten, die mit den eben definirten Grössen 
h‘D übereinstimmen. Wenn die A® Constanten gleich werden, so hat 
man den Satz Ilesse’s. Wir haben daher nur die Möglichkeit des 
andern Falles, dass die A Functionen der x werden, zu untersuchen. 


8 2. 
Differentialgleichungen der A“. Definition der Functionen Q. 


Wir werden nun eine Classe von Functionen, die in unserem Pro- 
bleme eine wichtige Rolle spielen, durch eine lineare partielle Diffe- 
rentialgleichung dekniren, 
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Unter der im Folgeuden durchgängig festgehaltenen Bezeichnung 


DE a a yS F, 
j 
betrachten wir die T NaNe V 
(6) Di = 0. 


Die derselben genügenden homogenen ganzen Functionen der x 
nennen wir Functionen ®. 


Wir werden zunächst eine Reihe von Lösungen und Eigenschaften, 
dann ein vollständiges System von Lösungen dieser Gleichung auf- 
stellen. Da sich (3) in die Form 
(3) fa = 0 oder £ = 0 
setzen lässt, so folgt, dass f selbst eine der Functionen ® ist. 


Feruer ergiebt sich durch Differentiation von (3) die wiederum in 
allen x identische Gleichung 


(1) 0 = Emifiy = ọfy; (für jedes y); 


d. h. auch alle Polaren f, von f sind Functionen ®. Dieselben wür- 
den sogar, im Falle nur eine Relation zwischen den f, existirte, ein 
vollständiges System von Lösungen der Gleichung (6) bilden. Weitere 
Lösungen sind die Functionen x;, als Functionen der f,: 
Hit = Q. 
Jetzt können wir aber die Functionen Ọ noch anders auffassen: 


Die Functionen Q(x), gebildet für die Argumente x + AE, sind un- 
abhängig von A: 


(8) D (r+1E) = Ole). 
Deun man hat, wenn Ọ von der Ordnung v, 
EHE et He Pe 


Setzt man aber in ®:— 0 den identisch verschwindenden Ausdruck 
®, an Stelle von ®, so ergiebt sich wegen m; = 0: 


Dur == 0, oder Qp = 0, (wo Pp 2,2 TE Eika) 


und ebenso, indem man ®,„ etc. einsetzt: 


Dp = 0, +. Dr 0. 


Der Satz gilt übrigeus für jede, auch nicht ganze Lösung vou (6). 


Diese Auffassung führt sodann noch zu einer zweiten wichtigen 
Eigenschaft der Functionen ®: 
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Ist eine solche ganze Function ® das Product zweier ganzen Func- 
tionen 
= g(x) e y(x), 
so sind auch die Factoren selbst Functionen ®, also Lösungen von (6)*). 
Denn offenbar müssen, wie ®(c+A8) selbst, auch p(c-+ A&) und 
v(c-+AE) von A unabhängig sein, und man hat auch: 
g;=0, Pa = 0, ZE Y= 0, Y= 0, >.. 


Aus diesem Satze ergeben sich nun weitere Lösungen von (6). 
Nach (5) sind auch die A® (x), als Factoren der x;, Lösungen, oder 


(9) w = 0, 
und man hat 
(9) gs = M (2) = W? (x418), 
woraus insbesondere | 
(97) h® (£) = 0. 
“Endlich bilden wir noch die Functionen ®: 
u — u, A 


die sich durch Einsetzen in (6) als Lösungen ergeben Aus diesen 
letztern Lösungen können wir auch ein vollständiges System solcher 
zusammensetzen. Denn sei, wie wir annehmen wollen, &, nicht iden- 
tisch = 0, so betrachten wir das System von Lösungen: 


"i oi 2, 
È: 
a T 1e — a r 
- (10) 72 2 g 
r—1 
Nr—1 Lei — 7 Ir es 


Jede Function ® wird eine homogene ganze rationale Function der 
Grössen N, Mgs * * * Nr-1- 
Denn bildet man: indem man noch 


È, 
0 = N, == T, — a 
setzt, die Function ® für die Argumente 7: 
è 
ä D (mis Fre Net) mr) 


*) Es ist für manche Anwendungen beachtenswerth, dass dieser Satz für alle 
ganzen Lösungen irgend einer linearen partiellen Differentialgleichung gilt, deren 
Coefficienten nur selbst Lösungen der Gleichung sind. 
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so fallen aus der Entwicklung alle Potenzen von z heraus, und 
man hat: $ 

(11) D (Eis Los nr) = P (s Mas + NO). 

Und ebenso drückt sich jede Lösung durch die y allein aus. Die y 
bilden also ein vollständiges System von einander unabhängiger Lö- 
sungen. Und die Gleichung (6) hat daher die Eigenschaft, genau so 
integrirt zu werden, als ob deren Coefficienten constant wären, näm- 
lich durch das System (10). Als Bedingung hiefür sind nur die Glei- 
chungen (9) aufgetreten. Im Folgenden haben wir aber nur von den 
Lösungen ® Gebrauch zu machen. 

Wir wollen noch einer Eigenschaft des Systems (10) Erwähnung 
thun. Die Gleichungen derselben lassen sich auch rational umkehren. 
Denn da auch die Functionen &, oder A”(x) ganze Functionen der 7 
sind, so erhält man aus (10) auch 

mur, CN 

ENT N 

also auch die &,, £a, +-+- x, rational ausgedrückt in den neuen Va- 
viebeln. my M, mi, 

In (9) haben wir Gleichungen für die unbekannten Funetionen A@ 
allein erhalten. Wir haben uns zunächst zu der Discussion dieser 
Gleichungen zu wenden, um dann ans ihren Lösungen mittelst der 
Gleichungen (3°) und (7) zugehörige Functionen f zu finden. 


g 3. 


Transformationsproblem der A"). 


Ir; G=] cn, 


Das System der Gleichungen (9) 
he = 0 

hat genau die Form, wie es schon bei Jacobi*) auftritt und kann 
leicht allgemein integrirt werden. Wir bedürfen indessen in den fol- 
genden Entwicklungen dieser allgemeinen Integration nicht. Es möge 
daher nur kurz angedeutet werden, dass die Integration dadurch ge- 
schieht, dass man neue Functionen der A® und x, ans welchen man, 
indem man sie Constanten gleich setzt, die A® zu berechnen hat, als 
abhängige Variable, die A® aber ausser den x als unabhängige Va- 
riable einführt. Für die neueingeführten Functionen erhält man dann 
nur wieder die Gleichung (6), deren Lösungen in (10) gegeben sind, 
und man findet hieraus als allgemeinstegLösungen des Systems (9): 


h (x) = yp” (m se se Su), 
wo die y irgend welche Functionen der y sein können. 


*) Crelle J. H, P. S2. 
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Aus diesen Gleichungen, welche zur Bestimmung der Functionen 
ht hinreichen, ergeben sich aber dieselben im Allgemeinen nicht als 
ganze rationale Functionen der x. In dem letztern Falle müssen jeden- 
falls die 4 ganze Functionen der y sein; und die Gleichungen (97) 
zeigen weiter, dass, sollen die Ak“) keinen Factor gemein haben, we- 
nigstens zwei Relationen zwischen den Functionen h® allein bestehen 
müssen, nämlich eben die Gleichungen (9”). 


Um aber die ganzen Functionen A® überhaupt auszuscheiden, we- 
nigstens für einen besonders wichtigen Fall, stellen wir Betrachtungen 
an, die in ein anderes Gebiet, in das der Transformationen gehören 
und an die Gleichungen (9°) anknüpfen. 

Diese Gleichungen 
(9) E = RO (x) = RO (HAE), 
in welchen wir von jetzt an die AD immer als ganze rationale Func- 
tionen auffassen, liefern Beziehungen zwischen dem Werthgebiet der x 
und dem der &. Das Werthgebiet der x umfasst alle möglichen Werth- 
combinationen der r—-1 Verhältnisse der » Grössen x und hat da- 
her r—1 Dimensionen; das der Verhältnisse der & ist dagegen ein 
beschränktes, da nach (9”) wenigstens zwei Gleichungen zwischen 
den & bestehen; es möge u Dimensionen haben, wo also u höchstens 
=r — 3 ist. Wir bemerken noch, dass dieses Gebiet der & ein irre- 
ducibles ist. 

Zu jedem Werthsystem der x gehört nach (9°) im Allgemeinen, 
d. h. wenn für dieses x nicht alle A®(x) verschwinden, eindeutig ein 
Werthsystem der Verhältnisse der & Zu diesem gehören aber umge- 
kehrt unendlich viele Werthsysteme der Verhältnisse der x, und zwar, 
wenn x irgend eines der zu &° gehörenden Werthsysteme ist, insbe- 
sondere alle von der Form 

Star, 
für irgend ein A. Wir werden im Folgenden der Kürze halber die 
Gesammtheit solcher zusammengehörigen Werthsysteme c+4A$& als 
Reihe (x£) bezeichnen. 

Hieraus folgt zunächst, dass sich das ganze Werthgebict der x 
in oo”? Reihen (xë), der Form x + 26, zerlegt. Und da die Verhält- 
nisse der r Grössen z nur von den u Parametern des $-Gebietes ab- 
hängen, so müssen zu irgend einem 8° im Allgemeinen oo™#—? solcher 
Reihen (x°8°) zugehören. Die Gesammtheit dieser zu 8° gehörenden 
Reihen (x’&’) bezeichnen wir als das Gebilde g®. Es hat r—u—1 
Dimensionen. 

Bei diesem Entsprechen treten aber auch unter den z Ausnahme- 
elemente auf. Es sind diejenigen Werthsysteme x, welche alle Func- 
tionen A@(x) gleichzeitig zu O machen, und welche wir als die Funda- 
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mentalwerthsysteme y bezeichnen wollen, von denen höchstens oo’ -? 
existiren können: 

h(y) = 0; für jedes à. 
Zu denselben gehören auch die Werthsysteme & selbst, wegen 

h(g) == 0, 
diese bilden einen Theil der y (oder sie können auch, insbesondere 
für p = r — 3, alle y bilden). Einem solchen y kann ein ë oder 
können unendlich viele der & entsprechen; diese findet man, indem man 
die Ausdrücke 

& = hü(y+ey) 
nach aufsteigenden Potenzen von € ordnet und dann € gegen O con- 
vergiren lässt, während man den Verhältnissen der y’ alle möglichen 
Werthe giebt. Auch hier bleibt der Satz gelten, dass, wenu auf diese 
Weise zusammengehörige Wertlisysteme y und & gefunden sind, zu 
demselben & auch die ganze Werthreihe (y&) oder y„+AE& gehört; deun 
der Satz gilt für die Werthreihe (y+ ey’) + AE. 
Es können auch noch umgekehrt, wie unter den x, so auch unter 

den ë Ausnahmeelemente auftreten. Während die Gleichungen 

EAN) — ED (x) = 0 . 
bei willkürlich gegebenen 8°, welche nur dem &-Gebiete angehören 
müssen, für die Verhältnisse der x oor=#-1 Auflösungen, das q)- 
Gebilde, zulassen, kann sich für specielle Werthsysteme &’ die Zahl 
der Auflösungen erhöhen. Iudessen kann es, wenn man von denjeni- 
gen & absieht, deren zugehörige x in höherer Dimension nur in das 
Fundamentalgebiet der y fallen, höchstens o#—? solcher geben, bei 
denen dieses eintritt, da bei œc#—! solcher speciellen &’ die zugehöri- 
gen p)-Gebilde schon das ganze x-Gebiet erfüllen würden. 


§ 4. 
Verhalten der 1%. 

Nach Gleichung (8) setzen sich auch die Werthsysteme, für welche 
irgend eine der Functionen ® verschwindet, nur aus Werthreihen (xE), 
nämlich aus co" solcher, zusammen. Mit einer von den übrigen 
oo’? Werthreihen (xë), die überhaupt existiren, hat (x) = 0 kein 
Werthsystem gemein, ausser dem betreffenden &, wegen 

O(E) = 0. 

Wie sich die Werthsysteme, für welches irgend eines der A® ver- 

schwindet, z. B. 

h=_ 2,0 (x) = 0 
ist, zusammensetzen, können wir noch genauer verfolgen. Dieselben 
bestehen aus zwei Theilen, a) aus sämmtlichen Fundamentalwerthsyste- 
men x, für die À unabhängig von den «,, also sämmtliche AP (x) ver- 
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schwinden; und b) aus den von «; abhängigen Werthsystemen x Für 
diese letztern muss zugleich werden 
EL = Zu = 0, 

d. h. man erhält nur œ#-1 der Werthsysteme & und die zugehörigen x. 
Da auch umgekehrt nur die Bedingung §' = O vorliegt, so erhält man 
auch alle x dieser g)-Gebilde. Daher setzen sich die Werthsysteme b) 
zusammen aus œ#—! der glÿ)-Gebilde; und h =O besteht auch nur 
aus diesen, da die unter a) genannten nur zur Dimension r—3 auf- 
steigen, also keinen selbständigen Factor von A bilden können und 
schon unter den in b) bezeichneten enthalten sein müssen. 

Wir mögen noch bemerken, dass man die in a) bezeichneten 
Fundamentalwerthsysteme y dadurch erhalten kanu, dass man die Glei- 
chungen aller Gebilde ot, für deren ë nicht Za,&;—=0 ist, verbindet 
mit der Gleichung 

Ea;hO (x) = 0. 

Man sieht dabei, dass in jedem Gebilde g% oe”-# -2 der Wertlisysteme 
y liegen, welche sich auf oo”-#-3 Reihen (y) vertheilen; oder zu 
jedem & gehören im Allgemeinen c”-“-3 Fundamentalreihen (y&); 
im Ganzen 00”? solcher Reihen, die indess zusammen nur ein Gebiet 
von r—3 Dimensionen füllen dürfen, da die AO keinen Factor gemein 
haben sollen; und in der That haben wir gesehen, dass schon oo#-! 
der &-Werthsysteme das ganze Fundamentalgebiet y liefern. In be- 
sondern Fällen oder für specielle der & kann sich sogar die Anzahl 
der zugehörigen Fundamentalreihen (y£) noch erhöhen. 

Während die Functionen X sich nur aus den sämmtlichen Werth- 
systemen von &#“-! der q®-Gebilde zusammensetzen, entstehen die 
Functioneu ® im Allgemeinen dadurch, dass nach irgend einem Ge- 
setze aus sämmtlichen oo“ œ)-Gebilden je o0”=-#-3 Werthreihen (x£) 
herausgenommen werden. — 

Die Annahme, dass die & nur ein Werthgebiet von u Dimensionen 
(uZr—3) bilden sollen, können wir auch analytisch ausdrücken. 
Hiernach dürfen die r Functionen A(x) nur von u + 1 Combinatio- 
nen der Variabelu zi, £}, - -- x,, die wir mit 


; Ay, 43, ce Auta 
bezeichnen wollen, homogen abhängen. Nimmt man also die (u+1)- 
reihigen Determinanten aus dem unvollständigen Systeme 


{1) (2) (r) 
i h, h; ... h, 


DO 
h, h à h n 

d J 
h” n° h” 


556 P. Goapan und M. Nörner, 


wo 


gesetzt ist und à,, da, + ++ duyı irgend eine Combination von p + 1 
verschiedenen Zahlen aus 1, 2, -- - r bedeutet, so verhalten sich die- 
selben wie die entsprechenden Determinanten aus dem unvollständigen 
Systeme: 


H 


(1) (2) je 
i ha, h, ... k, 


| | 
(1) (2) (r ) 
iha, ha, 2 | | 
D pa o j 
| 


e + ta 
Au+ı Au+ı du41 
In diesem Systeme sind die k® als Functionen von 
Ay, Ay, + Aug: 
aufgefasst und es ist in diesem Sinne 
ap 7 
eh - h”? 
OA, A 
gesetzt. Da nun der Proportionalitätsfactor die Determinante der A, 
nach den ‚entsprechenden x; ist, und da dieselbe, wenn die A, von 
nicht weniger als u + 1 Combnatones der + abhängen sollen, „bei 
allgemeiner Annahme der Combination d, ip, + ++ ippı nicht ver- 
schwinden kann, so können dann auch jene Determinanten der A 
nach den x; nicht alle verschwinden, und sie werden von der beson- 
dern Combination i, îs, ++- 1,41 ganz unabhängig. | Dagegeu werden 
die (u+2)-reihigen Determinanten, die aus dem obigen Systeme da- 
durch entstehen, dass man eine weitere Horizontalreihe 
S ue 
iut} lue lu +2 
hinzufügt, sämmtlich verschwinden. 


& 5, 
Das h-Problem bei einfach unendlichem Werthgebiete der 40. 


Für den Fall, dass das Werthgebict der & ein einfach uueudliches 
ist, können wir die sämmtlichen Functionen A® (x), welche den Glei- 
chungen (9°) genügen, wirklich angeben. Sei also u = 1. 

In diesem Falle besteht ein g#-Gebilde aus r—2 Dimensionen 
und kann daher durch eine Gleichung zwischen den Variabelu x dar- 
gestellt werden, die wir ebenfalls bezeichnen mit: 


ps) == Q. 
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Ferner können hier die Werthsysteme, für welche eines der A") ver- 
schwindet, nämlich 

Z ah (x) = 0 
ist, nur aus denen einer endlichen Zahl von ø®-Gebilden bestehen, 
oder man muss eine Identität haben: 


(12) Zah’) = fé) + gp) ..., 
wo die E’, 8”, - - - diejenigen Werthsysteme & sind, für welche 
£ a;i = 0 


ist. Die Functionen pP, als Factoren einer Function AP, gehören 
also hier auch zu den in $ 2. definirten F'unctionen ©. 
Hieraus folgt zunächst, dass 


(5 
pe =0 
ist für alle diejenigen Werthsysteme x, welche zu dem beliebigen con- 
stanten Werthsysteme &, gehören, d. h. also für alle diejenigen Werth- 


systeme x, welche 9%) zu O machen; es muss also eine Identität 
existiren: 


(13) NT Se 


wo @ eine ganze Function der x oder auch O sein kann. Dabei sind 
E’ und £° zwei willkührlich gegebene Werthsysteme aus dem &-Gebiet. 
- Nun ist aber 


g =0, 


bei constantem &° für alle Werthe von z. Denn da die Werthsysteme, 
für welche g$)= 0 wird, nur aus Werthreihen (28°) der Form z448 
bestehen, so kann die einige 


gë (+4) = pP + + = 0 


wenn man x beliebig annimmt, nur die Wurzel A = œ haben, woraus 
folgt, dass die Coefficienten von A, von A? ete. identisch verschwinden 
müssen. 

Daher folgt weiter, indem man von pÈ’ die Polare nach &, nimmt, 
dass auch 


CAN =0, für alle z; 


und Gleichung (13) liefert jetzt: 
(op jg == 0, für alle z. 


Aus dieser Gleichung schliesst man nun, genau wie in (8) des § 2., 


dass r i 
eat 48): pa + 28) = olr) pr) 
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ist, für jedes x, dass also entweder ọ = ist, d. h. 
(14) pe =0, 


oder dass pS = 0 ist, was, da &’° und &, beliebige Grössen des E- 
Gebiets waren, wiederum auf Gleichung (14) führt. 

In unserem Falle besteht also ein Gebilde q@® nicht nur aus 
Werthreihen (xë), sondern auch aus solchen (z&’), wo &’ irgend ein 
Werthsystem des £-Gebiets vorstellt. 

Nach Gleichung (12) hat man nun auch für irgend eine der Func- 
tionen AO (x): 

W =0, 
bei constantem &' und belichigem 2: 


Seien 
ED, E®, ... Eir-n) 


irgend welche linear von einander unabhängige constante Werthsysteme 
des &-Gebiets, in der Zahl, dass sich alle & linear und homogen aus 
diesen r—s zusammensetzen lassen; also: 


Gp 
ho =(. 
Dann hat man auch für irgend ein y von der Form 


y = t E) + a, EU) + ... + a, Er 
die Identität | 


n° = 0, 
woraus 
NP (ca +Ay) = AO (x) 
und 
RO (y) = 0. 


Daher muss zunächst s > 1 sein, da sonst die A®(z) ein Gebiet von 
oor-? Werthsystemen, also einen Factor gemein haben würden. 

Zu diesen y, welche hier die Fundamentalwerthsysteme des zx- 
Gebiets bilden, gehören auch alle ë selbst. Da dieselben also linear 
und homogen von r — s Parametern abhängen, so müssen zwischen 
denselben s (>2) lineare Relationen existiren, welche man durch Eli- 
mination der r—s Parameter findet, etwa 


hO(x) = 0, ne =0,... (x) = 0. 
Unser Gleichungssystem pe FO = 0 geht dann in folgendes über: 
y 0 
a D E = 0, von j =s + 1 bis j =r, 
(k = lee +. ne .r—S). 
Dies sind, bei gegebenem i, r — s Gleichungen, homogen in den 
r — s Grössen 
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FEN 
C 
Die Determinante der Coefficienten 
Dr.” 
verschwindet nicht, da die Werthsysteme Et, ... Etr—9 linear von 
einander unabhängig sein sollen. Daher folgt: - 


ba ’ G=s+1,s+2,...r), 
d. h. die Grössen 
RUT» (x), nt? (x), nr h(x) 
sind Functionen von x,, &,, +++ ©, allein. 

Umgekehrt können aber, wenn die Functionen Alt), 19, ... 7 
identisch O sind, die Functionen AAC+), ... AO ganz willkührliche ganze 
homogene Functionen von x,, Z}, + x, sein, und man wird immer 
ein System von Lösungen der Gleichungen (9) haben. 

Dawit dann noch ausserdem, wie es in diesem $ angenommen 
war, das Werthgebiet der & ein einfach unendliches wird, müssen für 


s< L, zu den von selbst bestehenden r—2s identischen Relationen 
zwischen den r — s Functionen “+, ... RO, noch s — 2 beliebige 
weitere Relationen hinzugenommen werden. Für s== 2 insbesondere 
hat man also ohne weitere Relationen schon den Fall des einfach un- 
endlichen Werthgebiets der £. 

Für s> = , in welchem Falle keine Relationen von selbst bestehen, 


hat man, wenn die § eine Dimension bilden sollen, noch r—s - 2 be- 
liebige Relationen zwischen den AAC+, ... W anzunehmen. 


$6. 
Das f-Problem für den Fall, dass mehrere der A® verschwinden. 

Indem wir jetzt zur Aufsuchung von Functionen f übergehen, 
deren Determinante A, identisch verschwindet, werden wir dieses Pro- 
blem in dem Umfange erledigen, als es die im Vorhergehenden gefun- 
denen Lösungen des A-Problems der Gleichungen (9) gestatten. 

Wir haben für die Function f die Gleichungen 

k=0, fa=0. 

Differentiirt man die erstere Gleichung nach den Variabeln x, so er- 
giebt sich mit Hülfe des zweiten Systems Gleichungen: 


5) APF H- HER =0, (k=1,2,:..r), 


wo 


ist. 
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Dieses System linearer partieller Differentialgleichungen für die 
Function f genügt, mit Hinzunalme der Bedingung, dass f eine ganze 
Function sein soll, zur Definition einer Function f, deren Determinante 
A, identisch verschwindet. Denn indem man die Gleichungen des 
Systems der Reihe nach mit den Variabeln z,, - - + x, multiplieirt und 
dieselben addirt, ergeben sich wieder umgekehrt die genügeuden Glei- 


chungen 
k=0, fi 0. 

Die Gleichungen (15) zeigen, dass nicht alle möglichen ganzen 
Lösungen des in (9) gestellten A-Problems zu zugehörigen Functio- 
nen f führen; dass vielmehr, da die Gleichungen (15) mit einander 
verträglich sein müssen, eine Reihe weiterer Bediugungsgleichungen 
für die Functionen A®(x) auftreten. Wir beschränken uns nun bei 
dieser Untersuchung auf die im vorigen $ gefundenen Lösungen A, 
die zugleich alle für u = 1 möglichen Lösungen umfassen. 

Hiernach setzen wir voraus, dass 


(16) E —h(2)=0, E, = hD (£) =0, -£= h(x) = 0, 


Se RH (x,, Lo) ... z) , e. & = RO x, je, ... x, 
sind, wo die A(+1), ... A ganze homogene Functionen gleicher Ord- 
nung der Variabeln x,, £}, - +: x, sind. 

Die Relation f:—0, welche zwischen den Polaren von f besteht, 
wird daun eine solche zwischen fı+1, fs+3, -  - / allein: 


(fr, f+, e f) = 0. 

da sonst § = 0, §, = 0, -. - §& = 0 Relationen von niedrigerer Di- 
mension in den f;, als x, bildeten, die nach der Annahme über x wicht 
existiren. 

Für s = r — 1 folgt hier 
. fr = 0, 
eine lineare Relation zwischen den Polaren. Ebenso folgt für s =r — 2 
eine Relation zwischen f,_ı und f, allein, die, als binäre, ebenfalls 
linear sein muss. In diesen beiden Fällen (wie für s= 1) gilt also 
der von Hesse gegebene Satz. Sei also 


2<s<r—2. 
Das System der Gleichungen (15) wird hier 


(17) EN ae BAR Pt N = 0, k=1,2,---s), 


ein System von s linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen 
für die eine abhängige Variable f und die r — s unabhüngigen Varia- 
beln 

j Tity T+ 2; e Tr, 

in welches die Variabeln 

M, - 10 
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nur wie Constanten eingehen, also ein System mit constanten Coeff- 
cienten A)’. In diesem System (17) müssen nun noch die %® so be- 
stimmt werden, dass sich die Gleichungen (17) als lineare mit einander 
vertragen, was wenigstens für r — s < s zu Bedingungen für die At 
führt. 

Wir nehmen jetzt wieder an, dass das Werthgebiet der & ein u- 
fach unendliches ist. ù 

Sei nun erstens s < = . 3 


Die £ würden dann, ohne weitere Bedingungen für die Functio- 
nen AP (x), ein Gebiet von s— 1 Dimensionen bilden. Damit sich 
dasselbe auf u Dimensionen reducire, müssen zu den obigen Bestim- 
mungen für die A (in (16)) noch s — u — 1 beliebige Beziehungen 
zwischen den CHD,» > W hinzutreten. Diese Functionen A® (x) 
hängen dann homogen von nur u + 1 Combinationen der Grössen 
Li, Tas * + À, ab, die wir wieder mit 

r Ai, ea Aus 
bezeichnen wollen. 

Es folgt dann, dass in dem System (17) s — u — 1 der Gleichungen 
von den übrigen u- 1 linear abhängig sind (nämlich durch lineare 
Relationen verbunden, die unabhängig sind von den Variabeln x,4:1, 
Tige, “+. &). Denn es verschwinden, wie schon am Ende des $ 3. 
bemerkt ist, sämmtliche (w-+2)-reihige Determinanten, welche man 
aus den Coefficienten AP von irgend p -+2 der Gleichungen des Systems 
(17) bilden kann, während die aus irgend u + 1 der Gleichungen ge- 
bildeten (u + 1)-reihigen Determinanten Grössen proportional sind, 
welche von der Wahl dieser u + 1 Gleichungen unabhängig sind. 


> . = r 
Sei zweitens s 5 = 


Die £ aus den Gleichungen (16) sind dann zunächst au Zahl oor- 1 
Das System (17) liefert also dann entweder; 


h+ı=0, f+: =0, 0, 

d. h. man hat den von Hesse gegebenen Satz, oder es müssen noch 
wenigstens alle r — s-reihigen Determinanten aus den Coefficienten 
des Systems (17) verschwinden, d. h. die A® dürfen nur von höchstens 
r — s — l Combinationen der Grössen T, X}, +. x, homogen ab- 
hängen, und von den Gleichungen (17) bleibeu nur r— s — 1 von 
einander unabhängig. Sollen sodann die & nur ein Gebiet von u Dimen- 
sionen bilden, so müssen weiterhin r — s — u — 2 Relationen zwischen 
den A’ (x) beliebig angenommen werden können, also muss sein 


u<r—s—2. 
Alsdann hängen die Functionen A” (x) wieder von g + 1 Combinationen 
A, A,, nr Apti 
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der Grössen x,, x,, ++ x, homogen ab; und es sind nur u + 1 der 
Gleichungen des Systems (17) linear von einander unabhängig. 

Die u + 1 linear von einander unabhängigen Gleichungen des 
Systems (17) bilden nun (für s< 5 oder > 2), da die Coefficienten 
des Systems wie Constanten eingehen, ein vollständiges System linearer 


partieller Differentialgleichungen. Um dasselbe zu integriren, braucht 


man nur e 
r—s—u—il 


von einander unabhängige Lösungen für f zu kennen, aus denen sich 
. dann durch Zusammensetzung mit den Lösungen 
Li, Taze Ts 
die allgemeinste Lösung für f ergiebt. Jene Lösungen sind aber direct 
anzugeben. 
Seien mit 


Pi,» 
irgend welche Functionen der Grössen 
Lis Las °°" Ts 


oder Constanten bezeichnet, und sei . 
EZT Tie RE | 
pl CHE k e. M | 
RN Lu D à x"? | 
= | Me, Ye e. Mi ? 
| Pini 2,8 An 


| Ps, l Pa. 2 Re; II. 


s PEE D Posen ee IE; r—3 


in welchem Ausdruck für r — s — u — 2 = 0 keine Reihen P; auf- 
treten sollen und wo wieder die A als Functionen der A, aufgefasst 
sind und 


gesetzt ist. 
Diese Grösse Q ist nun eine Lösung des Systems (17). 
Seien also weiter 
Qi Q, p Qca i 


r — S — u — 1 verschiedene Grössen, die aus Q dadurch hervorgehen 
sollen, dass man für die 2,1 verschiedene Functions- oder Werth- 
systeme annimmt. Die allgemeinste Lösung des Systems (IT) ist dann 
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(18) f= PQ, On ee Qatet Ei M) 

wo eine beliebige Function der angegebenen Argumente darstellt. 
Wählt man insbesondere die P;,. als Constanten, oder als solche 

Functionen von &,, -+> &,, dass die in den Q; auftretenden Determi- 

nanten der P;,, keinen Factor gemein haben, so müssen, damit f eine 

ganze Function der Variabelu wird, auch die Q; und die Function als 

yanze Functionen genommen werden. 


87. 
Ternäre und quaternäre Formen. Specielle Fälle. 


Wir behandeln im Folgenden noch einige specielle Fälle, als An- 
wendung des Vorhergehenden. 

a) Die ternären Formen f lassen sich schon durch die Gleichung 
(97) des $ 2. direct erledigen. Denn wenn die Grössen 

& = hO (x) 

hier noch Functionen der Variabeln x wären, so würde ihr Gebiet nur 
ein einfach unendliches sein können, und nach (9°) würden die Func- 
tionen A® (x) einen Factor gemein haben müssen, gegen die Annahme 
in § 1. Daher ist die Relation (3) zwischen den Polaren f; eine lineare 
mit constanten Coefficienten, was der von Hesse ausgesprochene Satz 
ist. Verschwinden insbesondere auch alle ersten Unterdeterminanten 
von A,, so existiren zwei lineare Relationen (3), und f wird die Potenz 
einer linearen Form. 

b) Die quaternären Formen f sind durch die Entwicklungen der 
§§ 2—5. ebenfalls vollständig erledigt. Sollen hier nämlich die ë 
Functionen der Variabeln æ sein, so kann ihr Werthgebiet nur ein 
einfach unendliches sein. Denn wäre dasselbe ein zweifach unendliches, 
so würden wegen 

h'O(E) 0 
die Functionen A® einen Factor gemein haben müssen, was gegen die 
Annahme des $ 1. ist. 

Aber für diesen Fall, dass die & eine Dimension bilden, liefert 
$ 5. alle Lösungen f. Man hat dann in (16) r—4, also s=r —2—=2 
zu setzen und erhält eine Relation zwischen /, und f, allein, die, wie 
schon dort erwähnt, als binäre linear sein muss. Auch für die quater- 
nären Formen gilt also der Satz Hesse’s immer. 

Da unser Beweisgang auch bei dem Verschwinden von Unterdeter- 
minanten der Hesse’schen Determinante A, von f unverändert be- 
stehen bleibt, so können wir weiter schliessen, dass eine, zwei oder drei 
von einander unabhängige lineare Relationen zwischen den Polaren von 
f existiren werden, je nachdem nur A, oder auch sämmtliche erste, 
oder endlich auch sämmtliche zweite Unterdeterminanten von A, iden- 
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tisch verschwinden; dass sieh also unter diesen verschiedenen Bedin- 
gungen die Form f durch lineare Transformation auf eine solche von 
bezügl. 3, 2 oder 1 Variabeln reduciren lässt. 


c) Wir erwähnen noch der einfacheren Form, in welche man die 
Lösungen (18) in einem speciellen Falle, insbesondere für ser— u —2, 
s< L setzen kann. 


Seien die Grössen 


P,, Pa, #2, 
beliebige ganze homogene Functionen gleicher Ordnung von 
Ty e = 


(] 
Q = Lit Pi + tepo Pe +H- H atr Pr. 
Eine allen Bedingungen genügende Function f ist dann 
; f = o (Q, Ti, Le, à), 
wo ọ eine beliebige ganze Function von Q, Xi, £2, * + - x, ist, nur der 
Art, dass dieselbe homogen wird in den Variabeln 
Zi, Taz °° Tre 
Denn zwischen den Polaren 


at, fat) D: fr, 

op D € p cp P 
a PI ag 7 
übereinstimmen, werden, dar —s > s ist, r — 2s von allen Variabeln 
unabhängige identische Relationen stattfinden, die im Allgemeinen nicht 
linear sein werden. 

Dieser Fall erschöpft insbesondere alle guinären Formen, bei denen 
das Werthgebiet der & ein einfach unendliches sein soll, indem man 
r= 5, S= 92 setzt. | 


und sei 


die bezüglich mit 


g 8. 
Quinäre Formen. 


In $ 7. c) haben wir alle quinüren Formen f angegeben, welche 
auf ein einfach unendliches Werthgebiet der & führen. Für die quinären 
Formen wäre nur noch der l'all eines zweifach unendlichen Werthge- 
biets der & möglich. Wir erledigen nun diesen Fall, indem wir nach- 
weisen werden, dass keine Formen f solcher Art existiren. Dabei werden 
indess noch einige, in dem Vorhergehenden nicht enthaltene Betrach- 
tungen nothwendig. 


Sei in § 3.: 


> 


red, = 2. 


Das zu irgend einem &' des zweifach unendlichen -Gebiets gehörige 
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œS)-Gebilde hat hier zwei Dimensionen und besteht aus einfach un- 
endlich vielen Werthreihen (x$). Jedes dieser g*)-Gebilde enthält 
(nach $ 4.) im Allgemeinen eine endliche Zahl von Werthreihen (y£), 
welche alle Fundamentalwerthsysteme des x-Gebietes umfassen. Und 
da diese Wertlisysteme y auch nur ein Gebiet von 2 Dimensionen bilden 
können, so wird hier das irreducible -Gebiet jedenfalls ein endlicher 
Theil des y- Gebiets und besteht also ebenfalls nur, wie jenes, aus Werth- 
reihen der Form (E88). Es giebt wenigstens einfach unendlich viele 
solcher Werthreihen, die wir mit (««’), (BG), (yy), +- bezeichnen wollen. 
Man sieht sogar, dass die zu allgemeinen Werthsystemen «a, œ, a” - - - 
der bel. Werthreihe (««’) gehörigen Fundamentalreihen 


tr 


(ay), (ey), ("y") 
kein von dem -Gebiet verschiedenes y-Gebiet bilden können; denn 
dasselbe würde für unendlich viele andere Werthreihen 


BB), 07) 


ebenso gelten und das entstehende y-Gebiet würde mit dem irreducibeln 
5-Gebiet alle zweifach unendlich vielen Werthsysteme desselben gemein 
haben, 

Wir werden nun zunächst nachweisen, dass zwischen den Func- 
tionen &; = W(x) entweder wenigstens eine lineare Relation besteht, 
oder dass der Satz Hesse’s gilt. 

Zu dem Zwecke betrachten wir die Gesammtheit der g@-Gebilde, 
welche zu irgend einer Werthreihe des &-Gebiets, etwa zu 

(ee), 
gehören. Diese liefern zusammengenommen ein Gebilde, das durch 
eine Gleichung dargestellt werden kann: | 

A=0, 
wo A eine Function © ist (siehe $ 4.1. Wenn Za;ë = 0 eine*Glei- 
chung ist, welche durch alle Werthsysteme der Reihe (««’) befriedigt 
wird, so ist A ein Factor von Z'a;hû (x). 

Das Gebiet A = 0 muss also sämmtliche Werthsysteme des E- 
Gebiets enthalten. Wenn nun ein von (aa) verschiedenes Werth- 
system ß desselben zum g'®-Gebilde gehört, so ist auch die ganze 
Werthreihe («ß) unter den Fundamentalwerthen y enthalten. Es er- 
geben sich hier nur zwei mögliche Fälle: 

a) entweder hat man von jedem \Verthsystem «, «', «” ». - aus 
ausser der Werthreihe (««’) noch wenigstens je eine weitere Werth- 


reihe, bez. 
(aß), EP), EP) 


welche sämmtlich dem $&-Gebiet angehören müssen, oder 
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b) man hat von wenigstens einem Werth « der Werthreihe (««‘) 
aus einfach unendlich viele Werthreihen 


(aß), (aß), (Ba) - ; 


welche dem £-Gebiet angehören. 
Wir haben diese beiden Fälle besonders zu behandeln. 


Fall a) 


Im Falle a) haben sämmtliche Werthsysteme &, da ja die Werth- 
reihe (aa) irgend eine des &-Gebiets war, die Eigenschaft, dass von 
ihm wenigstens zwei Werthreihen (£^) und (££”) ausgehen. 

Nehmen wir die allgemein gewählte Reihe (««’) heraus. Die 
sämmtlichen übrigen Reihen 


(BP), (77); er: 
haben entweder alle je ein Werthsystem mit (««’) gemein, oder nicht. 
Im ersten Falle wird eine Werthreihe (yy) ebensowohl ein Werth- 
system mit der Reihe ($8), als mit der (««’), gemein haben, sie ist 


daher von der Form 
(a +ia)+e(ß-tuß), 


und da auch ß’ schon linear von «, «', ß abhängt, so sind sämmtliche 
Wertlisysteme des &-Gebiets in der Form 


a+ dx + of 
enthalten. 


Weun zweitens (««’) und (BB) kein Werthsystem gemein haben, 
so bilde man alle zu den verschiedenen «, «, œ, - - - von (aa) ge- 
hörigen Reiben 

(ay), (ay), (ay) 

des £-Gebiets. Diese müssen zusammen auch die Reihe (Bp) ent- 
halten; es muss also unendlich viele derselben geben, welche je einen 
Werth dieser (3ß’)-Reihe enthalten, und da diese zusammen schon ein 
irreducibles zweifach unendliches Gebilde darstellen, so ergiebt sich so 
schon das ganze &-Gebiet. Irgend ein Werth y” dieses Gebiets ist 
folglich in der Form 

+ of, 


(ehe) + etub) 


_ ©. D. 


enthalten. 


Hieraus folgt aber, da die § linear und homogen von höchstens 
vier Parametern abhängen, dass im Falle a) zwischen den Functionen 
&; = k” (x) wenigstens eine lineare Relation besteht. Wir wollen nun 
nachweisen, dass für solche Funetionen At, welche zu unserm f-Pro- 
blem gehören, diese eine Relation noch eine zweite lineare mit sich 
führt. 
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Sei die hier gefundene lineare Relation bezeichnet mit 
h(x) = 0. 
Wir entwickeln dann f nach Potenzen von z: 


[hat tb, 


wo A eine homogene Function der Variabeln x,, £3, æ,, x, allein ist. 
Nun hat man zwischen f,, fa, fi, fs eine identische Relation 
TT (fz: f) =0, 
von der wir, wenn der Hesse'sche Satz nicht gültig sein soll, an- 


nelımen müssen, dass sie nicht linear ist. 
Als identische Relation gilt dieselbe auch für die Glieder niedrig- 


ster Ordnung in x,, also, wenn man iE = A, setzt: 
Fat 


TT (4; A, A, 45) = 0, 
d. h. A ist eine quaternäre Form mit verschwindender Hesse’scher 
Determinante. Aber jede Relation, welche in diesem Falle zwischen 
den Polaren von A besteht, muss nach $ 7. b) auf lineare zurück- 
führbar sein. Da nun TT(A,,---A,)=0 an sich keine solche und 
der Ausdruck TT auch nicht reducibel ist, so muss es nothwendig 
wenigstens zwei lineare Relationen zwischen den A, geben, mit deren 
Hülfe TT identisch erfüllt wird. Daher ist A entweder eine binäre 
Form oder die Potenz eines linearen Ausdrucks in £}, Zz, Z4, %,, und 
besteht in beiden Fällen nur aus linearen Factoren. 
Der Ausdruck z 
at = À -+ +, B 
ist, als Factor von f, eine Function Ọ (§ 2.), man hat also: 


A(8) + $ B) = 0, 


A(E) 0. 
Es verschwindet daher einer der linearen Factoren von A(E), was 
eine weitere in den Grössen &,, E,, &,, &, lineare Relation liefert. 
Wir wollen dieselbe mit &, — O bezeichnen. 
Sei also jetzt 


und wegen § = 0: 


hO(x) = 0, Ada) = 0, 
Das System (15) des $ 6. liefert dann die 5 Gleichungen: 
SE + LUE + NP m0, (k=1,2,.--5), 
aus welchen entweder 
{3 =0, fi=0, f,=0, 
also der Hesse'sche Satz, folgt, oder das Verschwinden sämmtlicher 
dreireihiger Determinanten aus den Ditferentialquotienten der A®, ht, 
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h®,. Dieses letztere sagt aus, dass zwischen den Functionen A® noch 
eine weitere, von allen Variabeln unabhängige identische Relation 
existirt, dass also das Werthgebiet der & kein zweifach uuendliches 
sein kann. æ R 

Damit ist der Fall a) als nicht existirend erwiesen. 


Fall b) 
Das E-Gebiet enthält hier die einfach unendlich vielen Werth- 


reihen 
(aß), (aß), (Cha), +, 


welche alle dasselbe Werthsystem « euthalten, und besteht als irredu- 
cibles auch nur aus denselben. 


Sei 
E== ic + f. 
Die Gleichung 
= A+, =0 
gilt, wenn § gegeben ist, für die œo? Werthsysteme x des zu § ge- 


hörigen g®-Gebildes. Für dieselben gilt dann auch die durch Difte- 
rentiation nach A daraus entstehende Gleichung 


d l d 
+, 

und da auch für dieselben Werthsysteme 

fi; A0 
ist, so hat man auch für alle x des g®-Gebildes identisch: 

3 Je = 0. 

Nun war hier ß, also auch &, irgend ein Werthsystem des §-Gebiets. 
Daher ist die Gleichung 

fa =0, 


in welcher «œ constant ist, identisch für alle Werthsysteme x überhaupt, 
was aber der Hesse’sche Satz ist. 


Erlangen, in Mai 1876. 


Ueber den stationären elektrischen Strömungszustand in einer 
gekrüminten leitenden Fläche. 
Von 
C. NEUMaANx in Leipzig. 


Es mag'mir gestattet sein, hier mit wenig Worten auf dasjenige 
Thema einzugehen, welches Kirchhoff in den Monatsberichten der 
Berl. Akad. d. Wiss. vom 19. Juli 1875 behandelt hat, und zu bemerken, 
dass der dort von Kirchhoff ausgesprochene allgemeine Satz über 
die gegenseitige Beziehung des elektrischen Strönung-Problems und 
des Problems der ähnlichen Abbildung von mir bereits im Jahre 1863 
(oder noch früher) entdeckt worden ist. Nicht nur habe ich seit jener 
Zeit hin und wieder gesprächsweise hierüber Mittheilung gemacht, son- 
dern ich habe auch während des Wintersemesters 1873/74 in dem mit 
meinen hiesigen Universitäts- Vorlesungen verbundenem Mathematischen 
Seminar Gelegenheit genommen, jenen Satz vorzutragen und zu be- 
weisen. 


Hiervon aber abgesehen, wird eine kurze Mittheilung über den 
Gegenstand vielleicht schon deswegen von Interesse sein, weil meine 
Methode zur Ableitung jenes Satzes von der Kirchhoff ’schen Methode 
wesentlich abweicht, und hinsichtlich ihrer Einfachheit schwer zu über- 
treffen sein dürfte. 


Es sei F eine gekrümmte leitende Fläche, die nach Belieben ent- 
weder geschlossen, oder von irgend welchen Randcurven begrenzt ist; 
ferner sei c die überall gleiche unendlich kleine Dicke der Fläche, und 
k ihr Leitungsvermögen; endlich seien a, und a, irgend zwei auf FF 
gegebene Punkte *). 

Fliesst durch die Fläche F ein coustanter elektrischer Strom von 
der Stärke J, welcher bei a, in die Fläche eintritt und bei a, wieder 
austritt, so wird die nach Eintritt des stationären Zustandes in der 


*) Ebenso wie Kirchhoff verstehe ich unter leitender Fläche eine sehr dünne 
leitende Platte, die beliebig gekrümmt sein kann, also einen leitenden Körper, der 
begrenzt ist von zwei einander sehr nahe liegenden parallelen Flächen. 
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Fläche vorhandene elektrische Spannuug V folgende Eigenschaften be- 
sitzen *): 

Erstens. — Ist T ein beliebiger Theil von F, ferner s der 

Rand von T, und n die innere Normale dieses Bandes, endlich 

M die während der Zeiteinheit durch die Punkte a, und a, in 


den Theil T einströmende Elektrieitätsmenge, so findet die Formel 
statt: 


‘av M 
(A) f JE ds = ke? 


die Integration ausgedehnt iiber den Rand von T. — Dabei sei 
bemerkt, dass die Grösse M (zufolge ihrer Definition) einen der 
drei Werthe 0, J oder — J besitzen wird, nämlich den Werth O, 
h falls T keinen der Punkte a,, a, oder beide enthält, ferner den 
Werth J, falls T nur a,, und den Werth — J, falls T nur a, 
enthält. 
Zweitens. — Am Rande der gegebenen Fläche F findet die 
Formel statt: 


(B) an =e 
falls nämlich n die Normale jenes Randes bezeichnet. 


Man erkennt leicht, dass diese beiden Eigenschaften (A) und (B) 
vollkommen ausreichend sind, um V zu bestimmen (abgeselien von 
einer additiven Constanten). Ist V ermittelt, so sind dadurch mitbe- 
stimmt sowohl die Curven constanter Spannung, als auch die Strömungs- 
curven; denn die erstern sind dargestellt durch 


V = Const., 
und die letztern sind zu diesen orthogonal. 


Wir wollen uns nun eine zweite Fläche ® denken, welche der 
Fläche F in den kleinsten Theilen ähnlich ist, und gleichzeitig wollen 
wir uus die Function V (ohne Abänderung ihrer Werthe) von allen 
Punkten a, b, c, - - + der Fläche F nach den eorrespondirenden Punkten 
«, B, y, + der Fläche ® versetzt denken; was angedeutet sein mag 
durch die Formeln: . 


SS 
CHAT 
23 


*) Bezeichnet a einen beliebigen Punkt der Fläche F', so ist die im Punkte a 
vorhandene elektrische Spannung V nichts Anderes als das Gesammtpotential 
aller freien Elektricität auf eine in a gedachte elektrische Masseneinheit. — We- 
nigstens ist dies die heut zu Tage übliche (von Weber und Kirchhoff aufge- 
stelite) Ansicht. 
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Hieraus folgt z. B.: 
v.—-NY=V,— Vs. 
Bilden die drei Punkte a, b, c ein unendlich kleines bei L rechtwinkliges 
Dreieck, so wird das von den Punkten «, ß, y gebildete ähnliche Dreieck 
rechtwinklig sein bei 8, und zugleich der Relation entsprechen: 
(ab) _ (aß), 
(be) (By) 
Durch Multiplication der beiden letzten Gleichungen folgt sofort: 
u ln a); 
und diese Relation gewinnt, falls man nachträglich š — 
(ab) = ds, («ß)=do, 
(bc) = dn, (By) = dv ur 
setzt, die einfachere Gestalt: 


Y y 
ea LUE, 


wo AA und s nichts Anderes sind, als die nach den Richtungen x 


uud v genommenen Differentialquotienten vou V. 
Vermöge der soeben gefundenen Relation können wir nun die 
Formeln (A) und (B) umgestalten respective in: 


(A) jr do = 34, 
und in: 

. ir 
(B) fy =0; 


hier bezeichnet 6 in der einen Formel den Rand von T, in der andern 
den von ®, wo selbstverständlich T denjenigen Theil der Fläche ® 
vorstellen soll, welcher dem Theile T von F correspondirt. 

Entspricht also die Function V auf der ursprünglichen Fläche 1° 
den Bedingungen (A), (B), so wird sie gleichzeitig auf der neuen 
Fläche ® den analogen Bedingungen (A7), (B’) Genüge leisten. 

Kann man also das Problem des stationären Strömungszustandes 
lösen für eine gegebene Fläche F, so kann man dasselbe auch lösen für 
jede andere Fläche ®, welche mit IF in den kleinsten Theilen ähnlich 
‚ist; vorausgesetzt, dass die Kinströmungspunkte der beiden Flächen corre- 
spondirende Punkte sind, und die Ausströmungspunkte ebenfalls. — Re- 
präsentirt nämlich V die Spannung für den Strömungszustand der Fläche 
F, so wird dieselbe Function V, versetzt nach den correspondirenden 
Punkten von ®, die Spannung für den Strömungszustand von ® darstellen. 


Leipzig, Juli 1376. 


Ueber den Fundamentalsatz der Algebra. 


Von P. Gonvax*) in Erlangen. 


Im Nachstehenden versuche ich, den zweiten Beweis, welchen 
Gauss (siehe Werke Bd. 3. p. 33 — 56) für den Fundamentalsatz der 
Algebra gegeben hat: dass jede ganze, rationale algebraische Function 
einer Variabeln x in lineare Functionen zerfällbar ist, in einigen wesent- 
lichen Punkten zu vereinfachen. Dabei unterdrücke ich der Kürze wegen 
einige Ausführungen, die allgemein bekannt sind. Z. B. beschränke 
ich mich darauf, den geforderten Nachweis für Gleichungen mit reellen 
Coefficienten zu führen und bei ihnen die Existenz überhaupt einer 
Wurzel zu zeigen. Andererseits mögen die beiden Sätze als bewiesen 
gelten: 

dass zwei Functionen, deren Resultante**) verschwindet, einen 
gemeinsamen Factor haben, und dass eine ganze Function nur 
auf eine Weise in Primfactoren zerlegt werden kaun. 

Sei also 

f= 2" + am! + bar +... =0 
eine Gleichung mit gegebenen reellen Coëfficienten; von ihr soll ge- 
zeigt werden, dass sie eine Wurzel besitzt. 

Wenn » ungerade, ist dies unmittelbar deutlich, da f(+) und 
f(— x) verschiedene Vorzeichen besitzen, und also ein Werth von x 
existiren muss, in welchem f sein Vorzeichen ändert, also ‚verschwindet. 


En 


*) Vergl. Erlanger Berichte, Mai 1876. 

**) Als Resultante zweier Functionen 
[== a" Ha! +... E 
p= wat at 


wird hier und weiterhin der Ausdruck bezeichnet: 


4 lo ty A3 ss... 
0 Ay a, te. 
R = . . . . . | x 
1 Co Ni 2 °°: | 


0 «, je: 
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Ist aber n eine gerade Zahl, so werde, mit Gauss, eine weitere 
Unterscheidung eingeführt nach der Multiplicität, in welcher die Zahl 2 
als Factor in'n enthalten ist. Es werde angenommen, man habe be- : 
reits den erforderlichen Nachweis geführt: 

1) für solche Gleichungen mit reellen Coëfficienten, deren Grad 

: den Factor 2 in einer niedrigeren Potenz als die gegebene 

Gradzahl n enthält, 

2) für solche Gleichungen mit reellen Coëfficienten, deren- Grad 
kleiner als x ist und den Factor 2 in keiner höheren Potenz 
als n enthält. 

Wir zeigen dann, dass unsere Behauptung auch für die gegebene 
Zahl » richtig ist, und führen damit den Beweis allgemein, indem er 
für ungerades » bereits erbracht ist, dann also der Reihe nach für alle ` 
Zahlen n gewonnen wird, welche die 2 einmal als Factor enthalten, etc. 


Zu dem Zwecke setze ich nun 


fat) = fa) + uf a) + ÈE H la) + ne Ple 0) 
und bilde die Resultante der beiden Functionen : 


i f(&), Piz, u) 


Rya, raw» 


die als 


bezeichnet werden mag*). Sie ist eine Function von u vom Grade 
n(n—1), in welcher u"@-» den Coëfficienten 1 hat. Sie ist zugleich 
Resultante der Functionen | 
f(x) +uP(x,u) =f (£4 u) und P(x,u), 
oder, da sie den Charakter einer simultanen Invariante besitzt, Resul- 
tante der Functionen: 
f(x) und P(x—-u,u) = P(2,— u); 


sie ist somit eine gerade Function von #, also eine ganze Function 
non — 1 
2 


Aber nm besitzt den Factor 2 in einer geringeren Potenz als 
die (gerade) Zahl x; es hat also ' 


von u? und als solche vom Grade 


Rec, P, uy E= 0, 


*) Dies ist die erste Abweichuug von Gauss. Die Resultante, wie sie im 
Texte gebildet wird, bestimmt, gleich Null gesetzt, schliesslich die Quadrate der 
Wurzeldifferenzen der vorgelegten Gleichung resp. diese Differenzen selbst. Gauss 
dagegen benutzt eine allgemeinere Resolvente, deren Wurzel 

= A«aß + B(a+ß) + C (vgl. Gauss Seite 46) 
ist, unter «, ß zwei Wurzeln von f, unter A, B, C beliebige Constante ver- 
standen. 
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aufgefasst als Gleichung für u?, oder auch als Gleichung für u, nach 
Voraussetzungen (1) eine Wurzel. Bezeichnen wir dieselbe durch v, 


* go entsteht die Identität 


Ra, Pe, n = 0, 
welche zeigt, dass f(x) und P(x, v) einen gemeinsamen Factor besitzen, 
dass also f(x) in Factoren zerfällbar ist. 
Aus dieser Thatsache kann nun folgendermassen einfach gefolgert 
werden, dass f eine Wurzel besitzt, also schliesslich in lineare Factoren 
zerfällbar ist*). Ich unterscheide drei Fälle. 


1) Der Factor, den f(x) mit P(x, v) gemein hat, sei reell, = g(x). 


Dann ist 
f (2) = g(x) hie), 
wo h(x) ebenfalls reell. Der Grad mindestens eines dieser Factoren 
enthält den Factor zwei in keiner höheren Potenz als n; dieser Factor 
ergiebt also, nach Voraussetzung (2), gleich Null gesetzt, eine Wurzel, 
und also hat auch f(x) = 0 eine Wurzel. 
2) Der Factor, welchen f(x) mit Ki v) gemein hat, sei imaginär 


gleich p(x) aber sein Grad kleiner als =. So enthält f(x) selbstver- 


ständlich auch den conjugirt imaginären Factor p(z). Die beiden 
Factoren œ, y können ihrerseits einen reellen Factor gemein haben; dann 
hat man eine Zerlegung von f(x) von der Art, die wir gerade betrachtet 
haben. Siud aber p, % relativ prim, so setze man einfach 9-y=y(x) 
und man hat wieder, da f nur auf eine Weise in Primfactoren zerleg- 


bar ist, 

f) = g (2) ha), 
unter g, h reelle Functionen verstanden, so dass auch dann der soeben 
entwickelte Schluss in Kraft tritt. 

3) Der Factor, welchen f(x) und P(x, v) gemein haben, sei ima- 
ginär, gleich ọ (x), sein Grad gleich > » Bezeichnet dann wieder #(x) 
die conjugirt imaginäre Function, so braucht wiederum nur der Fall 
erörtert zu werden, wo , % relativ prim sind und man für sie keine 
weitere Zerlegung in niedere Factoren kennt. Dann ist**) also 

f(x) = g(x) - (x) 
und nun schliesse man folgendermassen : 


Da (x) imaginär, so hat v einen complexen (nicht verschwin- 
denden) Werth: 
v=a+if. 


*) Man vergl. dazu die relativ umständliche Erörterung, deren Gauss bei 
seinem Beweise bedarf. 
| **) Als Coäflicienten der höchsten Potenz von æ in p und # setze ich die 1 
voraus. 


m 
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Betrachten wir dann: 


f+) = pl@ +o) -v(e + t). 
Da f(z+v) = f(x) + v: P(z,v), so enthält f(x+v) ebenfalls den 
Factor gx). Mit Rücksicht auf die Voraussetzungen, denen wir p, % 
unterwerfen durften, muss daher g(x) mit p(z-+v) oder mit y (z+ v) 
ei sein. Aber der Ausdruck (x +v)— gp(x) hat als Coëfficienten 


von x +7 die Grösse , verschwindet also nicht. Hindi ist: 

g (x) = y (z+ t) = v(r+a+if). 
Ersetzt man hierin x durch z — « — iß, ündert andererseits das Ver- 
zeichen von č, wodurch o in # übergeht, so entstehen die Relationen: 


9 (x—a—iß) == Ņ (x), 
g (z+a«— if) = v JS 
Mithin verschwindet der Ausdruck: 
p(z+a—ip) — p(z —«—iß) 


und also der Coëfficient von 2? in ihm, d. h. na. Also ist « = 0 


und die Function 
ee) =eler®) 


ändert ihren Werth mit à nicht, hat also nur reelle Coëfficienten. Ihr 
Grad © besitzt den Factor 2 in einer niederen Potenz als n; mithin 


hat die Gleichung: 
eo 


nach Voraussetzung (1) eine Wurzel; ein Gleiches gilt für p(x) = 0 
und also auch für f(x) = 0. 


Notiz über infinitäre Gleichheiten. 
s Von 
P. pu Boıs-Reymoxp in Tübingen. 


— 


In meiner Abhandlung: „Untersuchungen über die Convergenz und 
Divergenz der Fourier’schen Darstellungsformeln“ findet sich in der 
kurzen Uebersicht über die Methoden des Infinitärcaleüls 11. pag. 2 
die Stelle: „Man kaun jede beliebige Gleich- oder Ungleichheit . . . . 
auf beliebige Potenzen erheben oder logarithmiren“, Das letztere ist 
nicht genau ausgedrückt. Es muss heissen „oder im Falle der Gleich- 
heit logarithmiren“. Im Falle «> v ist lu lu. Ich habe diese 
Frage schon (diese Annalen Bd. VIII, pag. 370, Aum., und pag. 574, 
wo ein an der ersten Stelle vorkommendes Versehen corrigirt ist) er- 
örtert, indem ich angab, was aus der Gleichheit {f(x) œ lx folgt. 
Ich würde daher jene Stelle in der neueren Abhandlung, die schwerlich 
Jemand irre führen wird, einfach auf sich beruhen lassen können, wenn 
nicht Achnliches später auch in der Rechnung an zwei Stellen vorkäüme, so 
dass ich eine kurze Verbesserung doch nicht für überflüssig halte. 
Namentlich aber scheint mir die Gelegenheit schicklich, um auf die 
allgemeine Frage, wann aus der Gleichheit u © v folgt f(u) cv f(v), 
etwas genauer als bisher geschehen, einzugehen. 


I 


Aus der Ungleichheit «> v folgt, wie bemerkt, lu & lv, und 
ich habe an der oben angeführten Stelle bereits angegeben, dass das 
untere Zeichen gilt, wenn das Unendlich von » zwischen dem Unend- 
lich von Potenzen von u eingeschlossen ist. Da aber erfahrungsgemäss 
für diesen Fall die Sätze, welche man durch Logarithinen von u > v 
beweisen will, selbstverständlich zu sein pflegen, so habe ich die (ie- 
wohnheit, nur Zu>-!v zu schreiben, und habe dies ein paar Mal im Druck 
so gelassen. Erstens pag. 4 der Abhaudlung: „Untersuchungen etc.“ 
müssen einige Zeilen der unteren Hälft® der Seite lauten: „Nun werde 
ich zeigen, dass unter obigen Voraussetzungen stets yy 35 y'# ist. 


Au o =y y > 1 folgt v>; - oder VS 1. Durch Differentiation 
folgt: Xai und durch Multiplication mit y y’ ergiebt sich py’ &5y'w”.“ 


Aus dem nämlichen Grunde bedarf der Beweis für das Verschwin- 
den des Integrals 


2,0) ; 
Ÿ ë 
J, = J dy Pi sin X 
x (0) 


(Art. 13, pag. 25) einer kleinen Vervollständigung. Es handelt sich 
dort, um es kurz zu sagen, um den infimtären Werth von 
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Yy = 


im Falle v(a) >r 1: Zunächst ist, weil y œ> 1, für « = 0, die 
Grösse $ v negativ. Weiter wird, was man gerade wie bei der obi- 


: yy” 3 = i < ww” 
gen Correctur zeigt, Fish sein. Endlich kann im Falle mE ~ 1 


2 Y 

der lim 7° numerisch nicht kleiner als Eins sein. Dies lässt sich 
direct beweisen, es folgt aber schon daraus, dass h = y(«e) -» nicht 
negativ sein kann. 

Also bewegt sich v zwischen O und — oo. Die aufzulösende in- 
finitäre Gleichung pag. 26 lautet: 

Yla+6) — pa) — òy (a) - v = — Nx 
und ihre Auflösung ist unter jener Annahme über r: 
(1—v)#'(«) ? 

wie durch einen Blick auf die Behandlung dieser infinitären Gleichung 
(diese Annaleu Bd, VIII, pag. 412) leicht zu erkennen. Am weiteren 
Beweis ist nichts zu ändern. 


I. 


Wir gehen nun dazu über, die Beziehungen zwischen den Gleich- 
heiten u ro v, f(u) ro f(v) etwas zu verfolgen. 

Aus der gewöhnlichen Gleichheit a = b folgt, falls f irgend ein 
Operationszeichen vorstellt: f(a) = f(b). Wenn man aber hat, unter 
u und v zwei Functionen von x verstanden: 

uvv, 
so folgt daraus keineswegs immer 
fu) ro fl), 
und es handelt sich um die Bedingungen für f und x -, unter denen vor- 


stehende Gleichheit gilt, oder nicht gilt, wobei wir uns auf die Annahme 
f(x) > 1 beschränken wollen. 
Ich schreibe: 
f(z) = 21%. 

Zuerst setzen wir voraus g(z)N1. Ist (x) 1, so hat f(x) die 
Form r"#(x), wo Y(z)t! ein kleineres Unendlich hat, als eine Potenz 
von x. Nun folgt aus uœov, dass v = å -u ist, wo Ar 1. Also 
folgt aus u co v: u" co vY. Weiter habe ich (diese Annalen Bd. VII, 
pag. 390) folgenden Satz bewiesen: „Wenn F(x)> 1, und für zwei 
Funetionen y und y von x findet die Gleichheit Z'(y) cv F(n) statt, 
so ist sie auch richtig für jede Function 7", (x), die der Bedingung 
1 X F(x) < F(z) genügt.“ Also ist auch p(u)o v(v), wenn uY oov” 
ist. Daraus folgt, dass, wenn @(x) in f(x) = x) der Bedingung ® 1, 
also der Typus von f(x) der Bedingung X; x genügt, man stets 
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hat. I) 


Zweitens werde vorausgesetzt p(x) > l. Wann ist alsdanı f(u) 
MN f(u) und wann nicht? Indem wir 27 statt f(x) einsetzen, folgt 
zuerst: 
ur) © (Aura, 
oder 
CLP A) popan, 
oder : 
IN’ Dp Ru) — lupu), 


(Au)p(Au) — lup(u) Q I 
als Bedingung für das Stattfinden der Gleichheit f(u) co f(Au). Wir 
geben dieser Bedingung die zwei Formen: 


là plu) + lulphu) — plu) X1, 
— [+o (Au) + lu (pu) — p(Au))] Sa, 


jenachdem nämlich lim A 21. In beiden Fällen ist sie ersichtlich un- 
erfüllbar. ; 

Ist endlich lim 4 = 1, so führen die vorstehenden Bedingungen, 
a 


oder endlich 


wenn man darin ọ (x) = zurücksetzt, zu nichts, indem sie er- 


füllt sind, wenn Qs „wm, was wir ja wissen, und wofür wir gerade 


die Form von å soon: Diese Aufgabe versuche ich nicht in solcher 
Allgemeinheit zu lösen. Setzen wir A=1--u, so ist un<u, und 
jrg pag. 376, VIII. Bd. dieser Annalen ist für 1 -<<a <z, und 


e“ f(x) © ee, M beliebig gross: 


S'a 
Terma PE 


Se) 
In diesem Unendlichkeitsintervall wird daher f(u) ro f(Au) sein, wenn 
ff 
(A— 1)u = fa) SL, è 
Im Ganzen folgt ir 
If 
Wenn u co v und - Lo, 1, so ist auch f(u) fl). Ist; >l, 


und lim “ = 21, so hat man nie f(u) ro f(v). Ist lim * „= l, so finden 


verwickeltere Verhältnisse statt. Es kann f(u) f(x) sein, und für 
ein gewisses Unendlichkeitsintervall von f(x) ist die Bedingung hierfür 
im Vorstehenden mitgetheilt. 


Tübingen, Mai 1876. 
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